CORSO DI AGGIORNAMENTO 2006-2007
TEMA: “LE INDICAZIONI NAZIONALI PER LA SCUOLA PRIMARIA:
UNA RISCRITTURA DIVISA PER ANNI.

IL CASO DELLA GEOMETRIA E DELLA MISURA”.
COMMENTI

1 – I programmi del 1955 e del 1985 avevano la suddivisione

- primo ciclo (prima e seconda elementare)

- secondo ciclo (terza, quarta e quinta elementare).
Era compito dell’insegnante, nella sua programmazione annuale, procedere alla suddivisione anno per anno. In questa programmazione intervenivano, oltre che l’esperienza pregressa dell’insegnante, anche le proposte delle varie riviste, spesso accolte in modo acritico.
2 – Le Indicazioni Nazionali per i Piani di studio personalizzati nella Scuola Primaria, del 2004, hanno adottato la scansione: 1 (prima elementare) + 2 (primo biennio) + 2 (secondo biennio) riservando la espressione “primo ciclo di istruzione” al periodo dei primi 8 anni di scuola (nella vecchia terminologia: scuola elementare + scuola media).

Anche ora si pone all’insegnante il problema di fare una programmazione annuale, problema facilitato dallo scorporo del primo anno di scuola.

3 – La proposta che presentiamo è frutto del lavoro, delle riflessioni, delle discussioni e delle esperienze dei membri del Nucleo di Ricerca Didattica dell’Università di Pavia. Questa riscrittura, con il commento, ha impegnato tutte le riunioni quindicinali del Nucleo durante gli anni scolastici 2004-2005 e 2005-2006. La prima versione, terminata durante l’anno scolastico 2004-2005, è stata oggetto di due corsi di aggiornamento tenuti a Pavia ed a Paderno del Grappa. Da questa esperienza sono nate tante osservazioni recepite soprattutto nel “Commento” che si è notevolmente arricchito anche per la revisione estiva operata da M. Ferrari. Nonostante ciò riteniamo che questa edizione non sia ancora definitiva. Essa sarà discussa ancora in due corsi di aggiornamento durante il 2006-2007 dai quali pensiamo potranno venire nuove osservazioni e proposte. Pensiamo di licenziare, dopo tutte queste attività, la versione definitiva con l’idea di diffonderla a livelli più ampi. 

4 – Come dice il titolo del corso, si tratta di una “riscrittura” delle Indicazioni Nazionali. Esse sono  state il nostro punto di partenza e ad esse ci siamo attenuti. Le Indicazioni Nazionali potranno piacere o non piacere, sono certamente criticabili in molti punti e noi siamo stati, forse, i primi a farlo pubblicamente in convegni e sulla rivista del Centro Morin. Esse, però, sia pure ancora in forma provvisoria, sono ora in vigore, ad esse si ispirano, con maggiore o minore aderenza, i nuovi sussidiari. Noi come insegnanti dobbiamo cercare di tradurle nella nostra attività in classe usando buon senso ed assumendo un atteggiamento critico.
5 – Nella nostra riscrittura abbiamo mantenuto una sostanziale fedeltà alle Indicazioni Nazionali, ma abbiamo operato degli spostamenti, degli inserimenti, degli arricchimenti, delle specificazioni e anche, nel “Commento” e nella seconda colonna, abbiamo fatto qualche veloce proposta didattica, visto che mancano completamente le indicazioni didattiche.

Abbiamo anche cercato di far sempre corrispondere ad ogni argomento della prima colonna una o più attività nella seconda colonna, cosa che non sempre è presente nelle Indicazioni Nazionali.
6 – Il Commento costituisce la parte più corposa del materiale che viene proposto. Esso è una specie di “Guida didattica” alla riscrittura delle Indicazioni Nazionali. Ad ogni proposta  della “prima colonna” è dedicato un “commento” più o meno esteso. In esso si trovano proposte didattiche, precisazioni teoriche, indicazioni bibliografiche puntuali relative al particolare argomento trattato.
7– Questo corso di aggiornamento e questo materiale è per insegnanti che hanno a cuore la loro professionalità. Essa ha bisogno di una formazione continua perché cambiano i bambini, cambiano alcuni argomenti di matematica oggetto di insegnamento, cambiano gli strumenti, i sussidi per l’insegnamento, cambia la didattica a seguito delle ricerche che vengono svolte.
In parole povere, corso e materiale è per insegnanti che vogliono continuare a studiare.

Per questo abbiamo dato abbondanti indicazioni bibliografiche sia generali che puntuali in modo da facilitare questo studio. E’ solo attraverso lo studio che si acquista la padronanza della disciplina, la capacità di pensare percorsi didattici duttili aperti alle sollecitazioni che vengono dai bambini, lo spirito critico con cui leggere i sussidiari che stanno inondando la nostra scuola e che, spesso, fanno letteralmente senso.
TEMA: IL NUMERO
1 – Si tratta dell’argomento più tradizionale e consolidato della educazione matematica nella scuola elementare. Il titolo del tema non ci entusiasma, ma è stato copiato da “Matematica 2001”, cioè dai programmi, ricchissimi anche di proposte didattiche, proposti, ma mai entrati in vigore, dalla Commissione dell’Unione Matematica Italiana su incarico del Ministero. Il titolo “Il numero” può ingenerare l’idea che ci sia un solo tipo di numeri, che tutti abbiano le stesse proprietà e servano per le stesse cose. Avremmo preferito il titolo più tradizionale “Aritmetica”, termine di ascendenza greca, scelto dai programmi del 1955 e del 1985. Fosse dipeso da noi avremmo scelto il titolo “Mondi numerici” per sottolineare la varietà dei numeri e la loro “vita sociale”. Esso permette di presentare, in modo naturale, i numeri come personaggi vivi legati fra loro da relazioni ed operazioni ben definite.
2 – Nel nostro commento non indugeremo, di norma, sugli aspetti concettuali. Faremo solo, qualche volta, dei rapidi cenni.  Per gli aspetti concettuali rimandiamo agli articoli, che ci sembrano perfettamente accessibili, di 
M. Ferrari, Esplorare i mondi numerici del primo ciclo scolastico, “L’Insegnamento della Matematica e delle Scienze Integrate” (IMSI) pubblicati nel Vol. 28 A (2005) e nel Vol. 29 A (2006) e confluiti, con aggiunte e rimaneggiamenti, in

M. Ferrari, I mondi numerici del primo ciclo scolastico: teoria – didattica – storia, Quaderno Didattico N. 20, CRDUM, 2006.

Vi si trovano considerazioni che riguardano anche la scuola secondaria di primo grado perfettamente alla portata degli insegnanti elementari.

Per i più coraggiosi indichiamo anche 
L. Bazzini e M. Ferrari, Il mondo dei numeri naturali, SEI Torino, 1987.
E’ utile anche: 
AA.VV, Aritmetica, della Collana “Aggiornarsi secondo i nuovi programmi della scuola elementare” (i nuovi programmi sono quelli del 1985), pubblicato dal Centro Morin.

Il quaderno è esaurito, ma è disponibile al Centro sotto forma di fotocopie.
E’ sempre altamente raccomandabile la collana “Ricostruiamo la matematica” della Erikson e curata da 
C. Colombo Bozzolo e A. Costa: Nel mondo dei numeri e delle operazioni, vol.1, I numeri fino a 100 (2002), vol. 2 Addizione e sottrazione (2002), vol. 3, I numeri oltre 100. Moltiplicazione e divisione (2002), vol. 4, Problemi di numeri: Multipli, divisori, numeri primi, storia dei numeri (2003), vol. 5, Frazioni, numeri decimali (2003), vol. 6 (curato anche da C. Alberti), La misura (2005).
3 – OSSERVAZIONI GENERALI

3.1 In tutto lo svolgimento del tema non si parla mai di “insiemi”. Dopo la “stagione dell’insiemistica” (anni sessanta e settanta del secolo scorso), i programmi del 1985 avevano ufficializzato i discorsi sugli insiemi relegandoli, però, nel secondo ciclo e distaccandoli esplicitamente dalla aritmetica. Le Indicazioni Nazionali hanno fatto la scelta radicale,  che noi condividiamo pienamente, di non parlare in nessun modo degli insiemi nella scuola primaria.
Esse contengono solo un breve cenno agli insiemi nei programmi di terza media. E’ auspicabile che anche riviste per insegnanti e sussidiari finalmente si adeguino.

E’ il caso di sottolineare che l’aritmetica non dipende dagli insiemi: né l’idea di numero, né le operazioni sui numeri e neppure le relazioni fra numeri. Questo non significa che non si possano usare espressioni come “insieme dei numeri naturali”, “insieme dei numeri pari” ecc. e rappresentarli con i recinti (i diagrammi di Eulero-Venn).

3.2 L’aritmetica, come gli altri capitoli di matematica, richiede una “didattica lunga” se vogliamo che i bambini comprendano i concetti e diventino capaci di applicarli in situazioni diverse. Bisogna, quindi, da una parte resistere alle pressioni dei genitori che vogliono che i bambini imparino in fretta (imparare non vuol dire comprendere) e, dall’altra, non lasciarsi prendere da una specie di “spirale competitiva” con i colleghi per vedere chi “arriva prima” per vantarsi che i propri alunni sono “più avanti” degli altri. “Erudire il pupo” è facile e si fa in fretta; aiutare a comprendere richiede pazienza, tempo, riflessione.
3.3 L’aritmetica si presta benissimo ad un uso intelligente dei calcolatori e delle calcolatrici tascabili. Non bisogna aver paura ad usarli, a giocare con essi per scoprirne potenzialità e limiti. Calcolatori e calcolatrici non sono una moda, ma uno strumento che può essere efficace per l’apprendimento significativo della matematica. Per questo ne abbiamo previsto l’uso fin dalla seconda elementare.

3.4 Uno strumento didattico formidabile è “la linea dei numeri” che ci accompagna “dalla culla alla tomba” nello studio della matematica. Per questo ne abbiamo previsto la costruzione e l’uso fin dalla prima elementare anche se le Indicazioni Nazionali la introducono solo nel secondo biennio. Sulla linea dei numeri, come è ben noto, si possono interpretare addizioni e moltiplicazioni partendo da 0 e “passeggiando” o “saltando” in avanti, come pure sottrazioni e divisioni partendo dal minuendo o dal dividendo e “passeggiando” o “saltando” all’indietro. La linea dei numeri è il primo passo per costruire reticolati a coordinate intere positive e, alla fine, un riferimento cartesiano ortogonale.

3.5 Nello studio dell’aritmetica sono fondamentali i problemi:

- problemi intelligenti che richiedono sforzo, fantasia, ricerca;

- problemi non troppo difficili per non scoraggiare gli alunni;

- problemi che si prestino a discussioni sulla formulazione, sulle strategie, sulle soluzioni;

- problemi divertenti, cioè problemi gioco che diano l’idea di una matematica gioiosa.

3.6 “Per le sue caratteristiche, la matematica non può essere appresa in sequenza lineare, come se si potesse aprire un argomento per chiuderlo e passare ad altro. Al contrario non si deve aver timore, nel corso degli anni, di riprendere i medesimi contenuti a livelli via via più complessi.
Il percorso di acquisizione può così essere definito “a spirale”, in quanto procede contemporaneamente all’allargamento dei contenuti e all’approfondimento della comprensione. In questo modo si rende possibile per ciascun ragazzo una sempre maggiore consapevolezza dei passi fatti ed è più probabile il superamento nel tempo di eventuali difficoltà.”

Queste sono parole prese dalle “Raccomandazioni per l’attuazione delle Indicazioni Nazionali per i Piani di studio personalizzati nella Scuola Primaria” pubblicate nel 2002 nel sito del MIUR e poi misteriosamente scomparse. Le condividiamo pienamente ed abbiamo cercato di attuarle.
CLASSE PRIMA
1 – Punto a. “Pluralità di approcci ai numeri naturali: ordinale, cardinale”.
“Va tenuto presente che l’idea di numero naturale è complessa e richiede pertanto un approccio che si avvale di diversi punti di vista (ordinalità, cardinalità, misura ecc.); la sua acquisizione avviene a livelli sempre più elevati di interiorizzazione e di astrazione durante l’intero corso di scuola elementare e oltre.” Così recitano i programmi del 1985.

L’approccio ordinale e l’approccio cardinale sono tipici della scuola primaria, ma non sempre essi sono intesi in modo univoco.
Le nostre idee sugli approcci ordinale e cardinale sono espresse nel capitolo quinto del già citato Quaderno Didattico N. 20.
Qui ci limitiamo a dire che l’approccio ordinale consiste nella utilizzazione dei numeri come strumento per contare e presuppone che i numeri siano ordinati nella successione 1, 2, 3, …
L’approccio cardinale è fondato sul concetto di corrispondenza biunivoca e serve per dire se gli elementi di un insieme sono “tanti…quanti” gli elementi di un altro insieme, oppure di più o di meno. E’ ovvio che tutto ciò non richiede, in prima elementare, una teoria degli insiemi e neppure di parlare di corrispondenza biunivoca.
L’approccio ordinale è quello usato nella pre-scuola e nella extra-scuola ed è quello che sopravvive dopo la prima elementare.

L’attività del contare oggetti (contare in senso transitivo) è fondamentale e bisogna, in classe, fare attenzione a quanto sottolineato in a.2.

Nella attività del contare si può richiamare già l’attenzione dei bambini su quello che succede nella rappresentazione dei numeri con le cifre quando si passa da 9 a 10: incominciano i numeri scritti con due cifre. Il fatto può essere sottolineato con attività di raggruppamenti per dieci e con l’abaco.

C’è anche un “contare per contare” (contare in senso intransitivo), cioè recitare la filastrocca dei numeri. E’ una attività interessante perché apre una “finestra” sull’infinito dato che si può sempre continuare a contare.
Non abbiamo parlato di numeri “come misura”, pur avendo  essi anche questa funzione, rimandando la cosa al tema “Misura”.

2 – Punto b. “Numeri come etichette”.

L’obiettivo è di avviare i bambini a rendersi conto che i numeri “si trovano ovunque” ed hanno una pluralità di “usi sociali” perché servono per indicare “oggetti” e a distinguerli: numeri civici delle case, numeri di canali televisivi, di targhe automobilistiche, ecc. 
Forse si può già sottolineare che questi numeri non sono come quelli che si troveranno nelle attività scolastiche perché su di essi non si possono fare le operazioni matematiche: canale 5 più canale 6 non fa canale 11.

3 – Punto c. “Introduzione del numero zero”.

Anche se lo zero è un numero un po’ “speciale” e non tutti i matematici lo considerano un numero naturale, sulla sua introduzione in prima elementare, per noi, non si possono nutrire dubbi
· sia in vista della costruzione della linea dei numeri (attività d.4);

· sia per presentarlo come il più piccolo dei numeri naturali (attività d.3);

· sia perché si possono presentare situazioni (per esempio facendo raccolte di dati) nelle quali lo zero appare in modo naturale;
· sia perché può, inizialmente, servire come punto di partenza per interpretare l’addizione sulla linea dei numeri (per esempio, per fare 3 + 5  si può partire da 0 e fare prima 3 passi di lunghezza 1 verso destra e poi altri 5 passi);
· sia perché può indicare il punto di partenza nella descrizione di una passeggiata contrassegnata da elementi fissati e notevoli.

4 – Punto d. “Confronto tra numeri naturali: relazioni di maggiore, minore, uguale”.
L’importanza della relazione di ordine nei numeri naturali è stata fortemente sottolineata nei programmi del 1985: “Va tenuto presente che l’insieme dei numeri naturali ha la caratteristica fondamentale di essere ordinato e, pertanto, è essenziale che il fanciullo acquisisca la capacità di confrontare e ordinare gli stessi numeri, utilizzando anche la cosiddetta linea numerica o retta graduata”. Questa sottolineatura, ripresa anche dalle Indicazioni Nazionali in forma più attenuata, è necessaria perché la relazione di ordine è uno degli elementi caratterizzanti di un insieme numerico, ma nelle attività scolastiche è messa un po’ in sordina e non le si dedica l’attenzione ed il tempo necessari.

L’attività d.1 in un primo tempo, cioè prima di passare al confronto di numeri, può servire per l’approccio cardinale ai numeri facendo nascere espressioni come “tanti…quanti”, “di più” e “di meno”. Il tentativo di pareggiare la numerosità di due gruppi di oggetti apre la strada al significato di maggiore (aggiungere oggetti al gruppo minore per arrivare ad averne tanti quanti il gruppo maggiore).
Sull’ordinamento si può utilmente consultare il capitolo quarto del Quaderno Didattico N. 20.
Utili suggerimenti didattici sull’ordinamento in prima elementare si trovano nell’articolo di 

M. Ferrari (a cura di), “Insegnare matematica in prima elementare”, IMSI,  luglio 2004. 
Per scoprire che lo zero è il più piccolo dei numeri naturali si può ricorrere all’azione fisica del “tirar via” un oggetto alla volta da un gruppo di oggetti. Ogni volta il gruppo, e quindi il numero che ne esprime la quantità, è più piccolo. Quando si è tolto l’ultimo oggetto ci sono zero oggetti e non si può più procedere oltre.

Conviene ricordare che i simboli per indicare queste relazioni devono essere il punto di arrivo di un adeguato cammino. Hanno fatto così anche i matematici che sono arrivati ad un uso condiviso di questi simboli (>, <, =) solo nel diciottesimo secolo.
5 – Punto e. “Operazione di addizione comprendendone il significato”.
Vogliamo solo richiamare l’attenzione sulla attività  e.1, cioè sulla necessità di iniziare subito a presentare situazioni problematiche stimolanti, concrete, ludiche. Vorremmo suggerire di usare il meno possibile le schede che sono in commercio. Se proprio si vogliono usare , con parsimonia, delle schede è meglio che l’insegnante se le costruisca personalmente tenendo presente la situazione della sua classe.
Sui problemi in prima elementare possono essere di aiuto 
C. Colombo Bozzolo e M. Ferrari, “Problemi di matematica per la prima e la seconda elementare”   Quaderno Didattico N. 17 edito dal Centro Morin, 2001  
C. Colombo Bozzolo – A. Costa – C. Alberti (a cura di), Nel mondo della matematica, volume 1, Situazioni problematiche per alunni dai 6 agli 8 anni, Erikson, 2005.
Vogliamo sottolineare esplicitamente che la addizione è una operazione che si fa tra numeri. Per questo ha senso, per esempio, eseguire  3 + 0 = 3  dato che anche 0 è un numero. 

L’addizione è una operazione che si può fare anche tra grandezze omogenee cioè tra numeri seguiti dalla stessa “marca”. Per esempio:  3 cm + 5 cm = 8 cm.  Posso, quindi, anche fare:  3 p + 5 p = 8 p (p è la marca delle pere). Non ha senso, invece, sommare grandezze non omogenee come: 

3 cm + 4 g = ?  Non si sa quale marca mettere al secondo membro della uguaglianza.
Analogamente, non ha senso proporre, come spesso capita di leggere, esercizi come  3 m + 5 p = 8 f (m è la marca delle mele, p quella delle pere ed f è la marca dei frutti) perché nel secondo membro deve comparire la stessa marca che appare nel primo. Siccome nel primo ci sono due marche diverse, l’addizione non si può eseguire.
Diverso è il problema di sapere, avendo a disposizione mele e pere, quanti frutti ci sono sul tavolo. La risposta si ha contando i frutti indipendentemente dal fatto che siano pere o mele e senza nessuna addizione. Se proprio si vuole fare una addizione dovremmo scrivere  3 f + 5 f = 8 f, cioè una addizione fra grandezze omogenee.

Siamo, comunque, del parere, come raccomandato dai programmi del 1985, di non fare operazioni sulle marche, ma solo sui numeri.

Bisogna abituare i bambini ad una pluralità di linguaggi, oltre che di strategie, rispettando le scelte di ognuno. Solo in un secondo tempo si andrà verso un linguaggio uniforme, economico come è il linguaggio simbolico.
6. Punto f. “Sottrazione fra numeri naturali comprendendone il significato”.
Per la nostra convinzione della necessità di una “didattica lunga” siamo del parere che in prima si debbano fare, al massimo, attività preparatorie alla sottrazione, in situazioni concrete e facilmente dominabili dai bambini, come il “mercatino in classe” (quanto mi dai di resto), il confronto fra torri di diversa altezza (quanto manca per pareggiare le altezze), ecc. senza introdurre nessun simbolismo.
Diversamente dalle Indicazioni Nazionali, non abbiamo parlato di “comprendere le relazioni tra operazioni di addizione e sottrazione”. Il motivo è che non sappiamo quali siano queste “relazioni” (al plurale) tra le due operazioni. Il sospetto, confermato dalle “ Raccomandazioni” che ora sono scomparse, è che gli autori delle Indicazioni Nazionali pensassero alla sottrazione come operazione inversa della addizione ed a questa come operazione inversa della sottrazione. Se fosse così siamo davanti ad un evidente errore. Una operazione binaria, come l’addizione, per avere l’inversa deve essere iniettiva, cioè deve associare a coppie ordinate diverse risultati diversi. Questo non succede certamente per l’addizione. Per esempio alle coppie, ovviamente diverse, (3,5) e (4,4) l’addizione associa lo stesso risultato 8. 
Lo stesso discorso, a maggior ragione, vale per la sottrazione che, per la proprietà invariantiva, a infinite coppie ordinate diverse, associa lo stesso risultato. A rigor di termini, inoltre, la sottrazione non è nemmeno una operazione perché non è vero che ad ogni coppia  (a, b) di numeri naturali associa un numero naturale. Possiamo, con abuso di linguaggio e seguendo la tradizione, continuare a chiamarla “operazione”, ma certamente essa non è l’inversa della addizione.
Per le attività di aritmetica in classe prima si può utilmente consultare:

M. Ferrari, Obiettivi e contenuti: classe prima. Aritmetica, IMSI, marzo 2000.

M. Ferrari, Obiettivi e contenuti: classe prima . Logica-Statistica-Problemi, IMSI, gennaio 2001 (per i problemi)

M. Ferrari, Insegnare matematica in prima elementare. Una proposta. Parte seconda, IMSI, marzo 2004 (conteggio e problemi); parte terza, luglio 2004 (ordinamento e problemi); parte quarta, marzo 2006 (operazioni e problemi).
CLASSE SECONDA
1 – Punto  a. “Rappresentare i numeri naturali in base dieci”.

Si tratta di una attività fondamentale ed i bambini dovrebbero incominciare ad intuire la diversità tra “cifre” (sono dieci) e “numeri” (sono infiniti) che si ottengono combinando le cifre. Questa distinzione è chiara con i numeri formati da almeno due cifre, ma può risultare difficoltosa rispetto ai primi dieci numeri di una sola cifra. Per questo può essere utile l’attività  a.3, che richiede osservazione, ricerca e scoperta delle regole per formare i numeri usando le cifre.
Ecco la tabella da “contemplare” per scoprire le regole che presiedono alla scrittura dei numeri in cifre. 

	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19

	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26
	27
	28
	29

	30
	31
	32
	33
	34
	35
	36
	37
	38
	39

	40
	41
	42
	43
	44
	45
	46
	47
	48
	49

	50
	51
	52
	53
	54
	55
	56
	57
	58
	59

	60
	61
	62
	63
	64
	65
	66
	67
	68
	69

	70
	71
	72
	73
	74
	75
	76
	77
	78
	79

	80
	81
	82
	83
	84
	85
	86
	87
	88
	89

	90
	91
	92
	93
	94
	95
	96
	97
	98
	99


Nel nostro sistema di numerazione posizionale e decimale abbiamo a disposizione dieci cifre combinando le quali possiamo ottenere tutti i numeri che vogliamo. I bambini incominciano così a percepire la distinzione fra cifre (che sono dieci) e numeri (che sono infiniti).

La difficoltà, nella tabella, è rappresentata dal primo blocco di dieci numeri (la prima riga): numeri e cifre coincidono nella scrittura.

Nei successivi blocchi le cose scorrono lisce:

il secondo blocco è formato da dieci numeri di due cifre con prima  cifra 1 che rimane fissa mentre la seconda varia da 0 a 9; anche il terzo blocco è formato da dieci numeri  di due cifre con prima cifra 2, che rimane fissa, mentre la seconda varia da 0 a 9.  E così di seguito.

La “contemplazione” della tabellina può anche portare gli alunni a fare scoperte interessanti come queste che riporto da alcuni protocolli.

*In ogni colonna le unità sono uguali.

*Nella prima colonna si conta per +10.

*La regola del +10 vale per tutte le colonne; la decina fa +1 e le unità restano uguali.

*Ogni colonna è formata o da numeri pari o da numeri dispari.

*Nelle righe la regola è +1.

*La diagonale dello 0 ha le decine uguali alle unità.

*Nella diagonale da 0 a 99 c’è la regola del +11.

*La diagonale del 9 ha le decine che aumentano e le unità che 

  diminuiscono.

*Nella diagonale da 9 a 90 la regola è +9

Le regole per la scrittura dei numeri in base dieci valgono per qualsiasi base, con il necessario cambiamento di terminologia.

Per l’attività  a.1 è consigliabile l’uso del calendario e si può scoprire che, partendo da 1 e contando per 2 (o per 4), si trovano sempre numeri dispari, contando, invece, per 3 (o per 5) si incontra alternativamente, un numero pari ed uno dispari. Questi numeri sono introdotti con l’attività  c.1.

Il calendario è uno strumento didattico molto utile. Con esso si può scoprire la ciclicità dei giorni della settimana , dei mesi dell’anno e il numero dei giorni di ogni mese. Si può anche costruire il “calendario di classe” nel quale registrare gli avvenimenti salienti della vita della classe. Il calendario, inoltre, è fonte di tante situazioni problematiche stimolanti.
2 – Punto  b. “Consolidare la conoscenza del confronto tra numeri”.

Le tabelle di cui si parla in  b.2  e in b.3 sono poco usate , ma sono utili per convincersi che la relazione di ordine è una relazione binaria, che in una tabella ci possono essere non solo numeri, ma altri simboli (ad esempio crocette nelle caselle in cui si verifica la relazione), per confrontare la tabella del maggiore o uguale con quella della sottrazione. 
E’ importante che i bambini imparino da subito a costruire ed a “leggere” la tabella per scoprire i “segreti” dei numeri, il loro comportamento, le loro proprietà.
                                             La tabella del maggiore >

   Per esempio questa tabella è orientata: la freccia indica l’ordine dei numeri che vengono confrontati. La riga dello 0 è l’unica ad essere completamente vuota perché lo 0 è il più piccolo dei numeri della tabella. Analogamente la colonna del 9 è vuota perché è il più grande dei numeri della tabella. Le caselle annerite sono vuote perché nessun numero è maggiore di se stesso (è la proprietà antiriflessiva della relazione di maggiore).
E’ facile costruire la tabella della relazione di uguaglianza.

                       La tabella dell’uguale
La lettura della tabella è immediata: sono occupate solo le caselle della diagonale perché ogni numero è uguale solo a se stesso. I bambini possono anche accorgersi che in questa tabella manca la freccia.
Sovrapponendo le due tabelle si ottine quella della relazione “maggiore o uguale”.
                                        La tabella del maggiore o uguale ≥

In questa tabella non vi sono né righe né colonne vuote perché ogni numero è maggiore o uguale a se stesso (è la proprietà riflessiva della relazione di maggiore o uguale).

La tabella del  ≥ nasce facilmente dalla sovrapposizione delle tabelle del  >  e dell’ =, ma la relazione è concettualmente difficile perché formata da due relazioni combinate con il connettivo “o” inclusivo. Richiede, quindi, attenzione e gradualità.
Sulla relazione di ≥ si può vedere il capitolo quarto del Quaderno Didattico N. 20. Sul connettivo “o” ritorneremo più avanti (classe quinta, tema “Introduzione al pensiero razionale”). 
Le situazioni problematiche di cui si parla in  b.4 sono del tipo “Trovare i numeri  minori di 7”, “Scrivere un po’ di numeri maggiori di 10”, “Scrivere i numeri maggiori di 8 e minori di 15”.
3 – Punto c. “Consolidare la conoscenza della operazione di addizione”.
La costruzione della tabella dell’addizione ed il suo uso ne favoriscono la memorizzazione. La lettura, la “contemplazione” della tabella permette di fare scoperte interessanti, non tutte necessariamente alla prima lettura.

Per esempio, in questa tabella non vi è la freccia perché l’ordine dei due numeri che vengono sommati non è importante (proprietà commutativa che viene ribadita dal ruolo di “specchio” della diagonale); la tabella, inoltre, è piena perché l’addizione si può sempre fare. Possiamo scoprire i numeri pari (sono quelli che si ottengono come somma di due numeri uguali e sono i soli che si trovano sulla diagonale) ed i numeri dispari (sono la negazione del pari, cioè non si possono ottenere come somma di due numeri uguali). E’ facile accorgersi del  ruolo dello zero (è l’elemento neutro o indifferente), perché la sua riga e la sua colonna ripetono l’intestazione della tabella: 

0 + a = a + 0 = a  qualunque sia il numero a.  Il numero 1 si presenta come un gran lavoratore perché partendo da 0 si possono ottenere tutti i numeri sommando ogni volta 1. Con questa “contemplazione” si possono scoprire quali sono e quante sono le coppie dei numeri amici di un assegnato numero (due numeri m ed n sono amici di t rispetto alla somma se m + n = t). Le coppie di numeri amici di t sono t + 1.

La tabella dell’addizione


In c.3 abbiamo richiamato esplicitamente l’euro, che non viene mai nominato nelle Indicazioni Nazionali.  Si tratta di esplorare monete e banconote (nei limiti del possibile ed usando fotocopie), di scoprire il loro “ritmo ternario”: 1 – 2 – 5 e 10 – 20 – 50 (centesimi); 1 – 2 -5 , 10 – 20 -50 e 100 – 200 - 500 (euro) e di utilizzarli nel costruire problemi additivi.
4 – Punto d. “Sviluppare e consolidare la conoscenza della sottrazione”.
Sulla linea dei numeri la sottrazione viene interpretata come un “contare all’indietro”, in “senso regressivo”. Si parte dal minuendo e si fanno tanti passi di lunghezza unitaria quanti ne indica il sottraendo. In questo modo è facile scoprire il ruolo dello zero (attività d.2) quando è sottraendo (non influisce sul risultato) e quando è minuendo (blocca l’operazione se il sottraendo è diverso da zero). Quindi lo zero non è elemento neutro rispetto alla sottrazione, anche se in sussidiari recentissimi lo si presenta, erroneamente, come elemento neutro. 
L’attività d.3 si inquadra anche nel tema “Introduzione al pensiero razionale”. In seconda e’ bene parlare esplicitamente di sottrazione, introdurre il simbolo che la indica e studiare le “condizioni di fattibilità”: il minuendo deve essere maggiore o uguale al sottraendo.
La tabella della sottrazione


La lettura della tabella è sempre interessante.
• La tabella è orientata perché i ruoli di minuendo e sottraendo non sono intercambiabili come quello degli addendi nel caso della addizione.
• La tabella non è completa perché la sottrazione  tra due numeri naturali non è sempre possibile.

• Nella  tabella sono compilate le stesse caselle della tabella del  ≥  perché la sottrazione tra numeri naturali funziona solo se viene rispettata questa relazione d’ordine.

• La colonna della 0 è uguale alla colonna-intestazione perché lo 0 non influisce sul risultato solo quando è sottraendo. 

•  La diagonale colorata è tutta compilata perché si può sempre sottrarre un numero da sé stesso ed il risultato sarà sempre 0.

• Se osserviamo le sequenze di caselle compilate che vanno da sinistra in alto a destra in basso, notiamo che in ognuna vi è sempre lo stesso numero. Se è il caso si può introdurre l’idea di “coppie di numeri amici di un assegnato numero rispetto alla sottrazione”. A differenza della addizione, queste coppie sono infinite. 

La sottrazione è una operazione difficile non solo per i vincoli cui deve ubbidire, ma anche perché traduce situazioni problematiche diverse alle quali corrisponde anche una diversa terminologia.
Si può utilmente vedere, al proposito, l’articolo di

M. Ferrari, Obiettivi e contenuti: classe seconda. Aritmetica, IMSI, marzo 2001.
5 – Punto e. “Introdurre gli algoritmi della addizione e della sottrazione”
Con l’addizione in riga (attività e.1) si acquista la capacità di scomporre un numero nella somma di due o più numeri, si usano in modo operativo le proprietà dell’addizione, si favorisce il calcolo mentale e si può fare un primo avvio all’uso delle parentesi. 
Esempio: calcolare 17 + 25. Si può procedere in questo modo.
17 + 25 = (10 + 7) + (20 + 5) = (10 + 7) + (10 + 10 + 5) = (10 + 10 +10) + (7 + 5) = 30 + 12 = 30 + (5 + 2 +5) = 30 + (5 + 5 +2) = 30 + (10 + 2) = 40 + 2 = 42.

In questo modo non si fanno riporti.
L’algoritmo della sottrazione in colonna richiede una particolare attenzione da parte dell’insegnante perché spesso è fonte di errori ben documentati anche nella letteratura didattica. Consigliamo la lettura dell’articolo
C. Fiori – L. Zuccheri, Errori nella applicazione dell’algoritmo della sottrazione: un’analisi relativa alla scuola dell’obbligo, IMSI, gennaio 1997.

Con l’attività e.4 si incominciano ad usare PC e calcolatrici tascabili non tanto per eseguire con essi assegnati esercizi di addizione e sottrazione (eventualmente si possono eseguire per trovare conferma a quanto si è fatto sul quaderno), quanto, come nell’esempio proposto, per trovare coppie di numeri la cui somma o la cui differenza dia il numero richiesto. Normalmente si potrà scegliere una delle due operazioni; con certi numeri, però, come 0 e 1 può funzionare solo la sottrazione. L’unico modo, infatti, per ottenere 0 con l’addizione è di calcolare 0 + 0; per ottenere 1 si può solo ricorrere a  0 + 1  o  1 + 0.
Il problema didattico che si pone è se non sia troppo presto prevedere attività didattiche in seconda con l’uso di strumenti elettronici. La risposta, ovviamente, può essere data solo dal docente della classe. Se si decide positivamente si può pensare ad una forma di gioco a coppie o a squadre: “come far apparire un numero senza scriverlo”.

6 – Punto f. “Introdurre, con pluralità di approcci, la moltiplicazione comprendendone il significato”.
La pluralità di approcci serve per aumentare il numero di strumenti da mettere a disposizione dei bambini per accrescere la probabilità di comprensione. Quelli che ora presentiamo hanno una diversa generalità e permettono di raggiungere obiettivi diversi. Trascriviamo dall’articolo di M. Ferrari (IMSI, marzo 2005).
“Quello che io preferisco, perché è il più generale, è l’approccio mediante gli incroci.
Si tratta di tracciare alcune rette “verticali”, per esempio 4, ed alcune rette “orizzontali”, per esempio 3. Il numero degli incroci (12) è il risultato della moltiplicazione 4 ( 3.

Cancellando una retta “orizzontale” alla volta si trova  4 ( 2 = 8, poi 4 ( 1 = 4 e, infine, 4 ( 0 = 0 dato che quando ho cancellato tutte le rette “orizzontali” restano solo 4 rette “verticali” e nessun incrocio.

Un secondo approccio abbastanza usato è quello degli schieramenti. 

Riferendoci al caso precedente si disegnano 3 righe e su ogni riga 4 punti. Quindi  4 x 3 = 12.

Si cancella una riga e si ottiene  4 x 2 = 8; si cancella un’altra riga e si ottiene 4 x 1 = 4.

Non si riesce sensatamente a catturare anche il  4 x 0 = 0 cancellando anche l’ultima riga perché sul foglio non rimane più niente.

L’approccio con gli schieramenti permette di fare, già in seconda, un primo incontro con i numeri primi, previsti nel secondo biennio. I numeri primi sono quelli che hanno solo due schieramenti, uno in riga e l’altro in colonna. Naturalmente questa scoperta avviene in un secondo momento quando, cioè, si va alla ricerca di tutti i possibili schieramenti di un numero. [Possiamo anche ritrovare i numeri pari (sono quelli che possono essere schierati su due righe o su due colonne), i numeri dispari (nello schieramento su due righe o  due colonne cresce sempre un elemento); possiamo anche scoprire i numeri quadrati (sono quelli che hanno uno schieramento quadrato)].
L’approccio più gettonato è quello della addizione ripetuta. Ha il vantaggio di utilizzare una operazione già nota e certamente lo si deve usare se almeno uno dei due fattori è un po’ grande. Bisogna, però, conoscerne anche i limiti. Con questo approccio non si può dare senso alla moltiplicazione per 1 e, tanto meno, per 0 per il semplice fatto che l’addizione è una operazione binaria e quindi richiede due numeri da sommare. Le frasi che qualche volta si sentono: sommare 4 a se stesso una volta oppure zero volte, sono totalmente prive di senso.

E’ contro ogni logica, come spesso ho sentito dire, appellarsi alla proprietà commutativa scrivendo:

4 x 1 = 1 x 4 = 1 + 1 +1 + 1 = 4  e

4 x 0 = 0 x 4 = 0 + 0 + 0 + 0 = 0

perché prima è necessario definire l’operazione e poi andare alla ricerca delle sue eventuali proprietà.

Se questo approccio viene usato per primo e, soprattutto se esclusivo o prevalente, vi è un pericolo. Il risultato di una addizione, tranne il caso estremo di due addendi nulli, è sempre maggiore di almeno uno dei due addendi ( di solito di tutte e due). Il pericolo, ed è una constatazione fatta molte volte anche con studenti di prima superiore, è di pensare che in una moltiplicazione il prodotto sia sempre maggiore dei due fattori. Questa è una fonte di errori in problemi che coinvolgono i numeri razionali e, soprattutto, quelli decimali.

Per evitare questo pericolo è opportuno che, già nel primo biennio, i bambini siano invitati a riflettere sui “rapporti di grandezza” tra fattori e prodotto. Se un fattore è uguale a  0  il risultato è uguale ad uno dei due fattori e, normalmente, minore dell’altro; se un fattore è uguale  1  il risultato, normalmente, è maggiore del fattore  1  e uguale all’altro fattore.

E’ assolutamente da escludere il prodotto cartesiano. Una prima motivazione, estrinseca, è data dal fatto che le Indicazioni Nazionali non lo prevedono neppure per la terza media. Una seconda motivazione sta nel fatto che il prodotto cartesiano tra insiemi è una operazione difficile. Basta pensare che, a differenza della unione e della intersezione, gli elementi del prodotto cartesiano non sono elementi dei due insiemi di partenza, ma elementi nuovi, cioè, coppie ordinate. Infine, il prodotto cartesiano non è né commutativo né associativo mentre di tali proprietà gode la moltiplicazione. Se qualche docente è affezionato al prodotto cartesiano può salvarne il contenuto intuitivo, evitando rigorosamente di usare l’espressione “prodotto cartesiano”, parlando di numero di combinazioni.”
Può essere interessante costruire la tabella degli schieramenti o decanomio che dà una visione geometrica dei vari prodotti.
[image: image1.emf] 

1  

2   3   4   5   6   7   8   9  

1  

2  

3  

4  

5  

6  

7  

8  

9  


CLASSE TERZA
1 – Punto a.  “Consolidare la conoscenza della operazione di moltiplicazione”.
La costruzione della tabella della moltiplicazione ed il suo uso ne favoriscono la memorizzazione. La lettura, la “contemplazione” della tabella permette di fare interessanti scoperte.
La tabella della moltiplicazione

• La tabella non è orientata perché i ruoli dei due fattori sono intercambiabili. In altre parole, la moltiplicazione è commutativa come si nota anche dal ruolo di “specchio” della diagonale.
• La tabella è completa perché la moltiplicazione di due numeri naturali si può sempre fare.

• La prima riga e la prima colonna è costituita solo da 0 perché qualunque numero moltiplicato per 0 ha come risultato 0: a × 0 = 0 × a = 0  qualunque sia il numero a ( 0 è elemento nullificante o assorbente nella moltiplicazione). Un conseguenza è che  0 è multiplo di ogni numero.

• La riga e la colonna dell’1 sono uguali alle due intestazioni  perché  1 è elemento neutro nella moltiplicazione, cioè  a × 1 = 1 × a = a, qualunque sia il numero a.
• La diagonale colorata contiene solo numeri quadrati cioè numeri che si ottengono come prodotto di due numeri uguali. Sono i numeri che hanno uno schieramento quadrato.

• Nella tabella vi sono alcuni numeri che compaiono solo 2 volte (2; 3; 5; ecc.): sono numeri primi. Ci si può anche accorgere che 1 compare una sola volta nella tabella, e, quindi, non si comporta come i numeri primi. Può essere interessante osservare che i numeri maggiori di uno e non primi (si chiamano composti) compaiono più di due volte nella tabella e che si dispongono lungo una linea curva (è un ramo di iperbole equilatera). 

Naturalmente queste osservazioni vanno diluite nel tempo e man mano riprese, come anche noi abbiamo previsto per la classe quarta.

La conoscenza della tabella della moltiplicazione e delle regola per la moltiplicazione con le potenze di 10 permette di eseguire qualunque moltiplicazione (con l’uso pratico della proprietà distributiva), come si vede esemplificato in c.1. Altro esempio: 127 x 5 = (100 + 10 + 10 + 7) x 5 =
500 + 50 + 50 + 35 = 635.

Sulla linea dei numeri la moltiplicazione è un “saltare in avanti. Il punto di partenza è lo zero; poi si fanno tanti salti in avanti della lunghezza stabilita dal primo fattore (il moltiplicando) quanti ne indica il secondo fattore (il moltiplicatore).

Questa interpretazione corrisponde alla seguente definizione di moltiplicazione:

a × b = a + a + a ….+ a  (b volte).
 E’ ovvio che possiamo definire la moltiplicazione, come faceva Euclide, in modo diverso:

a × b = b + b + b….+ b (a volte).
2 – Punto b. “Prendere coscienza del comportamento dello zero e dell’uno nella moltiplicazione”
Questo comportamento è già stato illustrato nel punto precedente. Qui possiamo aggiungere, a proposito dello zero, che non solo quando uno dei due fattori è zero il risultato della moltiplicazione è zero, ma anche che se il risultato è zero almeno uno dei due fattori è zero. Questa proprietà, molto importante per i mondi numerici, viene chiamata “teorema di annullamento del prodotto”. In simboli:  a × b = 0  se e solo se  a = 0  o  b = 0.
3 - Punto c. “Introdurre gli algoritmi per la moltiplicazione”
Tutti gli algoritmi della moltiplicazione presuppongono, a livello pratico, la conoscenza della proprietà distributiva della moltiplicazione rispetto alla addizione.

Per la moltiplicazione “a gelosia” riportiamo dall’articolo di M. Ferrari (marzo 2005):
“Luca Pacioli (1445-1517) spiega che per “Gelosia intendiamo quelle graticelle che si costumano mettere alle finestre de le case dove abitano done; acio che non si possino facilmente vedere”.
Veniva chiamata anche “araba”, perché in uso nei paese arabi, o “a caselle”, o “a reticolo”. Il vantaggio che presenta è che i prodotti  parziali vengono sommati solo alla fine della operazione. Un possibile schema è quello sotto riportato relativo a  257 ( 34.
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”
Inoltre si è liberi di iniziare la moltiplicazione dove si vuole, per esempio, incominciare a moltiplicare centinaia per le decine e non procedere, invece, come nella moltiplicazione in colonna iniziando da unità per unità, ecc. La difficoltà sta nel tempo che si richiede per costruire lo schema (parallelogramma o rettangolo). Con l’uso di fotocopie il problema si risolve facilmente.

Non si può, però, non affrontare anche la moltiplicazione in colonna anche se è indubbiamente più difficile e richiede maggiore attenzione per via della fissità delle regole e dei possibili riporti da tenere a mente o da scrivere in modo da non dimenticarli.
L’attività c.5 richiede l’intervento delle calcolatrici o dei PC. Vale l’osservazione già fatta a proposito della addizione e della sottrazione. A questo punto, però, i bambini possono giocare con tre operazioni e si presentano situazioni nuove. Per esempio non possiamo far comparire lo 0 sullo schermo senza digitare lo 0 visto il suo ruolo nella moltiplicazione. La stessa osservazione vale per il numero 1, dato che si può ottenere solo con la moltiplicazione 1 x 1. Anche per far apparire sullo schermo un numero primo i bambini devono necessariamente digitare il numero stesso (un numero primo  p si può ottenere solo come  1 x p  o  p x 1). Ci sono numeri per i quali i bambini non hanno libertà di scelta e tutti trovano la stessa soluzione: sono i quadrati dei numeri primi. Per esempio 25 si può ottenere solo come  5 x 5.
Per gli altri numeri, invece, le soluzioni sono molteplici.

4 – Punto d. “Introdurre la divisione comprendendone il significato”.
Per la divisione è utile leggere il capitolo terzo del Quaderno Didattico N. 20.
Siamo convinti, in base alla nostra esperienza, che è meglio introdurre la divisione partendo da situazioni problematiche che implichino la distribuzione di un certo numero di “oggetti” fra un certo numero di “soggetti” in modo che nel risultato ci sia un resto diverso da zero. Per esempio:
“Nel sacchetto Luigi ha 13 caramelle. Le vuole distribuire in parti uguali ai suoi 3 amici. Quante caramelle riceverà ogni amico? Luigi avanzerà delle caramelle?”

Costruendo una tabella e registrando le distribuzioni si mette in risalto la coppia di partenza (13;3), e la coppia di arrivo (4;1) e si esplora il significato di questi numeri:

13 è il numero di caramelle (dividendo)

3 è il numero dei bambini  (divisore)

4 è il numero di caramelle a bambino (quoziente)

1 è il numero di caramelle che avanzano (resto).

Questa è la divisione di ripartizione.

Con un problema molto simile e con gli stessi numeri si introduce la divisione di contenenza.

“Luigi ha 13 caramelle nel suo sacchetto. Vuole dare 3 caramelle ad ogni amico. Quanti ne potrà accontentare? Avanzerà delle caramelle?”

I numeri sono gli stessi solo che 3 indica ora il numero di caramelle a bambino e 4 è il numero di bambini accontentati.

In ogni caso l’espressione finale è la seguente:  13 = 3 x 4 + 1, cioè il dividendo è uguale al divisore per il quoziente più il resto.

Questo non è che un caso particolare di quello che i matematici chiamano “teorema di divisibilità” e che si enuncia così: data una qualunque coppia ordinata di numeri naturali (a, b) con b > 0  esiste una ed una sola coppia ordinata di numeri naturali (q, r) con  0 ≤ r < b in modo che valga l’uguaglianza:  a = bq + r.
I nomi delle quattro lettere sono ben noti. Qui ci limitiamo a sottolineare che “q”, in matematica, viene sempre e solo chiamato “quoziente” qualunque sia il valore di “r” e non si parla mai di “quoto”.

Se  r = 0  la divisione si dice “esatta”. Ad essa si riferisce la tabella che si è soliti studiare nella scuola elementare. Vogliamo sottolineare che in una divisione il resto c’è sempre e può essere uguale a zero o maggiore di zero. Non ha senso parlare, come spesso si fa, di “divisione senza resto”.
Per la costruzione della tabella della divisione, che presenteremo nel commento alla quarta, riteniamo opportuno non considerare, ora, lo 0 dato il suo atteggiamento “schizofrenico” e le difficoltà concettuali connesse.

5– Punto e. “Introdurre algoritmi per la divisione”.
Eseguire semplici divisioni con sottrazioni successive, anche interpretate sulla linea dei numeri, e con l’abaco aprono la strada alla introduzione ed alla comprensione del tradizionale algoritmo compatto della divisione.

Abbiamo rimandato alla quarta la divisione “alla canadese” dato che essa ci sembra significativa quando si sanno maneggiare i multipli.

Per sviluppare le capacità di calcolo mentale è bene abituare gli alunni ad eseguire divisioni in riga. 

Per le divisioni esatte non ci sono problemi. 

Esempio:  40 : 5 = (10 + 10 + 10 + 10) : 5 = (10 : 5) + (10 : 5) +(10 : 5) +(10 : 5) = 2 + 2 +2 +2 = 8.

Qualche difficoltà, soprattutto di scrittura, può nascere con le divisioni con resto diverso da zero.

Esempio: 43 : 5. Dopo aver eseguito i calcoli come sopra, resta (3 : 5) che non si può fare. Si tratta di far capire che, in questa divisione, 3 è il resto. La comprensione può essere aiutata, all’inizio, interpretando la divisione sulla linea dei numeri: partendo da 43 si fanno, verso sinistra, 8 salti di lunghezza 5 arrivando così a 3. Non si può eseguire un altro salto e, quindi, 3 è il resto della divisione. Per quanto riguarda la scrittura:
· è errato scrivere  43 : 5 = 8 + 3;
· non è consigliabile scrivere  43 : 5 = 8  con il resto di 3 perché la scrittura del secondo membro della uguaglianza non è una espressione aritmetica;

· si potrebbe, dopo il segno di uguale, far partire due frecce: una per indicare il quoziente (8) e l’altra per indicare il resto (3).

In e.4 ritorna l’uso degli strumenti elettronici con lo stesso spirito visto prima. Se escludiamo lo 0, ogni numero può apparire sullo schermo, con infinite combinazioni, senza digitare il numero stesso.

6 – Punto f. “Valutare l’ordine di grandezza del risultato di una operazione aritmetica”.
Una prima valutazione può riguardare il rapporto di grandezza del risultato rispetto ai due numeri di partenza: maggiore, uguale, minore di tutti e due o di uno solo.
Limitando le nostre considerazioni alla divisione dobbiamo dire che la situazione è abbastanza complessa, e perciò potrebbero essere rimandate alla quarta, perché il risultato di una divisione è sempre formato da una coppia ordinata di numeri: quoziente e resto.

Del “resto” si può sempre dire che è minore del divisore e del dividendo (consideriamo solo situazioni in cui il dividendo è maggiore o uguale del divisore).

Del “quoziente”, se si esclude il caso del divisore 1, possiamo sempre dire che è minore del dividendo; rispetto al divisore può succedere di tutto:

essere maggiore:  6 : 2 = 3; essere uguale:       9 : 3 = 3; essere minore:      6 : 3 = 2.
Nel caso “limite” del divisore 1  il quoziente è uguale al dividendo.

Una seconda valutazione, solo nel caso della divisione esatta, può riguardare l’ordine di grandezza del quoziente, cioè, se è nell’ordine delle unità, delle decine o delle centinaia.

Per la verifica si può anche ricorrere agli strumenti elettronici.

Per le attività della terza e del secondo biennio sono utili:

AA.VV, I numeri nella scuola elementare. Un possibile cammino, Quaderno didattico N. 11-12, CRDUM, 1995.

C.Colombo Bozzolo-M. Ferrari, Problemi di matematica per la terza-quarta e quinta elementare, Quaderno didattico N. 18, CRDUM, 2002.

CLASSE QUARTA
1 – Punto a. “Consolidare la conoscenza dell’addizione”.

Con l’attività a.1 si rivedono scoperte fatte negli anni precedenti. Di nuovo c’è la scoperta del risultato della somma di numeri pari e dispari. A conclusione potrebbe essere scritta la seguente tabella della addizione:              

	+
	P
	D

	P
	P
	D

	D
	D
	P


nella quale si vede che P si comporta esattamente come lo zero nella addizione tra numeri.

E’ bene che l’insegnante conosca la giustificazione matematica di questa tabella.

Chiamati  2m  e  2n  due qualunque numeri pari si ha:

2m + 2n = 2(m + n)  che è pari essendo la somma di due numeri uguali (m + n).

Chiamati  2m + 1  e  2n + 1 due numeri dispari si ha
(2m +1) + (2n +1) = 2m + 2n + 2 = 2(m + n + 1) che è pari per il motivo detto prima.

Chiamati  2m  e 2n + 1  un numero pari qualunque ed un numero dispari qualunque si ha

2m + (2n + 1) = 2(m + n) + 1  che è dispari perché non è somma di due numeri uguali.

La tabella precedente ci dice anche che nella solita tabella della addizione numeri pari e numeri dispari si spartiscono equamente la torta, cioè sono “tanti…quanti”.

Il concetto di successivo viene introdotto addirittura in prima elementare legandolo all’operatore +1. Il successivo di n  è  n + 1. Questo fatto vale solo nei numeri naturali e nei numeri interi relativi, ma non vale più nei numeri decimali. La definizione di “successivo di n” fa intervenire l’ordinamento perché si richiede che il successivo sia maggiore di n e che fra n ed il suo successivo non sia compreso nessun altro numero. Questa seconda condizione non si verifica nei numeri decimali nessuno dei quali ha successivo.
I numeri “grandi” della attività a.2 possono riguardare la popolazione italiana rilevata negli ultimi due o tre censimenti, i fenomeni della immigrazione, i costi e gli stipendi dei giocatori, ecc.
2 – Punto b. “Consolidare la conoscenza della sottrazione”
Per la lettura della tabella rimandiamo al commento di seconda.
La riflessione sulle “condizioni di fattibilità” della sottrazione farà emergere la relazione di  ≥ e la sua complessità concettuale. Essa, infatti, è composta da due relazioni, quella di maggiore e quella di uguale, legate fra loro dal connettivo logico “o” preso in senso inclusivo.
La proprietà invariantiva può essere facilmente letta sulla tabella.

Partendo da  0 – 0 = 0   si trova anche  1 – 1 = 2 – 2 =… = 0, cioè il risultato non cambia se al minuendo ed al sottraendo sommo lo stesso numero.

Partendo “dal basso” della tabella, per esempio da  9 – 4 = 5  si vede che lo stesso risultato si ottiene con  8 – 3; 7 – 2; ecc., cioè il risultato non cambia se dal minuendo e dal sottraendo sottraggo lo stesso numero (quando questo è possibile). 
In generale:

a – b = (a + c) – (b + c), qualunque sia c.

a – b = (a –c) – (b – c), se b ≥ c.

3 – Punto c. “Consolidare la conoscenza della moltiplicazione”.
Per la lettura della tabella della moltiplicazione rimandiamo a quanto scritto per la classe terza.

Qui possiamo aggiungere che osservando le coppie di fattori ed i loro prodotti possiamo scoprire i  risultati della moltiplicazione di numeri pari e dispari. A conclusione si può scrivere la seguente tabella:
	×
	P
	D

	P
	P
	P

	D
	P
	D


E’ bene che l’insegnante conosca la giustificazione matematica di questa tabella.

Moltiplicazione di due numeri pari: 2m x 2n = 4mn = 2 (2mn)
Moltiplicazione di due numeri dispari: (2m + 1) x (2n + 1) = 4mn + 2m + 2n + 1 =

2 ( 2mn + m + n ) + 1.

Moltiplicazione di un pari e di un dispari: 2m x (2n + 1) = 4mn + 2m = 2 (2mn +m).

La tabella ci dice che la classe dei pari, P, si comporta come lo zero e quella dei dispari, D, si comporta come il numero 1.

Ci dice anche che nella solita tabella della moltiplicazione i numeri pari sono il 75% ed i dispari solo il 25%.
Nella attività c.2 ci si può divertire a ipotizzare prima, e verificare poi, il numero delle cifre del risultato in relazione al numero delle cifre dei fattori.

Se i fattori hanno una sola cifra, il risultato può avere una o due cifre. Per esempio, se un fattore è 1 il prodotto ha sempre una sola cifra; se un fattore è 2 il risultato ha due cifre se l’altro fattore è maggiore di 4, e così di seguito.

Se i fattori hanno due cifre, il prodotto ha almeno tre cifre e si può ipotizzare quando incomincerà ad averne quattro, e così di seguito.

L’attività c.3 prosegue l’analoga di terza e prepara quella con i numeri decimali.

4 – Punto d. “Consolidare e approfondire la conoscenza della divisione”.
La costruzione e l’uso della tabella ne favoriscono la memorizzazione. Nella costruzione della tabella riteniamo opportuno “lasciar fuori” lo zero e rimandarne l’introduzione alla classe quinta. La “contemplazione” della tabella permette di scoprire “le condizioni di fattibilità” della divisione (il dividendo deve essere multiplo del divisore) che giustificano le tante caselle vuote; il ruolo del numero 1 che non influisce sul risultato quando è divisore, mentre blocca ogni divisione quando è dividendo ed il divisore è diverso da 1 (comportamento analogo allo 0 nella sottrazione); vengono ritrovati i numeri pari (sono quelli divisibili per 2 e quindi hanno un risultato nella colonna del 2) ed i numeri primi (nella loro riga ci sono solo due risultati).
Vogliamo sottolineare che il numero 1, per il suo diverso comportamento quando è divisore e quando è dividendo, non è l’elemento neutro della divisione.

La tabella delle divisioni esatte


Contemplando la tabella i bambini possono notare che 4 e 9 hanno un numero dispari di divisori (esattamente tre) e che essi sono quadrati di numeri primi. Questo fenomeno è generale: i quadrati dei numeri primi hanno sempre tre divisori.

Sempre contemplando la tabella i bambini potranno anche scoprire che 6 , 8 e 10 hanno un numero pari di divisori che si distribuiscono a coppie il cui prodotto da il numero considerato. Anche questo fenomeno è generale: i numeri maggiori di 1 che non sono quadrati perfetti hanno sempre un numero pari di divisori.

Per la tecnica della divisione alla canadese (attività d.3) riportiamo quanto scritto nel capitolo terzo del Quaderno Didattico N. 20.
“Essa consiste semplicemente nel calcolare, con approssimazioni successive, il multiplo del divisore che più si avvicina al dividendo, trovando così il quoziente, e nel trovare il resto come differenza tra il dividendo e questo multiplo del divisore. Ecco un esempio: eseguire  8396 : 32

8396 :  32            Calcoliamo  32 ( 100 = 3200

3200   100

5196                    Calcoliamo ancora   32 ( 100 = 3200   

3200   100

1996                     Calcoliamo ora   32 ( 50 = 1600  

1600     50

  396                     Calcoliamo ora   32 ( 10 = 320

  320     10  

    76                      Quasi ci siamo. Calcoliamo  32 ( 2 = 64

    64       2             Sommiamo i quozienti parziali, facciamo ultima sottrazione e troviamo la coppia

    12   262             coppia  quoziente – resto.

 Il quoziente è 262  ed il resto è 12.”

5 – Punto e. “Introdurre relazioni tra numeri naturali”

I programmi del 1985 parlavano di “multipli e divisori in relazione reciproca”. I due concetti, infatti, sono strettamente legati. Le Indicazioni Nazionali dicono solo, nella seconda colonna, “multipli, divisori”.
Si può iniziare l’attività e.1 chiedendo ai bambini di scrivere la successione dei multipli di 2 (la tabellina del 2) e di 3 (la tabellina del 3). L’idea intuitiva di “multiplo” ed il fatto che il prodotto, normalmente, è maggiore dei fattori li porterà, forse, ad iniziare la prima tabellina con 4 e la seconda con 6. Il ricorso alla tabella della moltiplicazione nella quale la riga del 2 inizia con 0 e contiene anche il 2 e la riga del 3 inizia con 0 e contiene anche il 3, li aiuterà a capire che 0 è multiplo di ogni numero e che ogni numero è multiplo di se stesso.
Con l’aiuto della tabella della divisione, eventualmente ampliata fino a 20, capiranno che i multipli  di 2 sono divisibili per 2, cioè 2 è divisore di tutti i suoi multipli. La stessa cosa vale per i multipli di 3, di 4, ecc. Dal discorso sulla divisibilità possiamo, per ora, lasciar fuori lo zero (se ne parlerà in quinta).

Scrivendo in modo adeguato la tabellina del 2 possiamo scoprire il criterio di divisibilità per 2:

  0,   2,   4,   6,   8

10, 12, 14, 16, 18
………………..
Un numero è divisibile per 2 quando la cifra delle unità è una delle cinque cifre della prima riga.

È immediato scoprire il criterio di divisibilità per 5 e per 10. 
E’ bene tener presente che i criteri di divisibilità che di solito si studiano sono legati alla base dieci. 
In altre parole, essi valgono quando scriviamo i numeri in base dieci.

Cambiando base di rappresentazione dei numeri i criteri possono non valere più. Per esempio, in base tre il numero tre si scrive 10, ma non è divisibile per 2.
Ci sono, però, proprietà che non dipendono dalla base, valgono qualunque sia la base nella quale si scrivono i numeri, sono proprietà “intrinseche” dei numeri. Sono di questo tipo le proprietà di essere pari, dispari, primo, composto.

La possibilità di poter continuare a scrivere i multipli di un numero suggerisce l’idea che essi siano infiniti, mentre la ricerca dei divisori di un numero (attività e.2) fa capire che essi sono “pochi” cioè sempre in numero finito.
6 – Punto f. “Introdurre, in contesti concreti, le frazioni”.
Una consolidata prassi didattica pone il primo approccio alle frazioni, anche decimali, in terza elementare. Crediamo che possiamo continuare a seguire questa linea anche se, per fedeltà, alle indicazioni Nazionali, noi le abbiamo previste in quarta.
Le attività f.1 ed f. 2 sono quelle tradizionali. La f.3 è molto ricca ed impegnativa.
Per depositare le frazioni sulla linea dei numeri il metodo più generale è quello che fa ricorso alla applicazione del teorema di Talete. 
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Si prende una retta, si fissa un punto (è il punto 0) e un altro punto (è il punto 1). Per dividere il segmento [0 ; 1], per esempio, in 5 parti uguali, che corrispondono alle frazioni 1/5, 2/5, 3/5, 4/5, 5/5, si manda un retta qualunque per il punto 0 e su di essa, con il compasso, si riportano 5 segmenti uguali. Si unisce l’ultimo estremo trovato con il punto 1 e dagli estremi intermedi si mandano le parallele a questa retta. Sulle varie intersezioni con la prima retta tracciata si depositano le frazioni  1/5, 2/5, ecc. Il confronto tra le frazioni con uguale denominatore è immediato.
Se sulla retta per 0  si riportano tre segmenti uguali e si procede come prima ci si accorge subito che 1/3  è maggiore di 1/5 passando così al confronto tra frazioni con uguale numeratore.

Per depositare le frazioni sulla retta numerica con l’intervento del teorema di Talete serve indubbiamente il software Cabri. Si veda, in proposito, l’articolo
L. Bardone, Le frazioni sulla linea dei numeri, IMSI, settembre 2006.
Le attività di confronto di frazioni nei due casi esaminati, cioè confronto di frazioni con uguale denominatore e confronto di frazioni con uguale numeratore, possono essere sviluppate ricorrendo anche a frazioni di figure, di numeri (efficace è l’orologio con la terminologia usuale: un quarto d’ora, mezz’ora ecc. tradotta in minuti dei 60 che costituiscono l’ora), di insiemi di oggetti.

Una volta assodato il risultato, il nostro consiglio è di ricorrere in tutti e due i casi anche al prodotto in croce secondo la definizione matematica della relazione di ordine tra le frazioni:  
a/b > c/d  se e solo se  ad > bc.
In questo modo si apre la strada al confronto tra frazioni con numeratore e denominatore diversi senza ricorrere alle frazioni equivalenti e liberandosi dalla “schiavitù” dell’intero.

Questi discorsi valgono anche per le frazioni equivalenti che le Indicazioni Nazionali introducono esplicitamente solo nel primo biennio della scuola media (Riconoscere frazioni equivalenti). Quando per far constatare che due frazioni sono equivalenti si ricorre ad un intero che è una figura geometrica bisogna avere l’avvertenza di parlare di “risultati uguali” in relazione all’area e non alla congruenza. Anche per le frazioni equivalenti riteniamo opportuno arrivare anche alla definizione matematica ( naturalmente usando numeri e non lettere):  
a/b = c/d se e solo se ad = bc.
Dal punto di vista logico, ma il discorso ovviamente vale solo per l’insegnante, questa definizione deve essere il punto di partenza ed in base ad essa si giustificano le solite regole per trovare frazioni equivalenti ad una frazione data.
7 – Punto g. “Introdurre, in contesti concreti, le frazioni decimali”
Le frazioni decimali sono quelle che hanno come denominatore una potenza di 10 cioè le frazioni del tipo  a/10n con n numero naturale. 
Ci sono frazioni che non hanno al denominatore una potenza di 10, come ¼, 2/5, 3/8, ma sono equivalenti a frazioni aventi a denominatore una potenza di 10. Anch’esse sono frazioni decimali. Per stabilire se una frazione  a/b  è o no una frazione decimale basta ridurla ai minimi termini e “contemplare” il denominatore: se esso ha come fattori primi solo 2 o 5 (cioè i fattori primi di 10) allora la frazione è decimale. Per esempio: 6/15 ha il denominatore con un fattore primo 3, ma, ridotta ai minimi termini, diventa 2/5 e, quindi, è una frazione decimale. Per introdurre le frazioni decimali è naturale, ricorrere a strumenti di misura, come il righello o il metro, che hanno incorporate unità di misura che procedono per potenze di 10 per via del Sistema Metrico Decimale che noi usiamo.
Naturalmente si può ricorrere anche ad un quadrato 10 x 10 formato da 100 quadratini e da 10 strisce di 10 quadratini ciascuna. Se si considerano le strisce si trovano le frazioni con denominatore 10; se si considerano i quadratini si trovano le frazioni con denominatore 100.

I numeri con la virgola, chiamati solitamente numeri decimali, sono un altro modo di scrivere le frazioni decimali. Il passaggio dalla prima alla seconda scrittura può essere giustificato con motivi economici (si scrivono su una sola riga) ed effettuato ricorrendo ad un “abaco allungato” nel quale, cioè, ci sia anche l’asta dei decimi e dei centesimi separata da quella delle unità.
Sulle frazioni decimali, sulle loro strutture algebriche e di ordine, sul passaggio da queste ai numeri con virgola, sulle operazioni con questi numeri e sulle approssimazioni si possono vedere gli articoli di M. Ferrari su “L’insegnamento della matematica e delle scienze integrate”, vol. 15 (1992), numeri 3 (marzo), 5 (maggio), 7 (luglio), 9 (settembre), come pure i capitoli nono e decimo
del Quaderno Didattico N. 20. 
8 – Punto h. “Confrontare i numeri decimali e operare con essi con addizioni e sottrazioni”.
L’ordinamento dei numeri decimali (attività h.2) non è facile. Si trovano esperienze significative in C. Bonotto, Origini concettuali di errori che si riscontrano nel confrontare numeri decimali e frazionari, IMSI, gennaio 1993. 
Si trovano esemplificazioni anche in 
AA.VV, Facciamo i conti con l’euro, 2000, pg. 107-109.

Se i due numeri decimali hanno la parte intera diversa, non ci sono difficoltà. Si confrontano le parti intere e si rimane, sostanzialmente, nell’ambito dei numeri naturali.
Quando le parti intere sono uguali nascono le difficoltà perché le parti decimali, a differenza di quelle intere, non possono essere confrontate in blocco, ma cifra per cifra.

Un tipico errore, documentato anche nella letteratura didattica, consiste nel ritenere che, a parità di parte intera, è più grande il numero decimale nel quale più numerose sono le cifre decimali. Questa “regola” talvolta funziona. Per esempio  0,61 > 0,4.

Altre volte, invece, non funziona. Per esempio  0,68 < 0,7.

Altro errore tipico consiste nel ritenere che, a parità di parte intera, sia più grande il numero le cui cifre dopo la virgola, formano il numero naturale più grande.

Qualche volta la “regola” funziona ( 6,32 > 6,28 ), ma non sempre. Per esempio ( 6,3 > 6,29 ).

Un errore di segno opposto consiste nel ritenere che, a parità di parte intera, sia più grande il numero che ha meno cifre dopo la virgola. Per esempio un numero con una sola cifra dopo la virgola ha solo i “decimi”, mentre uno con due ha i “centesimi” e i decimi sono più grandi dei centesimi.

Per eseguire addizioni e sottrazioni bisogna prima “pareggiare” il numero delle cifre dopo la virgola (cioè l’ordine dei numeri) aggiungendo eventuali 0.

Un modo “intelligente” per eseguire addizioni consiste nel far intervenire la relazione di ordine.

Sia, per esempio, da eseguire  3,12 + 7,4.

Anzitutto pareggiamo gli ordini: 7,4  diventa 7,40.

Noi non sappiamo sommare i numeri con virgola, ma sappiamo che

3 < 3,12 < 4

7 < 7,40 < 8 
Il risultato dell’addizione dovrà essere maggiore di 10 (3 + 7) e minore di 12 (4 + 8). Eseguiamo  l’addizione tra i due numeri decimali come se fossero numeri naturali, cioè  312 + 740 = 1 052  e collochiamo la virgola in modo che il risultato verifichi le due disuguaglianze ricordate e cioè
10 < 10,52 < 12.

In questo modo si scopre anche quante cifre dopo la virgola deve avere il risultato.

Osserviamo che il pareggio degli ordini si può fare quando si tratta di numeri puri. Diverso è il discorso quando i numeri  nascono da misurazioni reali.
Proposte interessanti si trovano nel citato volumetto “Facciamo i conti con l’euro”, pag. 70-75.

9 – Punto i. “Valutare l’ordine di grandezza del risultato di una operazione”.
Vale quanto abbiamo detto, a questo proposito, per la classe terza. In quarta, però, intervengono anche i  numeri con virgola. Le calcolatrici possono essere usate come strumento di controllo e di verifica per operazioni eseguite mentalmente o con carta e penna. Si possono eseguire direttamente operazioni con le calcolatrici cercando di prevederne il risultato, o il suo ordine di grandezza, per esempio nella moltiplicazione di un numero decimale per un numero naturale. Per evitare una cieca fiducia nella calcolatrice si possono controllare i risultati con carta e penna.
Calcoli approssimati significativi (attività i.2) possono nascere da misure approssimate effettive, per esempio di due lati dell’aula con la richiesta di calcolare il perimetro dell’aula stessa.

10 – Punto l. “Affrontare situazioni problematiche stimolanti”.
Problemi significativi e stimolanti (e non semplici esercizi di routine che, pure, hanno la loro importanza) non se ne possono dare molti in un anno soprattutto, come è raccomandabile e produttivo, se la loro soluzione è accompagnata da una seria discussione sulle strategie utilizzate dagli alunni.
Ci limitiamo a rimandare a 
F. Ferri, Apprendimento per problemi in matematica nella scuola elementare, 1989; 
AA.VV., I numeri nella scuola elementare. Un possibile cammino, Quaderno didattico N. 11-12, CRDUM;

C. Colombo Bozzolo-M. Ferrari, Problemi di matematica per la terza – quarta e quinta elementare, Quaderno didattico N. 18, CRDUM;

AA.VV., Facciamo i conti con l’euro, pag. 86-89.
C. Colombo Bozzolo – A. Costa – C. Alberti (a cura di), Nel mondo della matematica, volume 2, Situazioni problematiche per alunni dai 9 agli 11 anni, Erikson, 2006
CLASSE QUINTA
1 – Punto a. “Prendere coscienza delle caratteristiche del nostro sistema di numerazione”

L’aggettivo “polinomiale”, presente nei programmi del 1985, non compare nelle Indicazioni Nazionali per la scuola primaria, ma solo in quelle per la scuola secondaria di primo grado.

Noi crediamo, e la nostra lunga esperienza ce lo conferma, che anche nella scuola primaria si possono scrivere i numeri sotto forma di polinomi nella base 10. In sostanza si tratta di scrivere le potenze di 10 come moltiplicazione ripetuta (quando ciò ha senso). Per esempio:

100 = 10x10 = 102
1000 = 10 x 10 x 10 = 103    
10000 = 10 x10 x 10 x 10 = 104
Pensiamo, confortati dalla nostra esperienza, che i bambini non abbiano difficoltà ad accettare le due convenzioni: 101 = 10 e 100 = 1 facendo appello alla “scala discendente” dei numeri posti in alto (gli esponenti).

Al proposito si può utilmente consultare il capitolo quinto del Quaderno Didattico N. 20.
L’attività a.3 riguarda il temino “Aspetti storici connessi alla matematica”.

La storia dei sistemi di numerazione è descritta in modo affascinante da 
G. Ifrah, Storia universale dei numeri, Mondadori, Milano 1983 (c’è una edizione più recente e più economica e in parte diversa).

Si può anche consultare utilmente: 
E. Picutti, Sul numero e la sua storia, Feltrinelli, Milano 1977;

L. Bazzini – M. Ferrari, Il mondo dei numeri naturali, SEI, Torino 1987 (anche per l’attività a.4).

L’attività a.4, a differenza dei programmi del 1985, non è prevista nelle Indicazioni Nazionali. La possiamo ritenere un lusso, ma è indubbiamente utile per capire i sistemi di numerazione posizionali e la libertà che abbiamo nello scegliere la base. Se si decide di sviluppare un po’ questa attività, oltre a scrivere un po’ di numeri nella base prescelta, riteniamo opportuno scrivere anche le tabelle della addizione e della moltiplicazione, sottolineando anche che la base si scrive sempre 10 (si legge uno-zero).
Riportiamo due esempi.

Base due. 

Le cifre sono  0 e 1.

I primi numeri ( da 0 a 7 ) sono: 0, 1, 10, 11, 100, 101, 110, 111.

Tabelle.                                                                    

	+
	0
	1

	0 
	0
	1

	1
	1
	10

	x
	0
	1

	0
	0
	0

	1
	0
	1


Base cinque.

Le cifre sono: 0, 1, 2, 3, 4.

I primi numeri ( da 0 a 15 ) sono: 0,1, 2, 3, 4, 10, 11, 12, 13, 14, 20, 21, 22, 23, 24, 30

Tabelle

	+
	0
	1
	2
	3
	4

	0
	0
	1
	2
	3
	4

	1
	1
	2
	3
	4
	10

	2
	2
	3
	4
	10
	11

	3
	3
	4
	10
	11
	12

	4
	4
	10
	11
	12
	13


	x
	0
	1
	2
	3
	4

	0
	0
	0
	0
	0
	0

	1
	0
	1
	2
	3
	4

	2
	0
	2
	4
	11
	13

	3
	0
	3
	11
	14
	22

	4
	0
	4
	13
	22
	31


2 – Punto b. “Sistemi non posizionali di numerazione”.
Sono stati parecchi nella storia dell’umanità (egizi, greci, romani) e se ne potrebbe parlare quando si studia la storia di queste civiltà. Certamente dobbiamo affrontare il sistema di numerazione romano che era decimale (procedeva per potenze di dieci, ma non aveva dieci cifre), additivo (le cifre mantenevano lo stesso valore qualunque fosse la loro posizione nella scrittura del numero e il valore del numero risultava dalla somma del valore delle cifre) e parzialmente sottrattivo (qualche volta una cifra di valore minore messa a sinistra di una di valore maggiore indicava una sottrazione).

Gli obiettivi da raggiungere nella introduzione del sistema romano sono i seguenti:

· far conoscere il sistema che ancora adesso qualche volta usiamo e che è restato in vigore fino al secolo XV;
· sfatare la  affermazione, riportata in tutti i sussidiari, che i romani non scrivevano mai quattro volte di seguito la stessa cifra (spesso, per esempio, 4 lo scrivevano IIII, e 900 era sempre scritto DCCCC)

· sfatare l’affermazione che sempre una cifra minore posta a sinistra di una maggiore indicava una sottrazione ( il numero IX per i romani indicava anche 11 conformemente alla parola undecim).

Sul sistema di numerazione romano si può utilmente consultare: 

A.C. Capelo – M. Ferrari, Numeri. Aspetti storici linguistici e teorici dei sistemi di numerazione, Decibel – Zanichelli, Padova 1990;
B. D’Amore – F. Speranza (a cura di), La matematica e la sua storia, Franco Angeli, Milano 1995 (art. di G.T. Bagni: La matematica nella Roma antica). 

3 – Punto c. “Enunciare esplicitamente le proprietà delle operazioni”.
Le Indicazioni Nazionali  non chiamano mai per nome le proprietà delle operazioni anche se chiedono di “avviare procedure e strategie di calcolo mentale, utilizzando le proprietà delle operazioni”.
A noi sembra necessario chiamare con il loro nome queste proprietà, sia perché non costa niente, sia per sottolinearne l’importanza, sia per poterle più facilmente richiamare quando vengono utilizzate.

Queste proprietà vanno anche espresse simbolicamente sia pure utilizzando i numeri. Si pone, però, il problema se non sia il caso di darne l’espressione simbolica usando delle lettere come avvio all’algebra, intesa come generalizzazione dell’aritmetica. Le Indicazioni Nazionali lo prevedono nella scuola media.
Tante esperienze fatte dal gruppo di Modena diretto dalla N. Malara e confluite nel “Progetto ARAL” pubblicato dalla Pitagora a partire dal 2003 assicurano la possibilità di un “balbettio algebrico” anche nella scuola elementare. Si può anche consultare utilmente:
Malara – Fiorini – Incerti – Magnani – Nasi, Percorsi di insegnamento in chiave pre-algebrica nella scuola dell’obbligo, Pitagora, Bologna 2004.
Sui sussidiari la formulazione della proprietà commutativa e della proprietà distributiva del prodotto rispetto alla somma è, in generale, corretta. Spesso, invece, è errata la formulazione della proprietà associativa dell’addizione e della moltiplicazione.
Quasi sempre si trova scritto (con i numeri e non con le lettere): a + b + c = (a + b) + c.

L’”incipit” è, ovviamente sbagliato perché l’addizione è una operazione binaria, mentre qui viene proposta l’addizione di tre numeri. La formulazione esatta è:

(a + b) + c = a + (b + c). Come conseguenza possiamo scrivere a + b + c. Questa scrittura indica uno qualunque dei due membri della uguaglianza scritta sopra.

Una osservazione analoga vale per la proprietà associativa della moltiplicazione.

Osserviamo esplicitamente che non esiste la proprietà dissociativa.

L’attività c.3 riguarda il comportamento dello zero nella divisione. E’ un comportamento “schizofrenico” perché quando è dividendo (e il divisore è diverso da zero) la divisione si può sempre fare ed è a risultato unico; quando è divisore (e il dividendo è diverso da zero) la divisione non è mai possibile; quando è dividendo e divisore i risultati sono infiniti e la divisione è indeterminata.

Esempi.  0 : 3. La domanda che ci si deve fare per dare una risposta alla divisione è: esiste un numero che moltiplicato per 3 da  come risultato 0? La risposta è affermativa: il numero è 0. Quindi 0 : 3 = 0.

3 : 0.  La domanda è la stessa e qui la risposta è negativa perché ogni numero moltiplicato per 0 da come risultato 0. La divisione, quindi, non si può fare.

0 : 0 . La risposta alla domanda è che di numeri ne esistono infiniti perché ogni numero moltiplicato per 0 da come risultato 0. Quindi la divisione è indeterminata.

4 – Punto d. “Riconoscere i numeri primi ed il loro ruolo nell’aritmetica”.
In d.1 si fa il punto delle conoscenze sui numeri primi. E’ il momento, anche, di introdurre esplicitamente la definizione di numero primo: è un numero maggiore di 1 che ha esattamente due divisori. Nei sussidiari, e anche in altri libri, si può trovare anche 1 fra i numeri primi. E’ una scelta legittima, ma a noi non piace sia perché 1 non rispetta la “legge del due” tipica dei numeri primi (hanno solo due schieramenti, sono multipli solo di due numeri, hanno solo due divisori), sia perché rende più complicata la formulazione del “teorema fondamentale dell’aritmetica” che è l’altra attività prevista in d.1. Questo teorema dice che  “ogni numero maggiore di 1 e non primo si può scomporre nel prodotto di numeri primi e in modo unico se si prescinde dalla commutatività del prodotto.”
Esempio: 36 = 2 x 18 = 2 x 2 x 9 = 2 x 2 x 3 x 3.

                36 = 6 x 6 = 2 x 3 x 2 x 3.

Se consideriamo 1 come numero primo lo potremmo inserire in questa decomposizione nei posti più vari. Per avere l’unicità della decomposizione dovremmo richiedere, nella formulazione del teorema prima ricordato, di prescindere anche dalla presenza di fattori unitari. 
Questo teorema ci dice anche “a che cosa servono” i numeri primi: essi sono i “mattoni” con i quali, usando come “cemento” la moltiplicazione si costruiscono tutti i numeri composti, cioè i numeri non primi maggiori di 1. 

A noi sembrano interessanti le attività previste in d.2.

Il crivello di Eratostene (274-194 a. C.) è ben noto, ma lo riportiamo ugualmente. Per costruirlo, una volta scritti i numeri da 0 a 99, si procede così:

· si cancellano 0 e 1 che non sono numeri primi;

· si cerchia il primo numero non cancellato, cioè il 2, e si cancellano tutti i multipli di 2;

· si cerchia il primo numero dopo il 2 non cancellato, cioè il 3, e si cancellano tutti i multipli di 3;

· si prosegue in modo analogo fino al numero 7 che è il più grande numero primo il cui quadrato è minore di 99

· si cerchiano tutti gli altri numeri non cancellati.

I numeri primi sono quelli cerchiati. 

[image: image4.jpg]8

()

7| 28 _

/

5( 26

%6 | (67
% |

5 /9’6/ CIY.

i/sg/zb/@ a}/

® |4

z/va/'/é

2

2

61

@@

1

0

A6





Con il crivello di Eratostene si può facilmente scoprire che ogni numero pari maggiore di 2 che vi compare si può scrivere come somma di due numeri primi.

Esempi: 4 = 2 + 2; 6 = 3 + 3; 18 = 11 + 7; 42 = 5 + 37; ecc.

Possiamo dire che ogni numero pari maggiore di 2 si può scrivere come somma di due numeri primi? Finora nessuno ha trovato un numero pari che non possa essere scritto come somma di due numeri primi, ma anche, finora, nessuno è riuscito a dimostrare che ogni numero pari maggiore di 2 si può scrivere come somma di due numeri primi. Questa affermazione è ancora a livello di congettura (congettura di Golbach).
Sempre con il crivello di Eratostene si può scoprire che ci sono coppie di numeri primi che differiscono di 2 come (3;5), (5;7), (11;13), ecc. (numeri primi gemelli). Ci si può anche divertire a contarli per accorgersi del loro andamento irregolare e del fatto che, procedendo nella successione numerica, diventano sempre più “rari”( fra 80 e 99 non ce ne sono). Ci si può domandare che se ad un certo punto finiranno oppure continueranno ad esserci, cioè ci si può domandare se essi siano finiti o infiniti. Nessuno, finora, conosce la risposta.. Questi due fatti, di semplice enunciazione e comprensione, ma ancora non dimostrati, servono a far vedere i lati deboli della matematica, a svelare il suo “volto umano”.

Sull’argomento può essere utile consultare 
M. Ferrari, I numeri primi: un mondo affascinante e misterioso per grandi e piccini, IMSI Vol. 14 N. 8, agosto 1991 e il capitolo sesto del Quaderno Didattico N. 20.
5 – Punto e. “Moltiplicazione e divisione con i numeri decimali”.
Nella moltiplicazione fra numeri decimali si verifica un vero “terremoto” sia perché nessuno degli approcci alla moltiplicazione usati per i numeri naturali può essere utilizzato ora, sia perché la relazione fra risultato e fattori, anche quando non compare lo zero, può essere molto differente:

· può essere maggiore dei due fattori (quando ambedue sono maggiori di 1);

· può essere uguale ad uno dei due fattori (quando uno dei due è uguale a 1);

· può essere minore dei due fattori (quando ambedue sono minori di 1).

C’è poi il problema dell’ordine del risultato in dipendenza dall’ordine dei fattori: quante cifre dopo la virgola avrà il risultato?

Un modo per scoprirlo e per imparare a moltiplicare due numeri decimali senza saperlo fare consiste nel far intervenire l’ordinamento, in analogia a quanto fatto per l’addizione.

Esempio: eseguire  3,12 ( 7,4.

Noi non sappiamo moltiplicare numeri con la virgola, ma sappiamo che

3 < 3,12 < 4

7 < 7,4 < 8 
Il risultato cercato è maggiore di 3(7 = 21  e  minore di 4(8 = 32.

Si esegue  312(74  e si ottiene 23 088. Questo numero è maggiore di 21, ma non è minore di 32. Scatta la ricerca di dove mettere la virgola. I numeri  2308,8 e 230,88 non vanno bene perché sono maggiori di 32. Il numero 23,088 soddisfa la doppia disuguaglianza e, quindi, va bene. Il numero 2,3088 è minore di 21 e quindi va scartato. E’ facile vedere che i due fattori, complessivamente, hanno ordine 3 ( 2 + 1 ) e 3 è anche l’ordine del risultato. Questa scoperta viene confermata con altri esempi e così si giustifica la regola.

Per la divisione è il caso di sottolineare che il quoziente potrebbe essere maggiore sia del dividendo che del divisore. Per esempio  0,1 : 0,2 = 0,5.
Con queste due operazioni è interessante far il “gioco delle previsioni” sull’ordine di grandezza del risultato sia considerato in se stesso (ordine delle decine, delle unità, dei decimi, dei centesimi) sia in rapporto all’ordine di grandezza dei fattori o del dividendo e del divisore.

6 – Punto f. “Introdurre l’idea di approssimazione”

L’idea di approssimazione è importante e pervade, in maniera diversa, quasi tutti i calcoli che facciamo anche nella vita quotidiana. Quella di approssimazione non è una idea assoluta, ma relativa. Con questo intendiamo dire che lo stesso calcolo può essere eseguito con approssimazioni diverse. Il grado di approssimazione dipende dal problema o dalle esigenze di chi pone il problema. Se, per esempio, un problema si traduce nella divisione  17 : 3  ci si può accontentare, come risultato, del quoziente 5. Questo numero è una approssimazione per difetto perché  3 x 5 < 17. Assumendolo commettiamo un errore minore dell’unità e ci può stare bene.
Se vogliamo una approssimazione migliore, possiamo continuare la divisione ed ottenere  5,6. Anche questo risultato è una approssimazione per difetto. Assumendolo commettiamo un errore minore di  1/10 ed il problema può non richiedere una approssimazione migliore. Se lo richiedesse possiamo continuare la divisione e ottenere, come risultato, 5,66. Anch’esso è una approssimazione per difetto ed assumendola commettiamo un errore minore di  1/100. E possiamo continuare all’infinito trattandosi di un numero periodico.

Quando si parla di approssimazione di solito si intende una approssimazione di un numero che non è decimale finito (o limitato), come 3/7, √2, П, con un numero decimale finito (o limitato), cioè con i numeri che effettivamente si usano nella pratica quotidiana.
In questo caso è necessario fissare a priori l’ordine del numero decimale approssimante, cioè l’errore che siamo disposti a tollerare.

Limitandoci ad un caso particolare possiamo dire che l’approssimazione decimale per difetto, a meno di 1/100, di un numero razionale a/b è il numero decimale finito x con non più di due cifre dopo la virgola, che è minore di a/b e differisce da a/b per meno di 1/100.

Quello che abbiamo detto di un numero razionale a/b vale anche per i numeri irrazionali.

Per esempio quando prendiamo  π = 3,14 assumiamo un approssimazione decimale per difetto a meno di 1/100. Per i problemi  che trattiamo alla scuola elementare è sufficiente; era perfino eccessiva per gli antichi Ebrei che assumevano π = 3; è largamente insufficiente per gli scienziati che devono lanciare satelliti. 
Sulle approssimazioni decimali si può utilmente consultare 
AA.VV., Facciamo i conti con l’euro 
M. Ferrari, I numeri decimali. Parte terza: approssimazioni decimali, IMSI vol. 15 N. 7, 1992, come pure il capitolo decimo del Quaderno Didattico N. 20.
7 – Punto g. “Scrivere lo stesso numero, quando è possibile, in forme diverse”.

Rispetto alla formulazione delle Indicazioni Nazionali abbiamo aggiunto l’inciso “quando è possibile”, perché non sempre è possibile scrivere lo stesso numero nelle tre forme indicate, come si vede nell’esempio citato in g.2. Questo fenomeno è generale: se in una frazione  a/b  ridotta ai minimi termini il denominatore ha un fattore primo diverso da 2 e da 5 (i divisori di 10), la frazione non è decimale e, quindi, non può essere scritta come numero decimale finito. Si tratta, infatti, di un numero decimale periodico.
8 – Punto h. “Introdurre, in contesti concreti, i numeri interi relativi”.
Questi numeri sono stati introdotti nella scuola elementare dai programmi del 1985 che chiedevano anche di ordinarli. Le Indicazioni Nazionali per la scuola primaria ripetono esattamente la stessa cosa, anche se non prevedono alcuna attività nella seconda colonna.
L’impressione che se ne ricava è che si tratti quasi di “un pesce fuor d’acqua” che avrà, però, un suo sviluppo nella scuola media.

Nel Quaderno didattico N. 11-12, già citato, vi è una scheda che riporta cenni storici e proposte didattiche.

Per introdurre l’ordinamento, che per secoli ha rappresentato uno scoglio anche per i matematici, ci sentiamo di condividere quanto  scritto nel capitolo quarto del Quaderno Didattico N. 20:

“ L’idea del termometro è buona se si presentano le temperature in esso rappresentate come ordinate dalla più bassa alla più alta, cioè dalla più piccola alla più grande. In altre parole: io non parlerei di “più caldo” per le temperature sopra lo 0 e di “più freddo” per temperature sotto lo 0 per evitare che i bambini, usando una analogia scorretta, pensino che, essendo, per esempio,  + 30 maggiore di + 10 perché la prima temperatura è più alta della seconda, sia anche  - 30 maggiore di 
-  10 perché la prima temperatura è più fredda della seconda. 

Unificando la terminologia è, forse, più facile che i ragazzi capiscano l’ordinamento degli interi relativi.”

Per distendere i numeri interi relativi sulla retta numerica basta andare a sinistra dello 0 che si presenta così come lo “spartiacque” fra i numeri positivi e quelli negativi.
9 – Punto i. “Affrontare e risolvere situazioni problematiche stimolanti”.
Vogliamo solo richiamare l’attenzione sulla attività i.1. Di giochi aritmetici belli, divertenti, intelligenti ce ne sono molti. Proporli a scuola, anche negli anni precedenti, serve anche a dare l’idea della matematica come disciplina gioiosa e serve anche a fare scoperte interessanti.
Un esempio. Il “re dei giochi” aritmetici è certamente il quadrato magico 3 x 3. Dopo aver costruito quello di costante magica uguale a 15 usando tutti i numeri da 1 a 9, si può proporre di costruirne uno di costante magica uguale a 1 utilizzando, con ripetizione, i numeri 0 e 1. Tutti gli sforzi si riveleranno inutili. Un tale quadrato magico non si può costruire. Facendo prove con costante magica uguale a 2,  4 , 5 si ha la stessa delusione. Se la costante magica è 3,  6,  9 il gioco riesce.

Questi ultimi numeri sono multipli di 3. La scoperta che si può fare è che solo quando la costante magica è un multiplo di 3 il quadrato magico può essere costruito.

Altri esempi.

Trovare tre numeri a, b, c tali che  a + b + c = a x b x c  (raramente viene in mente la soluzione 

a = b =  c = 0).

Trovare quattro numeri tali che la somma di due di essi sia 46, la differenza di due di essi sia 46, il prodotto di due di essi sia 46 e la divisione di due di essi sia 46. 

Trovare i fattori di questa moltiplicazione      * * * * *
                                                                                    * =
                                                                         ________
                                                                          111111
Sui giochi matematici c’è una vastissima letteratura. Un classico della letteratura italiana è

Italo Ghersi, Matematica dilettevole e curiosa, Hoepli, 1967
Più accessibile è
Boris Kordemsky, Giochi matematici russi, Sansoni, 1982.

Interessanti i 
“Problemi di giocolandia” nel volume 2 di “Nel mondo della matematica” a cura di C. Colombo Bozzolo, A. Costa e C. Alberti, Erikson, 2005.

TEMA:  GEOMETRIA
1 – La geometria è la seconda colonna portante dell’educazione matematica nella scuola primaria.

Questo appare evidente anche nelle Indicazioni Nazionali del 2004 che ne prevedono giustamente l’insegnamento fin dalla classe prima.

Secondo i programmi del 1985 “sarebbe oltremodo riduttivo limitare l’insegnamento di questo settore alla semplice memorizzazione della nomenclatura tradizionale e delle formule per il calcolo di perimetri, aree, volumi di figure particolari. Va favorita, invece, un’attività geometrica ricca e variata, prendendo le mosse dalla manipolazione concreta di oggetti e dall’osservazione e descrizione delle loro trasformazioni e posizioni reciproche”. 
Sottoscriviamo pienamente queste osservazioni.
Nella scuola primaria la geometria deve essere soprattutto geometria dei “sensi” che permette di conquistare i concetti attraverso le manipolazioni, i percorsi, i giochi, i disegni, le coloriture, i tagli, le ricomposizioni.
L’insegnante per poter indirizzare le riflessioni dei bambini sulle attività svolte verso la conquista dei concetti ha bisogno di un buon impianto teorico frutto di uno studio continuo.
2 – Nel nostro commento sottolineeremo solo alcuni  aspetti concettuali, per non appesantirlo troppo. Per favorire lo studio personale dell’insegnante riguardante gli aspetti teorici proponiamo una bibliografia minima ancora disponibile.

AA.VV., Geometria, Quaderno N. 2 della collana “Aggiornarsi secondo i nuovi programmi della scuola elementare: teoria e didattica, CRDUM, 2000 (I nuovi programmi sono quelli del 1985). Le considerazioni teoriche, prevalenti, sono accompagnate da proposte didattiche.
AA.VV., La geometria nel primo ciclo: antologia di proposte didattiche, Quaderno didattico N. 13-14, CRDUM, 1988 (disponibile solo in fotocopie).
AA.VV., La geometria nel secondo ciclo: antologia di proposte didattiche, Quaderno didattico N. 15-16, CRDUM, 1999.
C. Colombo Bozzolo- M. Ferrari, Problemi di matematica per la prima e la seconda elementare, Quaderno didattico N. 17, CRDUM, 2001 (pochi problemi di geometria).
C. Colombo Bozzolo- M. Ferrari, Problemi di matematica per la terza, quarta e quinta elementare, Quaderno didattico N. 18, CRDUM, 2002 (molti problemi di geometria).
AA.VV., Fare matematica con Cabrì nel primo ciclo scolastico, Quaderno didattico N. 19, CRDUM, 2005. Si tratta di un quaderno dedicato allo studio della geometria con Cabri dalla terza elementare alla terza media. 
MPI, Geometria e multimedialità, 5° corso MPI-UMI in didattica della matematica per docenti istruzione elementare , Quaderno 36, scaricabile dal sito  http://www.liceo-vallisneri.lu.it/testi.htm.

N. Lanciano e altri, Geometria in città, per la continuità nell’educazione matematica e per l’uso della città come luogo di apprendimento, CRDUM, 2005. E’ un quaderno che descrive esperienze geometriche in spazi “grandi” da riprodurre, con riflessioni critiche e conquiste concettuali, negli spazi “piccoli”.
C. Colombo Bozzolo – A. Costa (a cura di), Nel mondo della geometria, vol. 1, L’orientamento spaziale: posizioni e spostamenti nel piano. Avvio allo studio delle linee (2002); vol. 2, I primi passi nel mondo delle figure geometriche: le rette nel piano. L’angolo (2003);vol. 3, Poligoni e non poligoni. Costruzioni di figure geometriche: Utilizzo di software dinamici (2004), Erikson 
C. Colombo Bozzolo – A. Costa – C. Alberti (a cura di), Nel mondo della geometria, vol. 4, Le trasformazioni geometriche. L’utilizzo dei software dinamici, (2004) Erikson .
C. Colombo Bozzolo – A. Costa – C. Alberti (a cura di), Nel mondo della matematica, vol. 1, Situazioni problematiche per alunni dai 6 agli 8 anni, Erikson (2005).
C. Colombo Bozzolo – A. Costa – C. Alberti (a cura di), Nel mondo della matematica, vol. 2, Situazioni problematiche per alunni dai 9 agli 11 anni, Erikson, (2005).
3 – OSSERVAZIONI GENERALI

3. 1 Nelle Indicazioni Nazionali, ci sono delle “esclusioni” o, se vogliamo essere più benevoli, delle “non menzioni” che ci lasciano perplessi.

Per esempio, non vi è nessun cenno ai sistemi di riferimento cartesiani, anche limitati alle coordinate intere,  ricordati esplicitamente dai programmi del 1985 ed in “Matematica 2001”, che sono tanto comodi per leggere mappe e carte (previste in geografia) e per rappresentare punti, simmetrie e traslazioni. D’altra parte le Indicazioni Nazionali prevedono tutti gli strumenti concettuali per introdurli: perpendicolarità, parallelismo, linea dei numeri.

I riferimenti cartesiani sono esplicitamente nominati dalle Indicazioni Nazionali per il biennio della scuola secondaria di primo grado. Questo significa che nella scuola elementare non si devono fare?

Nelle Indicazioni Nazionali per la terza media si prevede esplicitamente “Lunghezza della circonferenza e area del cerchio”, ma non  vi è traccia di circonferenze e cerchi nella scuola primaria. Nel tema “La misura” per il secondo biennio, però,  si chiede di “Ipotizzare quale unità di misura sia più adatta per misurare realtà diverse (…la circonferenza di un anello,…). Nel tema “Arte e Immagine” (primo biennio) si prevedono le “simmetrie rotatorie”. Ma allora, dobbiamo studiare o no circonferenze e cerchi nella scuola primaria?

Non vi è neppure una parola sulle similitudini (rimpicciolimenti e ingrandimenti dei programmi del 1985) eppure nel tema “Geografia” si parla tranquillamente di “scala grafica e numerica”.

Omotetie e similitudini sono previste solo nel primo biennio della scuola media.

Si cercherebbe invano l’espressione “ampiezza angolare” anche se gli angoli vengono introdotti nel primo biennio e ripresi nel secondo. Eppure sono presenti perimetri, aree e volumi con relative misure. Dimenticanza o esclusione? Non siamo in grado di rispondere.
A differenza del tema “Il numero” non si parla mai di “situazioni problematiche” relative alla geometria. Questo significa che i problemi di geometria per le Indicazioni Nazionali sono solo quelli del calcolo di perimetri ed aree? Speriamo di no.
3.2  Abbiamo introdotto angoli ed ampiezza angolari nel secondo biennio data la difficoltà del concetto e la sua inutilità nel primo biennio.

3.3 Le Indicazioni Nazionali prevedono, nel primo biennio, la “Introduzione intuitiva del concetto di area di figure piane e del concetto di volume di figure solide”, rimandando, ovviamente, al secondo biennio le relative misure. Noi abbiamo introdotto questi concetti nel secondo biennio sia per la loro difficoltà, sia per legarle alle loro misure.

3.4 In quinta abbiamo introdotto, nonostante il silenzio delle Indicazioni Nazionali, circonferenza e cerchio ed anche un cenno ai solidi di rotazione.

 3.5 Quando si parla di software didattico si intende Cabrì-géomètre.

CLASSE PRIMA
1 – Punto a. “Prendere coscienza della ricchezza degli oggetti”.

Nelle Indicazioni Nazionali non c’è nulla che riguardi questo punto. L’abbiamo inserito ugualmente sia perché il contenuto si trova nel tema “Scienze” sia perché l’esplorazione dell’ambiente, la classe, nel quale il bambino passa parecchie ore al giorno, fa parte della educazione matematica.

Questo punto ha uno stretto legame con i punti c., d., e.

Lo studio degli “oggetti” è previsto anche nel tema “Tecnologia e informatica” e può contribuire enormemente all’arricchimento del lessico dei bambini.

Dalla osservazione e dall’uso degli oggetti i bambini possono incominciare a rendersi conto che la loro forma ed i materiali di cui sono composti sono strettamente legati alla loro funzione. Non si costruisce una sedia di cartone perché non reggerebbe il peso delle persone e neppure si costruisce un banco a punta perché non permetterebbe di appoggiarvi un libro e di scrivere.
2 – Punto b. “Individuare la posizione e collocare oggetti in un ambiente, prendendo coscienza della relatività dei riferimenti”.
Abbiamo chiamato “binomi locativi” le coppie “sopra/sotto, davanti/dietro, ecc.” che le Indicazioni Nazionali indicano con “termini adeguati”. Nel tema “Geografia” essi vengono chiamati “Organizzatori spaziali” (prima colonna) e “Indicatori topologici” (seconda colonna), mentre nel tema “Arte e immagine” vengono chiamati “Relazioni spaziali”. Nel tema “Scienze motorie e sportive” sembra siano chiamati “parametri spaziali e temporali”.
E’ bene chiarire che questi binomi non hanno niente a che fare con la disciplina che i matematici chiamano “Topologia” e, quindi, va evitata l’espressione “Indicatori topologici” e simili.
L’unico binomio che può avere qualche attinenza con la Topologia è “dentro/fuori” perché richiama il concetto topologico  “interno/esterno”. Il concetto di “interno” si riferisce, nel piano, ad una linea semplice chiusa, come, ad esempio, una circonferenza o una ellisse, e, nello spazio, ad una superficie semplice chiusa come una superficie sferica o una superficie poliedrica.
Per esempio, il centro della circonferenza e tutti i punti che da esso hanno una distanza minore del raggio sono “dentro” la circonferenza e sono anche “interni” nel senso topologico; analogamente i punti che dal centro della circonferenza hanno una distanza maggiore del raggio sono “fuori” dalla circonferenza e sono anche “esterni”.

Se disegno un bicchiere e sul fondo colloco un punto P, esso è “dentro” il bicchiere secondo l’accezione comune, ma non è “interno” al bicchiere secondo l’accezione matematica perché il disegno del bicchiere non è una linea semplice chiusa.
Analogamente i bambini che sono in un’aula con finestre e porte chiuse sono “dentro” l’aula e sono anche all’interno dell’aula, ma se apro la porta il bambini continuano ad essere dentro l’aula, secondo l’accezione comune, ma non sono più interni all’aula perché essa non è una superficie chiusa.

In conclusione: un punto “interno” è certamente “dentro”, ed uno “esterno” è certamente “fuori”, ma un punto “dentro” non è necessariamente “interno”.

Quella esaminata è una tipica situazione di “conflitto” tra linguaggio comune e linguaggio matematico. La stessa cosa succede quando si parla di “direzione” e di “verso” di una retta. Nel linguaggio comune la parola “direzione” spesso indica il “verso” come nella espressione, per esempio, “prendere l’autostrada in direzione Milano”. Nel linguaggio matematico, invece, la direzione di una retta è legata alla relazione di parallelismo ed ogni retta ha una sola direzione, mentre il “verso” nasce da una relazione di ordine ed ogni retta ha due versi fra loro opposti.
Il binomio “destra/sinistra” non è nominato nel nostro tema, ma lo si trova in”Arte e immagine”.

Ci sembra che esso sia l’unico binomio sul quale insistere data la sua difficoltà di acquisizione.
La “conquista” di questi binomi deve avvenire nelle situazioni normali di vita dei bambini, attraverso attività da loro direttamente “agite” e non con l’uso di schede così diffuse nelle nostre scuole.
[NB.  Per le attività di geometria in prima si può utilmente consultare M. Ferrari, Obiettivi e contenuti:classe prima. Geometria, IMSI, luglio 2000.]

3 – Punto c. “Prendere coscienza che tutti gli oggetti occupano uno spazio”.
Per gli “oggetti” solidi e liquidi non ci sono difficoltà. Potrebbero, però, esserci per gli “oggetti” gassosi. L’attività può essere rimandata al primo biennio. Del resto, le Indicazioni Nazionali introducono i gas nel primo biennio nel tema “Scienze”.

Queste attività vanno sviluppate in armonia con quanto suggerito nel tema “Scienze motorie e sportive”.
4 – Punto d. “Scoprire che gli oggetti solidi hanno una forma propria”.
Questa “scoperta” è il punto di arrivo di attività che prevedono l’esplorazione di oggetti attraverso i sensi, la loro manipolazione, l’eventuale costruzione con materiali diversi, l’elencazione di alcune loro caratteristiche.
L’attività geometrica, come in generale ogni attività matematica, deve partire da una larga base esperienziale di fatti e fenomeni.

Quella della forma è una delle proprietà più intuitive per distinguere gli oggetti solidi da quelli liquidi: gli oggetti solidi hanno una propria forma che si mantiene nel tempo se non viene “violentata”, mentre quelli liquidi assumono la forma del contenitore.
E’ bene, però, tenere presente che i vari stati di aggregazione della materia sono caratterizzati da una pluralità di proprietà.

Per esempio, ci sono alcuni oggetti che tutti riteniamo solidi, come sabbia, zucchero, farina, che assumono anch’essi la forma del contenitore, ma non per questo devono essere classificati fra gli oggetti liquidi. Per convincere i bambini si può ricorrere ad una lente di ingrandimento e far  scoprire che hanno una forma propria. 

Un’altra esperienza, forse più convincente, consiste nel trasportare su un legno senza sponde sabbia, zucchero, farina. Questi “oggetti” non scappano, non debordano, rimangono sul legno a differenza dei liquidi che “scappano” da tutte le parti. Il discorso, che ha carattere più scientifico che matematico, deve essere continuato ed approfondito negli anni successivi.
Parlare della forma degli oggetti è importante perché la geometria è essenzialmente lo studio delle forme, sia pure idealizzate.

La distinzione fra solidi rotondi e non rotondi potrebbe nascere dalle attività di cui si parla in d.2. Queste proprietà, di strisciare o di rotolare, sono indubbiamente significative perché facilmente sperimentabili e perché permettono una prima classificazione dei solidi,  ma non hanno carattere matematico.

5 – Punto e. “Avviare allo studio di alcune figure geometriche solide”. 
Le Indicazioni Nazionali non parlano di figure, ma solo di oggetti solidi. La parola “figure” compare, invece, nella “Introduzione al pensiero razionale” e in “Arte e immagine”, sempre per la classe prima.
La geometria non studia tutte le possibili forme degli oggetti solidi, ma solo alcune che confluiscono nelle due grandi categorie dei “poliedri” e dei “solidi rotondi”.

Noi riteniamo che non bisogna avere paura delle parole, anche tecniche, come proponiamo nella attività e.1. Teniamo presente che tutte, tranne la parola “parallelepipedo” fanno parte del linguaggio quotidiano. 
La presenza di tutti e tre gli elementi, vertici, spigoli e facce, nominati in e.2, caratterizza i poliedri rispetto ai solidi rotondi.
6 – Punto f. “Costruire e leggere semplici mappe e piantine di ambienti conosciuti”.

Le attività previste possono essere convenientemente svolte nell’ambito del tema “Geografia” che prevede di “rappresentare graficamente in pianta spazi vissuti e percorsi anche utilizzando una simbologia non convenzionale”. Può essere utile il gioco della “battaglia navale” come anche la lettura della pianta di una città anche per preparare le attività sulle tabelle a doppia entrata delle operazioni.
7 – Punto g. “Progettare semplici percorsi descrivendoli a parole o con simboli”.
Dei percorsi parla anche il tema “Geografia (cfr. citazione precedente).
E’ importante eseguire percorsi, nell’ambiente “aula”, assegnati con modalità scritte od orali per sviluppare capacità di capire i messaggi ed eseguirli (attività g.1).

E’ importante descrivere percorsi eseguiti per sviluppare le capacità di osservare e di descrivere la realtà (attività g.2).

E’ importante, però, anche progettare percorsi fissando obiettivi e strumenti per raggiungerli per sviluppare le capacità progettuali.

Un problema sui percorsi in prima si trova nel Quaderno N. 17 (è il problema 3).
CLASSE SECONDA
Può essere utile consultare l’articolo di M. Ferrari, Obiettivi e contenuti: classe seconda. Geometria, IMSI, gennaio 2002.
1 – Punto a. “ Prendere coscienza della relatività dei riferimenti”.
Si tratta di riprendere ed approfondire attività già iniziate in prima, anche per sottolineare che il diverso “punto di vista” porta a fare affermazioni diverse. Si può fare il gioco del “ciò che rimane uguale e ciò che cambia”. Due bambini si pongono uno di fronte all’altro e localizzano, rispetto a se stessi, gli oggetti della classe , scoprendo “ciò che è uguale” per i due e “ciò che cambia”. Poi  la coppia ruota di un quarto di giro e riprende il gioco; si prosegue fin che si giunge di nuovo nella posizione iniziale.

2 – Punto b. “Progettare percorsi e descriverli”.
I percorsi da progettare possono essere all’interno della scuola o anche all’esterno. I bambini possono descrivere, per esempio, il percorso casa-scuola (se non è troppo complicato o troppo banale), oppure un percorso nel cortile della scuola.

Una buona lettura sull’argomento è l’articolo di 
A. Rondini, Esperienza di lavoro su un percorso in seconda elementare: sviluppo delle capacità di osservazione e rappresentazione e costruzione di concetti geometrici, Quaderno didattico N 13-14.
Le attività dei punti a.  e  b. possono essere sviluppate in accordo con l’insegnante di “Geografia” e con l’insegnante di “Scienze motorie e sportive”.

3 – Punto c. “Descrivere e denominare le più familiari figure geometriche solide”
Nella attività c.1 proponiamo di avviare la costruzione di figure solide “piene” usando materiali diversi. Per la descrizione ci si può servire, se ci sono, dei modelli posseduti dalla scuola.

Per descrivere le figure solide in termini di “vertici, facce, spigoli” bisogna, in qualche modo, caratterizzare questi tre elementi.

Per i “vertici” ci viene in soccorso la parola “punte” con la ben nota sensazione che si prova quando li si tocca con un dito.

Uno “spigolo” unisce due vertici, incomincia in un vertice e finisce nell’altro. Quindi per avere uno spigolo sono necessari due vertici e questo serve ad escludere che ci siano spigoli nel cono.
In una “faccia” ci devono essere vertici, almeno tre, e spigoli, almeno tre.

Le facce sono dei poligoni. Se non si vuole usare questo termine si può dire che sono facce i triangoli, i quadrati ed i rettangoli, cioè le figure piane che si ottengono come impronte di alcune figure solide, come si vede nel punto d.

Non dovrebbe essere difficile scoprire che in alcune figure sono presenti i tre elementi: vertici, spigoli, facce, mentre in altre manca almeno uno di questi elementi.
Queste ultime figure vengono dette rotonde e le altre, per negazione, se non vogliamo chiamarli poliedri, figure non rotonde.
4 – Punto d. “Descrivere e denominare le più familiari figure geometriche piane”.
Il passaggio dalle figure solide a quelle piane è certo delicato, e spesso, anche in classi successive, i ragazzi le confondono. L’idea delle impronte delle figure solide ci sembra efficace anche perché sottolinea fortemente la diversità tra figura piana e figura solida: mentre l’impronta sta tutta sul foglio, è una figura piana, la figura solida da cui è ricavata esce dal foglio. Come figure piane si possono ottenere triangoli, quadrati, rettangoli e circonferenze. Ad esse va assegnato un nome e si deve cercare di disegnarle anche usando qualche strumento adatto ( righello, cartolina, bicchiere, moneta, ecc).
5 – Punto e. “Avviare allo studio delle simmetrie assiali in figure piane”.
La simmetria è uno dei centri organizzatori del pensiero umano e per questo l’uomo la usa spesso nelle sue opere anche non artistiche. 
L’osservazione di queste opere (attività e.1) contribuisce a far nascere l’idea dell’importanza della simmetria ed a sottolineare alcune  sue caratteristiche: gli elementi corrispondenti sono da parti opposte rispetto all’asse, elementi simmetrici sono uguali. E’ ovvio che negli oggetti veri, tridimensionali la simmetria, se c’è, è rispetto ad un piano, ma non è il caso di parlarne. Inoltre, questa simmetria è “superficiale”, cioè riguarda l’esterno dell’oggetto. Basti pensare alla figura umana che ha sì due occhi, due orecchie, ecc., ma non due cuori.
“Oggetti” simmetrici vengono costruiti dagli stessi bambini con le usuali tecniche (attività e.2), mentre assi di simmetria possono essere notati nelle figure piane viste prima ricorrendo alle piegature.
Interessanti attività sulla simmetria in classe seconda sono descritte in
M. Ferrari – M. Maggi, Attività di geometria in classe seconda. La simmetria assiale, IMSI, gennaio 1991.

A. Neri, La simmetria nel primo ciclo: dall’esperienza alle prime intuizioni, Quaderno didattico N 13-14.

6 – Punto f. “Avviare lo studio di problemi sulle figure geometriche”.
E’ importante assegnare presto problemi, fattibili, di natura geometrica. Per esempio, si può proporre ai bambini di dividere un rettangolo (un foglio A 4) in due parti uguali. I bambini possono utilizzare uno dei due assi di simmetria. Proporre, poi, di dividerlo in quattro parti uguali. Si possono fare due piegature parallele oppure due piegature perpendicolari.
Interessante il problema 14 del Quaderno N. 17 (pag. 139). Esso viene ripreso in 
C. Colombo Bozzolo –A. Costa – C. Alberti (a cura di), Nel mondo della matematica, volume 1, Situazioni problematiche per alunni dai 6 agli 8 anni, Erikson.

Bello anche il problema “Il trenino geometrico”.

CLASSE TERZA
1 – Punto a. “Descrivere i poliedri più familiari”.
Naturalmente il termine “poliedro” è per l’insegnante. I bambini lavorano su poliedri che hanno un nome proprio. 
L’attività a.1 è una attività di conteggio sulle figure che può essere svolta sia contando effettivamente, di ogni singolo poliedro, il numero dei vertici, degli spigoli e delle facce (tenendo fermo il poliedro per non fare errori), sia ricorrendo a “strategie intelligenti”. 
Per esempio, il numero dei vertici di un prisma, qualunque sia la sua base, è sempre pari perché è il doppio del numero dei vertici della base. Basta, quindi, contare i vertici della base.

Il numero delle facce di un prisma è uguale al numero delle facce laterali più le due basi. Siccome il numero delle facce laterali (non  è necessario introdurre questo termine) è uguale al numero dei vertici della base, anche qui basta conoscere il numero dei vertici della base ed aggiungervi 2 il numero delle facce, quindi, può essere pari o dispari.
Il numero degli spigoli di un prisma è il triplo del numero degli spigoli della base. Siccome essi sono tanti quanti i vertici della base, basta, anche qui, conoscere il numero dei vertici della base. Anche il numero degli spigoli può essere pari o dispari.
Per le piramidi il discorso è analogo.

Il numero dei vertici è uguale al numero dei vertici della base più 1.

Il numero delle facce è uguale al numero delle facce laterali più la base. Siccome le facce laterali sono tante quanti gli spigoli della base e questo numero è uguale a quello dei vertici della base, basta anche qui conoscere il numero dei vertici della base.

Il numero degli spigoli è sempre pari perché uguale al numero degli spigoli della base più un ugual numero di spigoli che uniscono il vertice della piramide ai vertici della base. Anche qui, quindi, basta conoscere il numero dei vertici della base.

Come si vede, si fanno conteggi significativi in ambiente geometrico.

Non è detto che tutto debba essere fatto in terza. Si può iniziare in terza e proseguire nel secondo biennio.

Queste attività possono essere svolte sotto forma di problemi. 
Esempi. “Un prisma ha la base di forma triangolare. Quanti sono i suoi vertici?”. 
“Un prisma ha 8 vertici. Come sarà la sua base?”.

Si possono proporre anche problemi “impossibili” del tipo “Una piramide ha sette spigoli. Come sarà la sua base?”
Questo problema è impossibile perché il dato offerto (7 spigoli) è in contrasto con le proprietà delle piramidi.

2 – Punto b. “Progettare la costruzione di alcuni poliedri”.
L’idea è di costruire lo “scheletro” del poliedro, cioè un poliedro “vuoto”, senza facce, ma costituito solo dagli spigoli e dai vertici.

Importante, prima della costruzione, è la fase della progettazione. Con essa si stabilisce quale e quanto materiale occorre per fare la costruzione.

Per esempio, per costruire un cubo sono necessarie 12 cannucce (o stuzzicadenti) di uguale lunghezza ed 8 netta pipe (o palline di pongo) per saldarle, cioè per fare i vertici. Diverse, e più impegnative, sono le richieste per costruire, per esempio, un parallelepipedo, un prisma triangolare, una piramide.
3 – Punto c. “Introdurre l’idea intuitiva di linea, di linea retta, di rette incidenti, parallele e perpendicolari”.
L’idea di linea è intuitivamente molto semplice, ma la sua precisazione matematica è tutt’altro che facile. Possiamo accontentarci di presentare alcuni esempi di linee aperte (punto iniziale e punto finale sono diversi) e di linee chiuse (punto iniziale e punto finale coincidono). Quando la  linea è chiusa e semplice (non passa mai due volte per lo stesso punto) nascono la regione dei punti interni e la regione dei punti esterni. La linea è il confine.

Per rendersi conto delle difficoltà concettuali riguardanti le linee si può consultare
G. Crivelli – M. Ferrari, La geometria in seconda elementare, Quaderno Didattico N. 13-14, pp. 67-71. Interessanti esperienze didattiche sono descritte alle pagine 72-107.

L’insegnante deve avere la consapevolezza che la retta non va in nessun modo definita, ma deve essere assunta come termine primitivo cioè un termine di cui non si dà una definizione, ma una descrizione intuitiva supportata da qualche immagine fisica (qualcosa di diritto) ed una caratterizzazione in termini di proprietà come: per due punti passa una ed una sola retta. 
Una “definizione”, spesso ripetuta,  del tipo: “la retta è un insieme di punti allineati” è un tipico esempio di circolo vizioso perché i punti sono allineati quando stanno sulla stessa retta. Analogamente la “definizione”: “la retta è un ente formato da punti che hanno tutti la stessa direzione” è priva di senso perché i punti non hanno nessuna direzione. E’ la retta che ha una direzione.
E’, invece, corretto presentare la retta come il cammino più breve che passa per due punti (attività c.2), ma prolungabile da ambedue le parti, come si trova anche in Euclide. I matematici chiamano questo cammino “geodetica” e la sua forma dipende dall’ “ambiente” in cui ci si trova. Sul piano questo cammino è diritto, mentre sulla sfera essa è un arco di cerchio massimo,  di un cerchio, cioè, che ha come centro il centro della sfera.

Incidenti sono rette che hanno un solo punto in comune. Non ha senso parlare di rette convergenti e divergenti. La relazione di incidenza fra rette gode della proprietà simmetrica.
Parallele sono rette complanari che non hanno punti in comune o li hanno tutti. Su questa definizione di parallelismo, chiamato parallelismo in senso lato, è fondato il concetto di direzione di una retta. Questa relazione di parallelismo, infatti, è una relazione riflessiva, simmetrica e transitiva, e, quindi, di equivalenza. Con essa nascono le classi di equivalenza. In ciascuna di esse si mette una retta e tutte le sue infinite parallele. Ogni classe di equivalenza è una direzione.
Dal punto di vista logico bisogna prima introdurre il parallelismo e poi il concetto di direzione. E ci sembra che non ci siano controindicazioni anche dal punto di vista didattico.

E’ più facile trovare scritta la definizione di parallelismo in senso stretto: due rette complanari sono parallele se non hanno punti in comune. Definizione ovviamente legittima, tradizionale, adottabile anche adesso nelle nostre classi. Purtroppo con questa definizione la relazione di parallelismo è  simmetrica, ma non riflessiva e neppure transitiva se non si richiede che le tre rette siano distinte. Ad essa, quindi, non può essere agganciata la definizione di direzione. Questo concetto, quindi, rimane nel vago e nell’intuitivo con sempre incombente il pericolo di confonderlo, come avviene nel linguaggio comune, con quello di verso.
L’attività c.5 fa capire che si può parlare di rette perpendicolari senza disturbare gli angoli retti, la cui introduzione è prevista in quarta. Per scoprire se una retta  b  incidente nel punto O  ad una retta a  è perpendicolare alla retta  a  basta piegare il foglio lungo la retta  a. Se le due semirette di  b  con origine  O si sovrappongono allora la retta  b  è perpendicolare alla retta a.
Per vedere se le due semirette si sovrappongono basta, una volta fatta la piegatura, puntinare con uno spillo una semiretta. Se anche l’altra viene puntinata allora le due semirette sono sovrapposte.

Dal punto di vista teorico questa definizione di perpendicolarità fa ricorso alla simmetria assiale e si presenta, dal punto di vista didattico, più efficace ed operativa di quella tradizionale che fa intervenire gli angoli retti.
Del resto se diamo quest’ultima definizione, come fa un bambino a verificare se due rette sono perpendicolari? Ricorrendo alla piegatura. Meglio, quindi, partire subito da questa.

Il software più idoneo di cui si parla in c.6 è il Cabrì-gèométre. A questo proposito si può utilmente consultare l’articolo di M. Trevisani, pubblicato nel Quaderno didattico N. 19.

I punti di una retta possono essere ordinati con la relazione di maggiore ( > ) come abbiamo fatto con i numeri. Normalmente per descrivere questa relazione si usano i verbi “precedere” o “seguire” o anche “essere compreso fra”. Introdurre un ordinamento significa anche  fissare un verso di percorrenza e far nascere così una retta orientata.
Un segmento AB è l’insieme di tutti i punti della retta che, nel verso fissato, seguono A e precedono B, mentre una semiretta di origine O è l’insieme dei punti della retta che, nel verso fissato, precedono O  oppure seguono O.

All’idea di segmento (attività c.7) è legata quella di lunghezza del segmento. Segmenti uguali (o congruenti) hanno la stessa lunghezza. Questo concetto, quindi, è legato a quello di uguaglianza (o congruenza) di segmenti. La relazione di uguaglianza (o congruenza) tra segmenti è una relazione di equivalenza perché è riflessiva, simmetrica e transitiva. Ogni classe di equivalenza è formata da un segmento e da tutti quelli ad esso uguali. Ogni classe di equivalenza è una lunghezza. In terza, e, forse, in tutta la scuola primaria, l’uguaglianza di segmenti può essere lasciata a livello intuitivo. Altrimenti bisogna far intervenire le isometrie (simmetria assiale, rotazione e traslazione che saranno presentate nel secondo biennio).

L’insieme delle lunghezze formano una classe di grandezze omogenee che possono essere misurate. 

4 – Punto d. “Descrivere le più familiari figure geometriche piane”.
A proposito dell’attività d.1 è da notare che nei triangoli due lati qualunque sono sempre incidenti, mentre nei quadrati e nei rettangoli ci sono coppie di lati incidenti, e allora sono perpendicolari, e coppie di lati paralleli. E’ bene evitare espressioni del tipo: “perpendicolari a due a due o paralleli a due a due” le quali significano che presi due lati qualunque essi sono paralleli o sono perpendicolari. Il che è evidentemente falso.
Per scoprire la eventuale presenza di assi di simmetria (attività d.2) si può ritagliare la figura e cercare di piegarla in due parti uguali che si sovrappongono. Se la cosa è fattibile siamo in presenza di un asse di simmetria, altrimenti no. E’ bene ricordare che una figura ha un asse di simmetria quando nella simmetria rispetto a quell’asse la figura si trasforma in se stessa. Non sarà difficile scoprire che i rettangoli hanno due assi di simmetria che passano per i punti medi dei lati opposti e i quadrati ne posseggono quattro. Per evitare che i bambini pensino che tutte le figure hanno assi di simmetria sarà bene presentare triangoli che non ne hanno.
5 – Punto e. “Introdurre intuitivamente il concetto di perimetro di un poligono”.
Non è certo il caso di dare la definizione di poligono. Ci si può limitare a dire che le figure considerate (triangoli, rettangoli e quadrati) si chiamano “poligoni”. Di essi si può dire:

a – che sono racchiusi da segmenti (li si distingue dai non poligoni come le circonferenze);

b– che si possono percorrere, con il dito o la matita, tutti i segmenti partendo da un punto qualunque (vertice) e ritornare al punto di partenza (i poligoni sono figure chiuse) senza mai attraversare un segmento del poligono (i poligoni sono figure semplici);

c– che quando si percorre un lato i vertici rimanenti stanno tutti dalla stessa parte (si tratta di poligoni convessi).
In questo modo si apre una finestra sulla esistenza dei non-poligoni, anche diversi dalla circonferenza, sull’esistenza di poligoni non semplici, come la clessidra, e di poligoni concavi, come la coda di rondine. Di essi l’insegnante, se lo ritiene opportuno, potrà parlare in quarta o in quinta.

Anche limitatamente ai poligoni, la parola “perimetro” può assumere significati diversi.
Forse il significato più intuitivo, ma meno usato in matematica, è quello di perimetro come contorno del poligono, cioè come poligonale chiusa semplice.
Un secondo significato della parola perimetro è legato al fatto che i suoi lati sono dei segmenti che 

possono essere riportati consecutivamente su una retta in modo da ottenere un segmento (segmento somma). Allora  possiamo intendere il perimetro di un poligono come il segmento che è somma dei lati del poligono.

Un terzo significato della parola perimetro è legato al fatto che ad ogni segmento è associata la sua lunghezza. Allora possiamo intendere il perimetro di un poligono come la lunghezza somma delle lunghezze dei suoi lati.

Infine possiamo pensare il perimetro come la misura della lunghezza del segmento somma.
La scelta migliore, per noi, è la terza, cioè considerare il perimetro come lunghezza e, quindi, soggetta a misura. Questa è anche la scelta dei programmi del 1985 e delle Indicazioni Nazionali.
Questa scelta richiede un po’ di attenzione nelle espressioni linguistiche. Per esempio, è corretto dire che “il perimetro di un rettangolo è 14 centimetri”, perché 14 cm è una lunghezza, e che la sua misura è 14 (in centimetri). Non è, invece, è corretto dire  che “il perimetro del rettangolo è 14 (in centimetri)”, perché 14 è un numero e non una lunghezza, e neppure è corretto affermare che  “il perimetro misura 14 cm” perché 14 cm è una lunghezza e non una misura.
6 – Punto f. “Avviare all’idea che ogni poligono può essere scomposto in due o più poligoni”
L’attività di piegatura introdotta in seconda può servire per scomporre triangoli, rettangoli e quadrati in due o più poligoni. Per esempio un rettangolo può essere scomposto in quattro rettangoli con due piegature parallele ed in due con una sola piegatura; con una sola piegatura un quadrato può essere scomposto in due rettangoli o in due triangoli; con due piegature perpendicoli può essere scomposto in quattro triangoli (prendendo come assi le diagonali) o in quattro quadrati. Può essere un problema interessante scoprire quando un rettangolo può essere scomposto in due quadrati con una sola piegatura (la lunghezza di un lato deve essere doppia della lunghezza dell’altro lato).
CLASSE QUARTA
1 . Punto a. “Consolidare le nozioni riguardanti i poliedri più familiari”.
Per poter parlare di facce parallele (attività a.1) bisogna introdurre, in qualche modo, l’idea di piani paralleli dato che due facce sono parallele quando stanno su piani paralleli. Basta, per questo, richiamarsi a situazioni ben note ai bambini. Per esempio, soffitto e pavimento dell’aula sono un caso di piani paralleli.
Il parallelismo e la congruenza di due facce sono la caratteristica dei prismi. In questo modo si ha la distinzione matematica, e non solo intuitiva, fra prismi e piramidi, le quali non hanno facce parallele. Si può far notare che il parallelismo tra le due facce non è sufficiente per avere un prisma.
Per esempio un tronco di piramide ottenuto tagliando una piramide con un piano parallelo alla base ha due facce parallele, ma non congruenti e non è un prisma.

Un’altra conseguenza è che cubi e parallelepipedi sono prismi, anche se hanno un nome particolare.

Il parallelismo tra piani ricalca da vicino la definizione di parallelismo tra rette: due piani sono paralleli se coincidono o non hanno punti in comune. Questa relazione è di equivalenza ed ogni classe di equivalenza, formata da un piano e da tutti i suoi paralleli, è una giacitura.
Lo spazio compreso fra due piani paralleli distinti si chiama strato.
Si può anche notare che i vertici del prisma si distribuiscono (metà e metà) sulle due facce parallele e congruenti che, per questo, sono chiamate basi. La distanza fra le due basi è l’altezza del prisma (attività a.2). Essa non è altro che l’altezza dello “strato” formato dai due piani paralleli su cui stanno le basi. Il concetto di distanza va lasciato a livello intuitivo.

Le due idee di: base (area di base) e di altezza si ritrovano nella formula del volume del prisma.

Anche per le piramidi si parla di base (ovvio) e di altezza che altro non è se non l’altezza dello “strato” formato da due piani paralleli, uno che contiene la base e l’altro che passa per il vertice ed è parallelo a quello della base. Anche nella formula del volume della piramide si ritrovano questi due concetti.
Elementi essenziali di geometria solida si trovano descritti in

C. Colombo Bozzolo – A. Costa – C. Alberti (a cura di), Nel mondo della matematica, vol. 2, Situazioni problematiche per alunni dai 9 agli 11 anni, Erikson, 2005. 

2 – Punto b. “Introdurre operativamente l’idea di rotazione”

Le rotazioni di cui abbiamo più immediata percezione sono quelle dello spazio (attività b.1). Esse si svolgono attorno ad una retta, l’asse della rotazione, che rimane fissa. Questa rotazione è una isometria, cioè una trasformazione nella quale rimangono inalterate le distanze fra i punti. Queste rotazioni intervengono nella costruzione dei solidi di rotazione che possono essere introdotti in quinta.
Anche le rotazioni che si svolgono nel piano sono isometrie e sono caratterizzate dal fatto di avere un solo punto fisso chiamato centro della rotazione. Esse si presentano come prodotto di due simmetrie assiali con assi incidenti. Le attività previste in b.2 servono per preparare l’introduzione del concetto di angolo.
3 – Punto c. “Introdurre il concetto di angolo da diversi punti di vista”.
Il termine “angolo” nel linguaggio comune assume diversi significati. Alcuni non hanno nessun rapporto con il significato matematico come nelle espressioni del tipo “in un remoto angolo della terra” e “è un angolo tranquillo”. Altri richiamano concetti matematici come nelle espressioni del tipo “mettersi nell’angolo della stanza” oppure “ho picchiato la testa contro l’angolo del tavolo”. Nel primo caso il riferimento è al “diedro” che è un angolo solido e nel secondo allo “spigolo” che non è un angolo. L’indagine iniziale può servire a scoprire tutti questi significati ed a mettere meglio in risalto il concetto matematico di angolo (piano).

E’ bene tener presente che il concetto di angolo è certamente il concetto più difficile di tutta la geometria elementare anche a livello di scuola media e di primo biennio delle superiori, ma non è fra i più importanti nonostante la lussureggiante terminologia che lo riguarda.
Diverse sono le possibili definizioni di angolo: angolo come rotazione, angolo come intersezione di semipiani le cui origini sono incidenti, angolo come coppia ordinata di semirette aventi la stessa origine, angolo come coppia non ordinata di semirette con origine comune, angolo come coppia ordinata formata da un punto (il vertice) e da una regione angolare (una delle due che nascono da una coppia di semirette che hanno origine nel punto). Ognuna di queste definizioni presenta vantaggi e svantaggi di cui non è il caso di trattare ora.
In c.2 abbiamo parlato di angolo come rotazione.
L’angolo di vertice O e lati a e b che si incontrano in O è la rotazione che porta la semiretta  a nella semiretta b. Questa definizione ci presenta l’angolo come orientato perché la rotazione che porta la semiretta b nella semiretta a è l’opposta della precedente rotazione. I due angoli, quindi, sono diversi. 

La definizione che abbiamo dato ci permette di parlare di angolo retto ( quando le due semirette a e b sono perpendicolari), di angolo piatto ( quando le due semirette sono opposte); ci permette anche di sommare gli angoli dato che le rotazioni di assegnato centro si possono sommare (e l’operazione è interna), ma elimina ogni distinzione fra angolo nullo ed angolo giro (sono lo stesso angolo) e non permette di ordinare gli angoli.
Dal punto di vista didattico si può ricorre all’orologio degli angoli. Delle due lancette, una resta fissa sulle 12 e l’altra si muove. Quando arriva sulle 3 abbiamo l’angolo retto; quando giunge sulle 6 si ha l’angolo piatto. Tutti gli angoli trovati da quando la lancetta ha incominciato a muoversi sono convessi. Gli angoli che si formano quando la lancetta supera le 6 sono concavi. Quando arriva alle 12 abbiamo l’angolo giro.

Facendo un po’ di violenza alla matematica, ma dando una idea didatticamente accettabile, possiamo dire che gli angoli che la lancetta mobile forma prima di arrivare alle 3 sono angoli acuti e sono minori dell’angolo retto. Gli angoli che la lancetta mobile forma a partire dalle 3 fino alle 6 sono maggiori di un angolo retto, ma minori di un piatto e si chiamano ottusi. E possiamo fermarci qui perché non è richiesto altro.
La lancetta mobile, nel suo cammino descrive una parte di piano. Quando vogliamo disegnarla trasformando le lancette in due semirette che hanno la stessa origine ci si aggancia ad un altro modo di vedere gli angoli, che descriveremo fra poco. Questo fatto rende possibile confrontare due angoli (convessi): uno viene ritagliato e sovrapposto all’altro in modo che coincidano i vertici, un lato e gli altri due lati si trovino dalla stessa parte rispetto al lato comune. Quello al cui interno c’è il lato dell’altro è il maggiore.
In c.2 abbiamo anche parlato di angolo come parte di piano.

Basta prendere due semirette  a’  e  b’ aventi origine nel punto O. Esse stanno su due rette incidenti in O, diciamo a  e  b. L’angolo di vertice O e di lati a’  e  b’ è l’intersezione del semipiano di origine  a e contenente b’ con il semipiano di origine b  e contenente a’.
L’angolo come parte di piano si presta bene al disegno, alla coloritura, al ritaglio.

Gli angoli come parte di piano sono solo convessi perché l’intersezione di due figure convesse, i semipiani, è una figura convessa. Ovviamente con questa definizione non hanno diritto di cittadinanza gli angoli concavi, l’angolo nullo e l’angolo giro. Poco male. Si possono sommare gli angoli solo quando la somma è ancora un angolo convesso. Il che non sempre capita.
Naturalmente un angolo è retto quando le due semirette sono perpendicolari.
Se accettiamo che le due rette a  e  b possano coincidere e che le due semirette a’  e  b’ siano opposte nasce l’angolo piatto (ne nascono due).

E’ facile confrontare gli angoli per sovrapposizione come abbiamo descritto sopra. Prendendo come angolo di riferimento l’angolo retto possiamo chiamare acuti quelli minori e ottusi quelli maggiori che, naturalmente, sono minori di un angolo piatto.

Il concetto di ampiezza, come quello di lunghezza che abbiamo visto in terza, è decisamente astratto ed ha un analogo “cammino di nascita”. Nell’insieme degli angoli del piano  si introduce la relazione di congruenza (o uguaglianza) dicendo che due angoli sono congruenti se sono sovrapponibili, come spiegato prima, oppure se uno può essere trasformato nell’altro mediante una isometria. La relazione di congruenza è riflessiva, simmetrica e transitiva, cioè è una relazione di equivalenza. Nascono le classi di equivalenza in ciascuno delle quali si mette un angolo e tutti i suoi congruenti. Ciascuna classe di equivalenza è una ampiezza.
Il confronto fra due ampiezze (attività c.3) avviene confrontando due angoli che sono rappresentanti della classe.

Per le attività sugli angoli si può utilmente consultare

· I. Bracchi – A. Costa, L’angolo. Un possibile itinerario didattico, Quaderno Didattico N. 15-16, CRDUM;

· C. Colombo Bozzolo e Angela Costa (a cura di), Nel mondo della geometria, Volume 2, Erikson, 2003.

4 – Punto d. “Analizzare gli elementi significativi delle principali figure geometriche piane”.
Nella attività d.1 si introducono le solite classificazioni dei triangoli in scaleni, isosceli, equilateri e in acutangoli, rettangoli, ottusangoli.
A proposito dei triangoli isosceli nasce il ben noto problema: che cosa significa avere due lati uguali? Bisogna intendere “esattamente due” o “almeno due”? L’insegnante è libero di scegliere, ma poi deve essere coerente. Se il lati uguali sono “esattamente due” i triangoli equilateri non sono isosceli e l’insieme dei triangoli viene diviso in tre classi disgiunte, cioè senza elementi comuni: la classe degli scaleni, la classe degli isosceli e la classe degli equilateri.
Con l’altra scelta i triangoli equilateri sono anche isosceli e l’insieme dei triangoli viene diviso in due classi disgiunte: la classe degli scaleni e quella degli isosceli. L’insieme dei triangoli equilateri è un sottoinsieme di quelli isosceli.

Nella attività d.2 si prevede di introdurre trapezi, parallelogrammi e rombi dei quali finora non si è parlato. 
Per i trapezi vi è lo stesso problema dei triangoli isosceli: il trapezio può essere presentato come un quadrilatero convesso che ha una sola coppia di lati paralleli oppure almeno una coppia di lati paralleli. Nel primo caso i parallelogrammi non sono trapezi, nel secondo caso sì. 
La prima definizione ha il vantaggio di facilitare la definizione di trapezio isoscele ricorrendo alla analogia con il triangolo isoscele: un trapezio è isoscele quando sono uguali i lati non paralleli.

Con la seconda definizione per introdurre i trapezi isosceli bisogna ricorrere alla uguaglianza degli angoli adiacenti alla base oppure alla presenza di un asse di simmetria. In questo modo i parallelogrammi vengono esclusi dal mondo dei trapezi isosceli.

Libertà e coerenza devono guidare la scelta dell’insegnante.
Per introdurre i parallelogrammi si può far leva sul parallelismo dei lati e così ci si aggancia al nome. Costa poco far notare che i lati paralleli sono fra loro congruenti. Se capita che tutti i quattro lati sono congruenti allora il parallelogramma assume il nome di rombo (dal greco rhόmbos che significa trottola). Se capita che il parallelogramma ha due lati perpendicolari, allora anche gli altri due sono perpendicolari ed il parallelogramma si chiama rettangolo. Infine, quando il parallelogramma è un rombo ed un rettangolo si chiama quadrato.
Il discorso che abbiamo fatto in termini di perpendicolarità dei lati può essere fatto anche in termini di angoli retti.

Prima di affrontare l’attività prevista in d.3 è necessario introdurre il concetto di striscia. Essa è la parte di piano compresa fra due rette parallele distinte (sono i lati della striscia). La distanza fra le due parallele è l’altezza della striscia. E’ necessario esaminare i rapporti fra triangoli e strisce e fra quadrilateri e strisce.
Per i triangoli, fissato un lato come base, c’è sempre una striscia, formata dalla retta sulla quale sta la base e dalla parallela passante per il vertice opposto, che contiene tutto il triangolo ed inoltre i suoi vertici stanno tutti sui lati della striscia. L’altezza della striscia è l’altezza del triangolo relativa alla base scelta. Quindi ogni triangolo ha tre altezze dato che ogni lato può essere scelto come base. Questi due elementi, base e altezza relativa , entrano nella formula dell’area del triangolo.
Per il trapezio c’è una sola striscia che lo contiene tutto e sui cui lati si distribuiscono i vertici del trapezio: è la striscia formata dalle rette dei due lati paralleli. L’altezza di questa striscia è l’altezza del trapezio che, quindi, ne ha una sola. Nel disegnare l’altezza di un trapezio non è necessario partire da un vertice. Ogni punto della base va bene. Nella formula dell’area del trapezio entrano i due lati paralleli e la relativa altezza.
Due sono le strisce relative ai parallelogrammi e due, quindi, sono le altezze dei parallelogrammi. Queste altezze possono essere uguali (rombo e quadrato) o diverse (parallelogrammo generico e rettangolo).
Nella formula dell’area dei parallelogrammi entrano sempre base ed altezza relativa.
Gli altri quadrilateri convessi, come tutti gli altri poligoni, non hanno altezze.

Per l’uso di Cabri per disegnare figure geometriche (attività d.4) si può vedere:

AA.VV., Fare matematica con Cabri nel primo ciclo scolastico, Quaderno Didattico N. 19, CRDUM.

Lo studio delle diagonali (attività d.5), cioè dei segmenti che nei poligoni uniscono due vertici non consecutivi, è particolarmente interessante per i quadrilateri per la varietà di situazioni che si presentano. 
Un punto delicato, e non solo per i bambini, è convincersi che ogni quadrilatero, anche concavo e non semplice, ha sempre due diagonali. Esse si tagliano in un punto interno nei quadrilateri convessi (questa è una proprietà caratteristica dei quadrilateri convessi), in un punto esterno, se una diagonale viene prolungata, in quelli concavi semplici e possono anche non tagliarsi in quelli non semplici come, ad esempio, nella clessidra. 
Nei parallelogrammi lo studio delle diagonali ha una forte valenza logica. Esse, infatti, si tagliano sempre nel rispettivo punto medio, ma possono essere congruenti (rettangolo, quadrato) oppure no (rombo e romboide); possono essere perpendicolari (quadrato, rombo), oppure no (rettangolo e romboide). 
Un bel problema è scoprire i quadrilateri con le diagonali perpendicolari e studiare una strategia conveniente per trovarli. 
Spesso bambini e insegnanti non vanno al di la di rombi e quadrati. In realtà il mondo dei quadrilateri con diagonali perpendicolari è molto più vasto.

Una strategia intelligente per esplorarlo consiste nel tener fisso il dato del problema, cioè la perpendicolarità delle diagonali e studiare le varie possibilità: possono essere congruenti oppure no,  tagliarsi ambedue nel loro punto medio, oppure nel punto medio di  una sola. Possono anche non tagliarsi nel punto medio, ma in parti proporzionali. Possono tagliarsi in un punto interno oppure in un punto esterno.

L’interesse di questo studio consiste nel fatto che la formula dell’area dei quadrilateri con diagonali perpendicolari è la stessa di quella, molto familiare, del rombo.
L’attività sulle diagonali può essere estesa, eventualmente in quinta, anche ai poligoni con più di quattro lati e sfociale nella costruzione di una tabella come la seguente costruita dai bambini:

	  FIGURA
	N. DEI LATI 
	N.DIAGONALI

	  TRIANGOLO

  QUADRATO

  PENTAGONO

  ESAGONO

  ETTAGONO

  OTTAGONO

  ENNAGONO

  DECAGONO

  UNDECAGONO

  DODECAGONO


	
3


4


5


6


7


8


9


10


11


12
	
0


2


5


9


14


20


27


35


44


54




Sulla tabella i bambini non hanno avuto difficoltà a "leggere" come aumenta il numero delle diagonali all'aumentare del numero dei lati del poligono. Dopo il primo scatto di 2, ne passare dal triangolo al quadrato, la sequenza dell'aumento del numero delle diagonali è +3, +4, +5, ecc.

Sulla tabella si possono fare anche altre osservazioni.

•
Il pentagono è un poligono di "confine" perché separa i poligoni nei quali il numero dei lati è maggiore del numero delle diagonali da quelli per i quali si verifica la situazione opposta.

•
A partire dal pentagono, nel quale c'è parità fra numero dei lati e delle diagonali, per ogni aumento di 2 del numero dei lati, il numero delle diagonali diventa doppio (ettagono), triplo (nonagono), quadruplo (undecagono).

•
Se si vuole andare un po' più nel fine, e nel riposto, si può anche osservare che il rapporto fra numero delle diagonali e  numero dei lati nel pentagono è 1 e nell'ettagono è 2. La media aritmetica di questi due rapporti è 1,5. L'esagono ha 6 lati e 6 è la media aritmetica fra 5 e 7. Ebbene il rapporto fra numero delle diagonali e numero dei lati nell'esagono è 1,5.

Procedendo si trova che questo rapporto, nell'ottagono, è 2,5; nel decagono è 3,5; nel dodecagono è 4,5.

Come si vede si tratta di regolarità non essenziali, forse, alla comprensione dei concetti matematici, ma la cui scoperta rivela l'armonia profonda della matematica.

Alla tabella vista, può essere affiancata un'altra tabella come quella riportata qui, che mette in risalto il numero di diagonali "nuove" che partono dai singoli vertici e, quindi, la strategia da seguire per non commettere errori.

	numero

 vertici
	                 numero delle diagonali "nuove" per ogni vertice

	
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H
	I
	L
	M
	N

	
3
	0
	0
	0
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
4
	1
	1
	0
	0
	
	
	
	
	
	
	
	

	
5

	2
	2
	1
	0
	0
	
	
	
	
	
	
	

	
6
	3
	3
	2
	1
	0
	0
	
	
	
	
	
	

	
7
	4
	4
	3
	2
	1
	0
	0
	
	
	
	
	

	
8
	5
	5
	4
	3
	2
	1
	0
	0
	
	
	
	

	
9
	6
	6
	5
	4
	3
	2
	1
	0
	0
	
	
	

	
10
	7
	7
	6
	5
	4
	3
	2
	1
	0
	0
	
	

	
11
	8
	8
	7
	6
	5
	4
	3
	2
	1
	0
	0
	

	
12
	9
	9
	8
	7
	6
	5
	4
	3
	2
	1
	0
	0


La strategia consiste nel partire da un vertice qualunque tracciando tutte le possibili diagonali.

Se il poligono ha n vertici, dal primo scelto partono (n-3) diagonali. Si sceglie, poi, il vertice consecutivo. Da esso partono altre (n-3) diagonali "nuove".

Proseguendo il numero delle diagonali nuove diminuisce ogni volta di uno fino ad arrivare a zero.

La prima tabella descrive come varia il numero delle diagonali al variare del numero dei lati del poligono. Tutto può essere desunto dalla formula che fornisce il numero delle diagonali di un poligono di n lati.

Per trovare la formula dobbiamo considerare

•

il numero n dei vertici

•

il numero delle diagonali che partono da ogni vertice

•

il fatto che una diagonale che unisce Ai con Ai+2 unisce anche Ai+2  con Ai  (1 ≤ i ≤ n).

Siccome da ogni vertice Ai  partono (n-3) diagonali perché da Ai  non possiamo mandare diagonali né ad Ai , né ad Ai+1 , né ad Ai-1 , allora la formula è: 

	  




5 – Punto e. “Denominare triangoli e quadrilateri con riferimento alla eventuale presenza di assi di simmetria”.
Per quanto riguarda i triangoli (attività e.1) si ritrova la distinzione, vista in d.1, basata sulla lunghezza dei lati. Si potrebbero compattare le due distinzioni fondandole solo sugli assi di simmetria:

0 assi di simmetria: triangolo scaleno ed i tre lati hanno lunghezza diversa;
1 asse di simmetria:  triangolo isoscele, che ha due lati di uguale lunghezza e due angoli di uguale ampiezza;

3 assi di simmetria: equilatero, con tre lati di uguale lunghezza e tre angoli di uguale ampiezza.

Le cose non sono così semplici con i quadrilateri convessi:

0 assi di simmetria: ci sono i quadrilateri generici, i trapezi ed i parallelogrammi generici;

1 asse di simmetria : trapezio isoscele ed aquilone (deltoide);

2 assi di simmetria : rettangolo (gli assi passano per i punti medi dei lati opposti) e rombo (i due assi passano per i vertici opposti);

4 assi di simmetria: quadrato il quale, quindi è anche rettangolo e rombo.

A proposito del numero degli assi di simmetria si pone la solita questione, cioè se intenderli come “esattamente” o “almeno”. Anche qui libertà di scelta dell’insegnante con la consapevolezza delle conseguenze che ne derivano. Per non complicare eccessivamente le cose forse è conveniente intendere “1 (2) asse di simmetria nel senso di esattamente 1 (2).
Anche i quadrilateri concavi possono possedere assi di simmetria come la coda di rondine e la clessidra.

6 – Punto f. “ Consolidare il concetto di perimetro ed introdurre il concetto di area”.
Il Tangram è un gioco notissimo e ricco di potenzialità matematiche. L’ideale sarebbe che ogni bambino costruisca il suo tangram per poterlo usare liberamente.
Tutte le figure che si ottengono usando i 7 pezzi del Tangram sono equiestese e, quindi, hanno la stessa area. Il concetto di area nasce dalla relazione di equiestensione tra poligoni. Questa relazione è una relazione di equivalenza, cioè, riflessiva, simmetria e transitiva. Ogni classe di equivalenza è un’area. Con questo modo di vedere le cose l’area è una grandezza che può essere misurata. Figure anche molto diverse fra di loro possono avere la stessa area.
Siccome, con questo modo di vedere le cose, l’area non è una misura, cioè un numero, si richiedono le cautele linguistiche già richiamate a proposito del perimetro.

L’attività con il Tangram è molto efficace anche per far capire la distinzione fra perimetro ed area. 
Lo si può già vedere esaminando i singoli “pezzi” del Tangram. Per esempio i due triangoli grandi hanno la stessa area e lo stesso perimetro, come pure i due triangoli piccoli. Il triangolo medio ed i quadrato hanno uguale area, ma perimetri diversi.
Le figure, poi, che si ottengono usando tutti i 7 pezzi del Tangram hanno la stessa area, ma, in generale, perimetro diverso. E lo si vede facilmente senza fare misure.
E’ bene far notare che ogni singolo “pezzo” del Tangram può essere scelto come unità di misura di area.

Per le attività con il Tangram si può utilmente consultare

C. Colombo Bozzolo, Angela Costa e Carla Alberti, Nel mondo della geometria, volume 5 (cap. 7), Erikson (2005).

Si può giocare con il Tangram anche usando Cabri come si può vedere nell’articolo di 
L. Bardone, Il Tangram, gioco cinese rivisitato con “Cabri-géomètre II Plus” Quaderno Didattico 
N. 19 del CRDUM.
La distinzione fra perimetro ed area dei poligoni (attività f.3), oltre che con il Tangram, può essere fatta in modo significativo anche con strumenti più semplici. Basta, per esempio, disegnare un rettangolo con lati lunghi 6 cm e 4 cm, piegarlo lungo un asse di simmetria, tagliarlo in due pezzi ed unirli in modo che abbiano in comune solo un vertice. La figura ottenuta ha la stessa area del rettangolo di partenza, ma perimetro maggiore.

Questa attività potrebbe dare l’avvio ad una ricerca, impegnativa, ma interessante da proseguire anche in quinta, del tipo:

disegna due rettangoli  R e Q con queste caratteristiche: perimetro di R maggiore del perimetro di Q ed area di R maggiore dell’area di Q;

perimetro di R maggiore del perimetro di Q ed area di R uguale all’area di Q;

perimetro di R maggiore del perimetro di Q ed area di R minore dell’area di Q.

CLASSE QUINTA
1 – Punto a. “ Introdurre intuitivamente il concetto di volume”.
La parola “capacità”, ricordata nella attività a.1 è presente nei programmi del 1985: “capacità” nel primo ciclo e nelle Indicazioni didattiche; “volume/capacità” nel secondo ciclo.

Essa è completamente assente nelle Indicazioni Nazionali per la Matematica, mentre in Scienze si trova “volume/capacità”nella prima colonna del secondo biennio, e solo “volume” nella seconda colonna.
Nel Sistema Internazionale delle Unità di Misura non esiste la “capacità”, ma solo il volume. Quindi potremmo eliminarla anche dalle attività in classe.

Noi, però, l’abbiamo esplicitamente ricordata perché la parola fa parte del linguaggio quotidiano e perché continuiamo ad usare, in modo perfettamente legale, il “litro” come sua unità di misura.

Nella attività a.2 si prevede l’uso di un certo numero di cubetti uguali per costruire figure diverse fra loro. Se due figure sono costruite con lo stesso numero di cubetti uguali allora hanno la stessa estensione, sono equiestese. Dalla relazione di equiestensione di figure solide, relazione che è riflessiva, simmetrica e transitiva, nascono le classi di equivalenza. Ogni classe di equivalenza è un volume cioè il volume di tutti i solidi che stanno nella classe. L’insieme dei  volumi forma una classe di grandezze omogenee che sono misurabili.

La limitazione del volume al cubo ed al parallelepipedo è in vista delle eventuali formule per calcolarlo.

2 – Punto b. “Introdurre il concetto di poligoni isoperimetrici e di poligoni equivalenti”.
Sulle questioni di isoperimetria si può utilmente leggere l’articolo della 
C. Colombo Bozzolo “Il problema degli isoperimetri nella scuola elementare”, IMSI, settembre-ottobre 1997.

Le attività proposte in b.1 sono sufficienti per introdurre il concetto. 
Un modo per disegnare rettangoli isoperimetrici su carta quadrettata e fare scoperte interessanti consiste nel fissare una coppia di rette perpendicolari (le possiamo chiamare asse X e asse Y) e disegnare i rettangoli in modo che abbiano tutti un vertice nell’origine O degli assi, un vertice sull’asse X ed un vertice sull’asse Y. Ciascuno di essi ha il quarto vertice “libero”. Questi vertici sono disposti lungo una retta. Se indichiamo con  x e y le misure delle lunghezze dei due lati e con p la misura del semiperimetro otteniamo l’equazione
x + y = p,
cioè l’equazione della retta dei vertici liberi.

Questo fatto può essere letto anche sulla tabella della addizione. Se, per esempio, facciamo uguale a 9 il semiperimetro ci accorgiamo che tutti i 9 della tabella sono disposti lungo una retta.

Basta, poi, calcolare l’area di questi rettangoli isoperimetrici per accorgerci che essa varia e che fra essi quello che ha area massima è il quadrato, cioè il quadrilatero regolare. Il fenomeno è generale: fra tutti i poligoni isoperimetrici di n lati quello regolare ha area massima.
In modo analogo si può sviluppare una attività sui poligoni equivalenti (attività b.3), aventi, cioè, la stessa area.

Disegnando i rettangoli equivalenti come prima ci si accorge che i vertici “liberi” si dispongono lungo una curva (iperbole equilatera). Con le notazioni di prima ed indicando con  a  la misura dell’area dei rettangoli si ottiene l’equazione 
x × y = a,
cioè l’equazione di una iperbole equilatera.
Questo fatto può essere letto anche sulla tabella della moltiplicazione. Se, per esempio, poniamo 

a = 16 ci si accorge che il numero 16, nella tabella, si dispone lungo una curva che è una iperbole equilatera.

Se poi si calcola il perimetro di questi rettangoli ci si accorge che esso varia e che il quadrato è quello che ha il perimetro minimo. Anche questo fatto è generale: fra tutti i poligoni di n lati e fra loro equivalenti il poligono regolare è quello che ha perimetro minimo.
3 – Punto c. “Introdurre il concetto di simmetria assiale”.
L’obiettivo di questo punto, riprendendo le esperienze finora compiute sulle simmetrie assiali, è di introdurre, se non proprio una definizione, alcuni  elementi caratteristici di questa trasformazione:

1 - è necessario fissare una retta di riferimento (l’asse della simmetria);

2 – la simmetria è una isometria, cioè conserva le distanze fra i punti corrispondenti ( se P e Q sono due punti e P’ e Q’ i loro simmetrici, la distanza fra P e Q è uguale alla distanza fra P’ e Q’), 
3 - i punti dell’asse sono fissi, cioè coincidono con i propri simmetrici, 
4 -  gli altri punti, quelli dei due semipiani, si scambiano il posto rispetto all’asse.

La ricerca degli assi di simmetria di una figura può portare alla scoperta che i più “ricchi” sono i poligoni regolari perché hanno tanti assi di simmetria quanti sono i loro vertici. Questa è anche una possibile ed operativa definizione di poligono regolare (se mai si voglia introdurre il concetto): un poligono di n lati è regolare se ha n assi di simmetria. 
Il più “ricco” in assoluto, tra le figure limitate, è il cerchio che ne ha infiniti (tutti le rette che passano per il centro sono assi di simmetria).
E’ importante sottolineare il fatto che in una simmetria, come in ogni trasformazione geometrica, anche se  fissiamo la nostra attenzione su  una singola figura, sono interessati tutti i punti del piano.

Per la costruzione della simmetrica di una figura data rispetto ad un asse si può ricorrere anche a Cabri.

4 – Punto d. “Introdurre le rotazioni , le traslazioni e i solidi di rotazione”.
Si completa il quadro delle isometrie, anche con l’uso di Cabri. E’ bene condurre sempre i bambini a riflettere sulle attività svolte per scoprire qualche elemento caratteristico delle trasformazioni che si studiano. 
Per esempio, le rotazioni hanno un solo punto fisso, il centro e ciò è sufficiente a distinguerle dalle simmetrie assiali ed a caratterizzarle completamente. Possiamo, infatti, definire le rotazioni come le isometrie che hanno un solo punto fisso. [ Per motivi matematici si considera rotazione anche la isometria che ha tutti i punti uniti, cioè la identità, ma non è il caso di parlarne.]
Naturalmente quando in classe si vuole lavorare con le rotazioni bisognerà fissare, oltre al centro, anche il verso di rotazione e l’angolo di rotazione. Questi elementi, però, non sono necessari per definire matematicamente le rotazioni.
Esse, come abbiamo già ricordato, si possono definire anche come il prodotto, la composizione di due simmetrie assiali ad assi incidenti.

Una figura ha un centro di rotazione (attività d.2) quando esiste una rotazione, diversa dalla identità, che la trasforma in se stessa.

Hanno un centro di rotazione, per esempio, tutti i parallelogrammi (il centro è il punto di incontro delle diagonali),  tutti i poligoni regolari (il centro è il punto di incontro degli assi di simmetria) e, ovviamente, il cerchio.

Le  traslazioni non hanno punti fissi e ciò le distingue dalle simmetrie e dalle rotazioni, ma non le caratterizza completamente perché anche le glissosimmetrie (isometrie di cui non si parla mai) non hanno punti fissi. Matematicamente le traslazioni sono isometrie nelle quali i punti “viaggiano” su rette parallele e ogni retta si trasforma in una retta parallela.
Esse si possono definire anche come il prodotto, la composizione di due simmetrie assiali ad assi paralleli.

Per introdurre le traslazioni si parte da situazioni reali come il movimento di un cassetto lungo le guide, il movimento di un ascensore. 
Una traslazione si può sempre rappresentare con un “vettore” cioè con un segmento orientato nel quale la lunghezza indica di quanto trasla la figura e direzione e verso indicano la direzione ed il verso dello spostamento..

Anche per queste trasformazioni è importante sottolineare il fatto che esse interessano tutti i punti del piano.

Le rotazioni, oltre che per costruire angoli, si possono usare per presentare i solidi di rotazione:

- il cilindro si ottiene ruotando un rettangolo attorno ad un suo lato

- il cono si ottiene ruotando un triangolo rettangolo attorno ad un suo cateto

- la sfera si ottiene ruotando un semicerchio attorno ad un suo diametro.
Con queste attività si va al di fuori del piano e le rotazioni considerate non sono rotazioni attorno ad un centro, ma attorno ad una retta.

5 – Punto e. “Introdurre intuitivamente la circonferenza ed il cerchio”.
Queste due figure non vengono mai nominate, neppure indirettamente, dalle Indicazioni Nazionali. E’ vero che esse non comparivano neppure nei programmi del 1985, ma essi parlavano del numero π naturalmente legato a queste due figure.
Le Indicazioni Nazionali parlano esplicitamente di tutto ciò a livello di scuola media, ma riteniamo opportuno almeno introdurre circonferenza e cerchio anche nella scuola primaria. D’altra parte, si tratta di realtà ben note ai bambini anche dalla extrascuola.

Circonferenza e cerchio sono caratterizzati da due elementi: centro e raggio.
Una circonferenza è formata da tutti i punti del piano che hanno distanza dal centro uguale al raggio, mentre il cerchio è formato dai punti del piano che hanno distanza dal centro minore o uguale al raggio.
Fra i termini da introdurre vi è certamente quello di diametro anche in vista della misura della lunghezza della circonferenza.

Lo strumento tipico per disegnare una circonferenza è il compasso. Potrebbe, però, essere interessante far scoprire ai bambini che si può disegnare una circonferenza anche usando il righello. Basta, per questo, fissare un punto sul foglio (il centro) appoggiarvi il righello e tracciare un segmento lungo l’altra “sponda” del righello. La larghezza del righello è il raggio della circonferenza. Dopo 15-20 segmenti tracciati in questo modo, spostando ovviamente il righello, incomincia ad apparire chiaramente la circonferenza come si vede in questa figura:

                               [image: image5.wmf]
Ognuna delle rette tracciate è una tangente alla circonferenza. Un solo punto di ognuna contribuisce alla formazione della circonferenza: il punto di tangenza.

La circonferenza nasce come inviluppo delle tangenti.

Interessanti attività su questo argomento si trovano in

C. Sitia, Alla scoperta del cerchio, Quaderno Didattico N. 15-16.

6 – Punto f. “Affrontare situazioni problematiche stimolanti di carattere geometrico”.
Lungo questo commento abbiamo dato qualche esempio di problemi geometrici. Bisogna sceglierne di adatti in ogni classe e non ridurli a calcoli di perimetri e di aree.

Dovranno essere problemi di costruzione di figure assegnati certi elementi, di determinazione di un certo elemento di una figura, problemi-gioco, ecc.

I problemi devono essere sempre discussi collegialmente, per dare a ciascuno la possibilità di spiegare la sua strategia, di accorgersi di eventuali errori, di come correggerli, ecc.

Problemi geometrici interessanti si trovano su

· C. Colombo Bozzolo e M. Ferrari, Problemi di matematica per la terza, quarta e quinta elementare, Quaderno Didattico N. 18, CRDUM, 2002
· C. Colombo Bozzolo, A. Costa e C. Alberti (a cura di), Nel mondo della matematica, Vol. 2, Situazioni problematiche per alunni dai 9 agli 11 anni, Erikson, 2005

TEMA: LA  MISURA
1 – L’attività del misurare è fondamentale nella nostra vita quotidiana. Basta una breve riflessione su quello che facciamo ogni giorno per convincercene.

L’attività del misurare è indispensabile nelle scienze sperimentali come ben sottolineava Lord Kelvin: “Io affermo che quando voi potete misurare ed esprimere in numeri ciò di cui state parlando, solo allora potete sapere effettivamente qualcosa; ma quando non vi è possibile esprimere numericamente l’oggetto della vostra indagine, insoddisfacente ne è la vostra conoscenza e scarso il vostro progresso dal punto di vista scientifico”. 
L’attività del misurare ha importanza notevole nelle attività scolastiche anche perché “il misurare è da considerarsi come uno strumento conoscitivo che aumenta la possibilità di comprendere i fatti e i fenomeni” come scrivono i programmi del 1985. 
E’ bene, quindi, conoscere i fondamenti teorici sui quali si basa l’attività del misurare, ma anche i limiti di questi fondamenti. 

2- E’ necessario rendersi conto che non tutto è misurabile. Qualità come la bellezza, la bontà, ecc. che sono irrimediabilmente soggettive, non sono misurabili. Altre qualità, come l’intensità dei terremoti, sono ordinabili in una scala, ma non misurabili. Altre qualità, infine, come la lunghezza, il peso, ecc. sono misurabili.

3 – Le grandezze attualmente misurabili sono organizzate nel Sistema Internazionale di Unità. Esso prevede 7 grandezze fondamentali con relative unità di misura e precisamente 
lunghezza, con unità di misura il metro (m)

massa, con unità di misura il kilogrammo (kg)

intervallo di tempo, con unità di misura il secondo (s)
intensità di corrente elettrica, con unità di misura l’ampere (A)

temperatura, con unità di misura il kelvin (K)

intensità luminosa, con unità di misura la candela (cd)

quantità di sostanza, con unità di misura la mole (mol).

Per la matematica sono previste due grandezze supplementari:

angolo piano, con unità di misura il radiante (rad). Il radiante è l’angolo che stacca su una circonferenza con centro nel vertice dell’angolo un arco la cui lunghezza è uguale alla lunghezza del raggio della circonferenza.
angolo solido, con unità di misura lo steradiante (sr). Consideriamo dapprima un triedro. Prese tre semirette a, b , c non complanari e con lo stesso vertice V si considerano i piani individuati dalle coppie di semirette (a, b), (b, c), (c, a). Ciascuno di essi divide lo spazio in due semispazi, uno dei quali contiene la terza semiretta. L’intersezione dei tre semispazi è il triedro di vertice V.
Se prendiamo n semirette, a, b, c, d, …f, di vertice V, con n ≥ 3,a tre a tre non complanari, sempre con la condizione che ciascuno degli n piani determinati dalle coppie (a, b), (b, c)…. (d, f) lasci tutte le altre n – 2  semirette nello stesso semispazio e facciamo la intersezione degli n semispazi, si ottiene un angoloide (o angolo solido). Lo steradiante è l’ampiezza di un angoloide che sulla superficie sferica con centro nel vertice dell’angoloide e di raggio unitario determina una regione di misura (areale) unitaria.
Tutte le altre grandezze, come il peso, l’area, il volume, la velocità, ecc. sono grandezze derivate, cioè definibili a partire da quelle fondamentali. Le loro unità di misura risultano dalla moltiplicazione o divisione delle unità di misura delle grandezze definienti. Per esempio l’unità di misura della velocità è: m/s  (di solito diciamo spazio diviso tempo). 
Il Sistema Internazionale è stato legalmente adottato in Italia con la legge n. 122 del 14.4.1978 e con il D.P.R. n. 802 del 12.8.1982, espressamente ricordato nei programmi del 1985.

E’ bene, fin dalla scuola primaria, abituarsi alle regole di scrittura del Sistema Internazionale, anche se non sono dogmi:

· le unità di misura vanno scritte dopo i valori numerici e non prima e senza alcun puntino finale. Per esempio si scrive 3 kg e non kg 3;
· le unità di misura, quando non sono accompagnate da valori numerici, vanno scritte per esteso. Per esempio, si scrive alcuni metri e non alcuni m;
· le unità monetarie si antepongono alle somme indicate;

· le unità di misura vanno scritte minuscole, tranne quando si riferiscono a nomi propri.

4 – E’ bene tener presente che il confronto fra due grandezze, anche se una delle due è considerata unità di misura, non è ancora una misura, ma solo un passo per arrivarci. Dopo un confronto si potrà concludere se le due grandezze sono uguali o diverse e, in questo caso, quale delle due è maggiore.
Per eseguire una misura bisogna avere, oltre che la grandezza da misurare, una unità di misura omogenea con la grandezza e uno strumento per misurare. Al termine di questo processo si ottiene un numero che è la misura della grandezza rispetto alla unità di misura scelta.
5 – Le misure reali, vere, cioè quelle che nascono da un processo di misurazione, e non quelle dei problemi della scuola , sono sempre approssimate, cioè affette da errore che può avere cause diverse dipendenti dallo strumento o dall’operatore umano. Quando, per esempio, leggiamo che il nostro peso, su una bilancia pesa persone che riporta solo i kilogrammi, è di 70 kg l’informazione va integrata dicendo che ci potrebbe essere un errore, in più o in meno, di mezzo kilogrammo. Quindi nelle misure reali la misura non è espressa da un numero, ma da un “intervallo numerico” (ad esempio, (70 ± 0,5) kg). L’unica misura esatta è quella del  conteggio del numero degli oggetti di un certo insieme.
6 – Parlando di misure non si può evitare il discorso sugli strumenti di misura. Siccome esso è quasi totalmente assente nelle Indicazioni Nazionali, vogliamo riportare una lunga citazione dalle “Indicazioni didattiche” del tema “Scienze” dei programmi del 1985.

“La pratica di misura potrà essere attuata soprattutto in riferimento a lunghezze, volumi, capacità, tempi, pesi, temperature, in stretto collegamento con le attività di matematica, facendo inizialmente confronti diretti, individuando quindi la necessità di scegliere unità di riferimento dapprima arbitrarie e poi di convenzione generale. Per l’esecuzione delle misure si potranno usare sia strumenti già costruiti (termometri, bilance, ecc.) di uso comune, sia strumenti costruiti dagli alunni. Sarà, comunque, opportuno  applicarsi alla ideazione, progettazione, costruzione e taratura di alcuni strumenti di misura semplici (come termometri, pluviometri, bilance); ciò permetterà infatti, da un lato, di rendersi conto delle operazioni logiche e dei principi fisici connessi con il processo di misura e dall’altro della necessità di scegliere opportunamente lo strumento secondo la natura della grandezza da misurare, della sua entità e della precisione richiesta.”
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7- OSSERVAZIONI  GENERALI

Le Indicazioni Nazionali prevedono un autonomo tema “La misura” in tutti e cinque gli anni della scuola elementare e nel primo biennio della scuola secondaria di primo grado. In terza scompare il tema “La misura”, ma i suoi contenuti sono inseriti nel tema “Geometria”.
Nelle Indicazioni Nazionali per la scuola primaria non vi è nessun cenno al Sistema Internazionale di Unità. Esso viene nominato esplicitamente nel primo biennio della scuola media. E’ un peccato anche perché vi è un implicito  cenno al Sistema Internazionale nella parte di Scienze per il primo biennio della scuola primaria: “Grandezze fondamentali (lunghezza, peso, tempo) e loro unità di misura”. Il peso, però, non è una grandezza fondamentale nel senso inteso dal Sistema internazionale.
Quello che più dispiace è che le Indicazioni Nazionali contraddicono, non si sa se per ignoranza o disattenzione, le regole di scrittura raccomandate dal Sistema Internazionale. Nella seconda colonna del secondo biennio esse scrivono: “In contesti significativi attuare semplici conversioni (equivalenze) tra un’unità di misura e un’altra (tra cm e metri, tra grammi e kg…)”.

Ci voleva poco scrivere correttamente, cioè, centimetri al posto di cm e kilogrammi al posto di kg. L’educazione alla convivenza civile, al sentimento europeo, allo spirito internazionale si attua anche con l’osservanza di semplici regole di scrittura.
In attesa della edizione definitiva delle Indicazioni Nazionali ci permettiamo di indicare alcuni aspetti che potrebbero essere facilmente corretti.

Nella seconda colonna della prima elementare vi è una affermazione decisamente incomprensibile:

“Effettuare misure (per esempio di passi, monete, quadretti,ecc..), con oggetti e strumenti elementari (ad esempio la bottiglia, la tazza, ecc.).”

Passi e quadretti si prendono di solito come unità di misura, rispettivamente di lunghezza e di area,  e non si capisce come si possano effettuare “misure di passi, di quadretti”.

Delle monete non si sa che cosa misurare in prima elementare: il valore, l’area, il diametro, il peso?

Gli “strumenti elementari” indicati (la bottiglia, la tazza) non servono certo a “misurare” passi, quadretti e monete, ma, al più volumi o capacità.

Prima colonna del primo biennio: “Convenzionalità della misura”. A noi sembra che “convenzionali” siano le unità di misura e non la misura. Una volta scelta l’unità, la misura non è convenzionale.
Non ci è ben chiaro, inoltre, il significato del primo capoverso: “Lessico delle unità di misura più convenzionali”. Vuol dire che fra le unità di misura convenzionali c’è una gradazione, una gerarchia? Non ci sembra.

Seconda colonna del primo biennio: “Associare alle grandezze corrispondenti le unità di misura già note dal contesto extrascolastico”. “Grandezze corrispondenti” a che cosa? Ha più senso cambiare leggermente la frase: “Associare alle grandezze le corrispondenti unità di misura già note dal contesto extrascolastico”.

Le nostre proposte vanno un po’ al di là delle Indicazioni Nazionali. Per esempio, proponiamo di parlare del Sistema Internazionale, di misurare ampiezze angolari, perimetri ed aree di figure non poligonali, di studiare unità di misura di altri popoli o dei tempi passati.

CLASSE PRIMA
1 – Punto a. “Confrontare direttamente oggetti in relazione ad una fissata proprietà”.

Siccome gli oggetti hanno diverse proprietà prima di fare un confronto bisogna fissare la proprietà rispetto alla quale fare il confronto. Esso è diretto quando i due oggetti possono essere fisicamente accostati, come quando si confronta l’altezza di due bambini, oppure sovrapposti, come quando si confronta l’estensione di un foglio di quaderno e di un foglio di carta da pacchi. Dal confronto, che si fonda su una relazione di ordine, nasce una terminologia generale: maggiore, uguale, minore che può esprimersi in modi diversi in relazione alla proprietà esaminata. Dal confronto delle altezze, per esempio, nascono le espressioni: più alto, più basso, alto uguale, oppure più grande, più piccolo. Queste espressioni sono riportate esplicitamente nel programma di Scienze.
2 – Punto b. “Confrontare indirettamente oggetti”.
Quando il confronto diretto non è possibile, per esempio se si vuole confrontare la lunghezza di due pareti di un’aula, si ricorre ad un confronto indiretto facendo intervenire un “campione” che, ovviamente, deve essere omogeneo con i due oggetti da confrontare, cioè deve possedere la proprietà rispetto alla quale si vogliono confrontare i due oggetti.

Al termine del confronto, diretto o indiretto, si potrà stabilire se i due oggetti, rispetto alla proprietà fissata, sono “uguali” oppure quale dei due è maggiore.
Il confronto è il primo passo per arrivare ad una misura, ma non è una misura.
3 – Punto c. “Prendere coscienza che … “
Per “prendere coscienza che” si incomincia ad esaminare attributi che possono essere misurati:

· la quantità di oggetti di un insieme (insieme degli alunni, insieme dei maschi, insieme delle femmine, ecc): l’unità di misura è il numero 1 e lo strumento è il conteggio. Il numero finale è la misura della quantità di oggetti dell’insieme considerato. Il conteggio è l’unica misura esatta;

· la lunghezza di oggetti. Le unità di misura possono essere diverse: spanne, passi, lato-quadretto. Nasce, così, l’idea della arbitrarietà delle unità di misura. Tutte queste unità di misura vanno bene, ma la scelta sarà determinata dal problema che dobbiamo risolvere. Se, per esempio, dobbiamo misurare la lunghezza di una parete è più conveniente scegliere il passo come unità di misura piuttosto che la spanna o il lato quadretto, se non altro per motivo di tempo. Arbitrarietà, quindi, ma anche convenienza nella scelta della unità di misura. Lo strumento è l’applicazione delle unità scelte e il numero finale sarà la misura rispetto alla unità scelta. In situazioni di questo tipo difficilmente si potrà concludere l’attività di misurazione con una espressione del tipo: la misura della lunghezza del tal oggetto è 7 (in passi, spanne, ecc). Più facilmente si potrà concludere con una espressione del tipo: 7 (in spanne) ed un po’, oppure quasi 7 (in spanne), oppure 5 (in passi) ed una spanna con l’intervento di più unità di misura;
· l’estensione di oggetti con scelte diverse delle unità di misura come quadretti, fogli di quaderno piccolo, fogli di quaderno grande;

· la capacità di recipienti. Anche qui le unità di misura possono essere diverse e coincidere con lo strumento (misurino, bicchiere, ecc.)

CLASSE SECONDA

1 – Punto a. “Misurare lunghezze con unità di misura arbitrarie”.
L’attività a.1 è la prosecuzione della analoga attività della classe prima. La pluralità delle unità di misura e la loro eventuale combinazione sottolineano i due aspetti di arbitrarietà e di convenienza visti nel commento alla classe prima.
Conviene sempre sottolineare (attività a.2) che al termine di una attività di misurazione si ottengono dei numeri riferiti ad una o più unità di misura. Proprio questi numeri sono la misura cercata.

Importante è l’attività a.3. La misura di una proprietà non è qualcosa di assoluto, ma il valore, il numero che la esprime, dipende dalla unità di misura scelta. Sarà anche facile scoprire che più grande è l’unità di misura e più piccola è la misura che si ottiene. La misura della lunghezza dell’aula ottenuta con il passo dell’insegnante sarà minore della stessa lunghezza misurata con il passo di un bambino. Queste scoperte aiutano a pensare alla necessità di trovare unità di misura convenzionali uguali per tutti e da tutti accettate soprattutto se si vogliono comunicare ad altri le proprie misure.
2 – Punto b. “Confrontare durate temporali”.

Il confronto descritto in b.1 può anche essere solo di tipo percettivo, fondato sulla esperienza dei bambini. E’ bene, però, tener presente anche la percezione psicologica del tempo: un evento piacevole sembra sempre che duri meno di un evento noioso. Il confronto, però, può essere affidato anche all’orologio il cui uso è esplicitamente previsto nel primo biennio nei programmi di storia: “Utilizzare l’orologio nelle sue funzioni”. 
Il confronto descritto in b.2 si basa sul conteggio dei giorni e si conclude semplicemente con espressioni del tipo: “il mese di maggio è più lungo di quello di febbraio”.
Nelle Indicazioni Nazionali di storia per la prima è già presente, nella prima colonna,  il “concetto di durata e valutazione delle durate delle azioni” mentre nella seconda colonna si legge: “Utilizzare strumenti convenzionali per la misurazione del tempo e per la periodizzazione (calendario, stagioni,…)”. E’ necessaria, quindi, la collaborazione fra i titolari dei due insegnamenti.

L’uso del calendario può portare all’apprendimento della nota filastrocca: 30 giorni ha aprile, ecc. Il conteggio, per ogni mese, dei giorni di scuola e di vacanza è una delle manifestazioni del “numero come misura”.

3 – Punto c. “Misurare durate temporali con unità di misura arbitrarie”.

Se non si vuole far entrare subito in azione gli orologi per misurare durate temporali si può ricorrere alla recita, nel modo più uniforme possibile, della filastrocca dei numeri o al conteggio dei battiti delle mani, ecc.

CLASSE TERZA
1 – Punto a. “Misurare lunghezze con unità di misura convenzionali”.
Si può iniziare l’attività con una indagine sulle conoscenze che hanno i bambini sulle unità di misura e sugli strumenti di misura delle lunghezze. Questa indagine va fatta ogni volta che si incontra una nuova grandezza.
Sul significato della parola “lunghezza” ci siamo soffermati nel commento relativo alla geometria in terza.

L’unità di misura per le lunghezze nel Sistema Internazionale, come nel Sistema Metrico Decimale, è il metro (m). Nella pratica, a seconda dei problemi che si devono risolvere, si usano anche dei suoi multipli e sottomultipli particolari, cioè quelli espressi con potenze di 10 (con esponenti positivi e negativi). Nascono così i decametri ecc. ed i decimetri, i centimetri, ecc.

Può essere interessante, in collaborazione eventualmente con il docente di lingua italiana, andare alla ricerca del significato etimologico di questi nomi, tenendo presente che i vari prefissi si ritrovano in tutte le unità di misura. In questo i bambini, aiutati dall’insegnante, incominciano a rendersi conto del debito che la nostra lingua ha verso la lingua greca.
Termini e relativi simboli sono da introdurre quando se ne presenta l’occasione. Sarà facile, per esempio, parlare di kilometri ed introdurre il relativo simbolo perché i bambini lo vedono sui cartelli stradali e sul cruscotto della macchina sulla quale sono abituati a viaggiare. Bisognerà porre attenzione a distinguere i kilometri dai kilometri all’ora (km/h) che è unità di misura della velocità, una delle grandezze derivate nel Sistema Internazionale.
Abbiamo scritto “kilometro” seguendo lo Zingarelli che riporta anche il termine “chilometro”, ma rimanda a “kilometro”. La nostra Gazzetta Ufficiale riporta “kilogrammo” come unità di misura di massa. Riteniamo che l’insegnante possa usare e suggerire la forma che preferisce.
In a.2 abbiamo parlato di “misure di lunghezza di segmenti”. Questa è l’espressione è corretta, ma, forse, un po’ pesante. Si potrebbe sostituirla con “misure di segmenti” sapendo che ci si riferisce alla loro lunghezza.

Riga, righello, metro sono strumenti di misura di lunghezze nei quali sono incorporate diverse unità di misura. I rapporti fra le varie unità di misura si scoprono osservando i vari tipi di tacche e cercandone il significato. Forse non è il caso di parlare subito di frazioni decimali, stante la scelta operata dalle Indicazioni Nazionali, ma ci si può limitare ad osservare, per esempio, che lo spazio fra due tacche lunghe è diviso in dieci parti uguali da nove tacche più corte e, quindi, la distanza fra due tacche corte è 10 volte più piccola della distanza fra due tacche lunghe.
2 – Punto b. “Misurare durate temporali con unità di misura convenzionali”. 
L’unità di misura degli “intervalli di tempo” è il secondo (s). Nella CEE sono legali a tempo indeterminato anche il minuto (min) che vale 60 s, l’ora (h) che vale 3600 s e il giorno (d) che vale 86 000 s (è il giorno solare medio).
Per misurare la durata della scuola e delle vacanze (attività b.1) si fa ricorso ad una proprietà fondamentale della misura, cioè alla additività: se una grandezza è somma di due grandezze, la sua misura è la somma delle due misure 
Il legame fra le unità di misura degli intervalli di tempo non è decimale: rispetto al secondo, il minuto e l’ora hanno un legame sessagesimale (si va per potenze di 60); per il giorno entra in gioco anche il numero 24. In quarta, studiando le civiltà mesopotamiche, si possono dare i riferimenti storici perché queste unità sono un retaggio di quelle civiltà. Anche questo è un modo per introdurre l’idea che la storia di un popolo non è solo resoconto di eventi e di personaggi, ma anche descrizione delle idee e della scienza maturata nel popolo stesso.
Per le attività di b.2 è ovvio che bisogna usare l’orologio come strumento di misura degli intervalli di tempo. La sua utilizzazione è esplicitamente prevista anche nel tema “Storia” per il primo biennio. In terza noi ci limitiamo all’uso dell’ora, con le sue eventuali suddivisioni frazionarie di uso comune, e dei minuti, rimandando alla quarta la introduzione dei secondi. Se l’insegnante lo ritiene opportuno può già introdurli in terza. 
Sugli orologi si può impiantare una ricerca storica che può andare dalle popolazioni primitive fino ai nostri giorni o, per lo meno, dagli orologi solari a quelli digitali.
Un libro interessante sugli orologi è “Orologi solari, da usare e da leggere” di P. Pizzamiglio, Editrice La Scuola, Brescia, 2004.

3 . Punto c, “Misurare pesi con unità di misura convenzionali”.
Le Indicazioni Nazionali nel tema “Scienze” per il primo biennio elencano fra le grandezze fondamentali, insieme alla lunghezza ed al tempo, anche il peso. Ora se “fondamentale” significa semplicemente “importante” non c’è nessuna difficoltà ad ammettere che il peso sia una grandezza fondamentale; se, invece, “fondamentale” va preso in senso tecnico come nel Sistema Internazionale, bisogna dire che mentre lunghezza e intervalli di tempo sono grandezze fondamentali, il peso non lo è. Esso è  una grandezza derivata cioè definita usando la massa, l’intervallo di tempo e la lunghezza. La sua unità di misura è il Newton (N). Grandezza fondamentale, invece, è la massa la cui unità di misura è il kilogrammo (kg). Le Indicazioni Nazionali non parlano mai di massa, ma solo di peso. La distinzione fra queste due grandezze, nel tema “Scienze”, è presentata nel primo biennio della scuola secondaria di primo grado. Anche noi, quindi, parliamo solo di peso. Certo non possiamo usare il Newton come unità di misura. Seguendo la tradizione scolastica e il linguaggio comune parleremo di peso prendendo come unità di misura il kilogrammo con i suoi multipli e sottomultipli particolari, cioè quelli espressi con potenze di 10 (con esponenti positivi e negativi). E’ da ricordare che il quintale è fuori legge dal 1981, mentre è legale a tempo indeterminato l’uso della tonnellata (t).
In generale gli strumenti per pesare oggetti sono noti ai bambini perché si trovano in tutte le case. Forse sarà il caso di accennare esplicitamente alle pese pubbliche di cui difficilmente i bambini hanno esperienza diretta.

L’attività c.2 mira a scoprire una caratteristica degli strumenti di misura: la portata, cioè il massimo peso che può essere misurato da uno strumento.

Prima di effettuare misure di peso di oggetti vari (attività c.3) è bene chiedere che i bambini facciano delle “stime” da verificare, poi, con gli strumenti.

Per quanto riguarda le unità di misura (attività c.4) la situazione è un po’ anomala dal punto di vista linguistico. Mentre per le lunghezze tutte le unità sono fondate sulla unità fondamentale, il metro, per i pesi la stessa unità fondamentale è basata sulla parola “grammo”. Non possiamo farci niente e sarebbe un errore concludere che l’unità fondamentale è il “grammo”. La tonnellata, inoltre, dal punto di vista linguistico non ha alcun rapporto con il “grammo” (neppure il quintale che, però, è fuori uso).
4 – Punto d. “Introdurre alcuni elementi del Sistema Internazionale”.
Questo è un discorso che va iniziato in terza, dato che se ne presenta l’occasione, ma va continuato anche nel secondo biennio ampliandolo adeguatamente in collegamento con le scienze.

Certamente si può parlare della esistenza di questo Sistema Internazionale che è stato elaborato dalla Conferenza Generale dei Pesi e Misure alla quale aderiscono molti Paesi fra cui l’Italia.
Il motivo che ha spinto ad elaborare questo sistema è stata la necessità di avere un linguaggio comune in modo che gli scienziati potessero capirsi fra di loro.
Non sappiamo se è il caso di fare un “excursus storico” sulla diversità e frammentazione delle unità di misura anche a livello scientifico. Forse è meglio rimandarlo al secondo biennio.

Certamente, però, si devono illustrare le regole di scrittura richieste dal Sistema Internazionale e cercare di osservarle. E’ vero che dalle Indicazioni Nazionali ci viene un cattivo esempio dato che nel tema”Misura” per il secondo biennio scrivono: “In contesti significativi attuare semplici conversioni (equivalenze) tra un’unità di misura e un’altra (tra cm e metri, tra grammi e kg,…), ma è ben noto che i cattivi esempi non vanno seguiti.
Informazioni precise e più che abbondanti sul Sistema Internazionale si trovano nel libro di M. Fazio e nel volumetto di Fontana e Ghiandoni citati nella bibliografia iniziale.

5 – Punto e. “Avviare lo studio di alcune problematiche relative alle misure”.
E’ un primo momento di riflessione sulla attività del misurare. 
Con e.1 ci si deve rendere conto che non tutto può essere misurato. Per esempio, per la bellezza e la bontà non abbiamo unità di misura e strumenti di misura. Il giudizio è sempre soggettivo e varia da persona a persona.

Fra le qualità non misurabili ce ne sono alcune che possono essere disposte in una scala ordinale. Celebri sono le scale della intensità dei terremoti: quella di Giuseppe Mercalli (1850-1914) che assegna un grado agli effetti che il terremoto produce sull’ambiente e quella di Charles Francis Richter (1900-1985) che fornisce una valutazione obiettiva (magnitudo) della quantità di energia liberata dal terremoto. Queste qualità non sono misurabili perché ad esse manca la proprietà fondamentale della additività. Due terremoti, uno di magnitudo 4 e l’altro di magnitudo 5 non fanno in nessun modo un terremoto di magnitudo 9.
Ci sono poi qualità, come le lunghezze, le aree, le masse, ecc., che si possono misurare. Queste qualità vengono chiamate dai matematici “grandezze omogenee”, cioè grandezze che possono essere addizionate, e l’addizione ha le solite ben note proprietà, e possono essere confrontate con una relazione di ordine totale che è anche archimedea (non esiste una grandezza più grande di tutte le altre). La presenza della addizione e dell’ordine rende misurabili queste grandezze. 

Per poterle effettivamente misurare occorre una unità di misura ad esse omogenea,  uno strumento per misurare ed un processo di misurazione.
Lo strumento, alla fine del processo di misurazione, fornisce un numero, o un intervallo numerico, che è la misura della grandezza rispetto alla unità di misura scelta e incorporata nello strumento.

CLASSE QUARTA
1 – Punto a. “Introdurre il Sistema Metrico Decimale”.
Le Indicazioni Nazionali prevedono esplicitamente, per il secondo biennio, di “familiarizzare con il sistema metrico decimale”. Esso è il progenitore del Sistema Internazionale ed è nato nel 1795 a Parigi con l’intento di unificare le svariate unità di misura che popolavano le varie province francesi e, in generale, di tutta l’Europa. All’inizio il sistema metrico decimale aveva tre unità di misura: il metro per le lunghezze, il kilogrammo per le masse ed il litro per i volumi. Con successivi allargamenti e cambiamenti, anche nella definizione delle unità di misura, si è giunti al Sistema Internazionale. Notizie storiche sul Sistema metrico decimale si trovano nel volumetto di Fontana e Ghiandoni citato in bibliografia.
2 – Punto b. “Misurare lunghezze”.
Anche gli strumenti per misurare lunghezze, righello, riga, metro, hanno una portata massima, cioè la massima lunghezza che possiamo misurare senza riportare più volte lo strumento, ed una portata minima, al di sotto della quale lo strumento non può misurare. Per esempio con il righello non possiamo misurare lo spessore di una foglio di quaderno.
Quando la lunghezza supera la portata dello strumento esso deve essere riportato più volte con i problemi che nascono sul come riportarlo, come posizionarlo, ecc. In situazioni di questo tipo interviene in modo essenziale la additività della misura.
La precisione dello strumento dipende dalla più piccola unità di misura incorporata. Con il righello la misura sarà precisa al millimetro, con un micrometro sarà precisa al millesimo di millimetro, con un metro potrà essere precisa al centimetro (o al millimetro). Siccome in una classe completa di grandezze omogenee, come sono le lunghezze, le aree ed i volumi, non esiste la grandezza minima, allora non può esistere l’unità di misura minima. Come conseguenza si ha che nessun strumento può essere preciso. Uno strumento potrà essere più preciso di un altro, ma non sarà mai preciso.
E’ importante che i bambini si rendano conto (attività b.5) che ogni misura reale, effettiva è sempre approssimata e quindi si commette un errore. Ci sono errori accettabili ed altri no.

Per esempio nel misurare la lunghezza dell’aula è accettabile l’errore di un centimetro, ma non di un metro; nel misurare la lunghezza dell’autostrada del sole è accettabile l’errore di un metro (e anche qualcosa in più), ma non di un kilometro.
Gli errori possono avere cause diverse e, quando le misure si ottengono da calcoli, si propagano. Sugli errori c’è tutta una teoria che non è il caso di affrontare qui. 
Al proposito consigliamo la lettura del capitolo 8 di
AA.VV., Geometria, Quaderno N. 2, come pure
C. Sitia, La misura nella scienza, parte seconda, Strumenti di misura ed errori di misurazione, IMSI, Novembre-Dicembre 1989.

Per conoscere la misura del perimetro di un poligono (attività b.3) non sempre è necessario misurare effettivamente la lunghezza dei suoi lati. Talvolta si può ricorrere al calcolo. Così la misura del perimetro di un quadrato è 4l, se l è la misura della lunghezza di un lato.

Certo bisogna che i bambini imparino a eseguire delle equivalenze (attività b.4), ma non è il caso di insistere troppo e, soprattutto, è bene agganciarsi a situazioni concrete.

3 – Punto c. “Misurare aree”.
Nel gioco del Tangram (attività c.1) tutte le figure ottenute con i 7 pezzi hanno la stessa area. Ciascuno dei 7 pezzi può essere assunto come unità di misura dell’area della figura. In questo modo nasce l’idea che anche per le aree la scelta delle unità di misura è libera.
Bisogna, però, arrivare presto alle unità convenzionali, passando attraverso i quadretti di varia dimensione facilmente identificabili sulla carta millimetrata (attività c.2). In questo modo si incomincia a intuire che il rapporto fra una unità e quella immediatamente più grande (o più piccola) è basato sul numero 100.

In quarta possiamo fermarci al calcolo diretto, usando quadratini, dell’area del rettangolo e del quadrato con la scoperta delle relative formule.

La formula dell’area del rettangolo:  A = b × h  è passibile di due interpretazioni.

Formula dell’area pensata come grandezza: allora b  ed  h  sono le lunghezze dei lati del rettangolo.

Formula della misura dell’area: allora b  ed  h sono le misure delle lunghezze dei lati.
4 – Punto d. “Misurare durate temporali”.
Si può riprendere l’indagine consigliata per la terza facendo, anzitutto, una ricognizione degli orologi usati dai bambini o, comunque, conosciuti dai bambini. Il consiglio di usare Internet per fare una ricerca, anche di carattere storico, sugli strumenti per misurare il tempo, rientra nel tema “Tecnologia e informatica”.

5 – Punto e. “Misurare pesi”.
Il discorso sugli strumenti di misura e sulle possibili proprietà non è molto frequente nelle nostre classi, ma ha una sua importanza anche perché queste proprietà possono essere in conflitto fra di loro. Qui facciamo un discorso non limitato agli strumenti di peso.
Della portata abbiamo già detto. Qui possiamo aggiungere che la portata dipende dall’obiettivo per cui lo strumento è stato costruito. Una bilancia per pesare bambini piccoli ha la portata di 5 kilogrammi; quella per pesare gli adulti di solito arriva fino a 120 kilogrammi, mentre la pesa pubblica registra anche decine di tonnellate.

Bisogna rispettare la portata se non si vuole rovinare lo strumento.

Una proprietà è la prontezza. Il termometro clinico classico, quello a mercurio, è molto lento (ci vogliono 5 minuti per ottenere la risposta), mentre la bilancia del droghiere è pronta perché la sua risposta è quasi immediata. Lenta, invece, è la bilancia dell’orefice. La prontezza di uno strumento è il tempo che esso impiega a dare la risposta, a fare la misura.
Un’altra  proprietà è la sensibilità. Essa consiste nella capacità dello strumento di registrare le variazioni. Più piccole sono le variazioni che lo strumento registra e maggiore è la sua sensibilità.

Per esempio, la bilancia dell’orefice e quella del farmacista sono molto sensibili, la pesa pubblica certamente no. Un termometro clinico classico ha la sensibilità di un decimo di grado (non registra variazioni inferiori), un righello ha la sensibilità di un millimetro. In genere più uno strumento è sensibile e minore è la sua prontezza.
Le possibili caratteristiche di uno strumento di misura sono ben illustrate nell’articolo:

C. Sitia, La misura nella scienza, parte seconda, Strumenti di misura ed errori di misurazione, IMSI, Novembre-Dicembre 1989.

6 – Punto f. “Misurare ampiezze angolari”.
Già abbiamo descritto, nel commento al tema “Geometria” come confrontare le ampiezze angolari.

L’unità di misura degli angoli piani nel Sistema Internazionale è il radiante (rad) che è l’angolo col vertice nel centro  di una circonferenza e che sottende un arco di lunghezza uguale alla lunghezza del raggio.
E’ ammesso, però, come legale a tempo indeterminato anche il grado sessagesimale (°) che è uguale a  (π/180)rad, con i sottomultipli: minuto primo (‘ ) e minuto secondo (“) di angolo.
Ammesso è anche il grado centesimale (gon) che è uguale a (π/200)rad.

Il radiante vale poco più di 57 gradi sessagesimali.

Quando si utilizza il radiante come unità di misura l’ampiezza dell’angolo retto vale  π/2 e quella dell’angolo piatto vale π.

Il grado sessagesimale come unità di misura degli angoli risale ai Babilonesi ed era legato alla misura del tempo. Si dice sessagesimale perché basato sulle potenze di sessanta: un minuto primo di angolo era la sessantesima parte del grado ed il minuto secondo era la sessantesima parte del minuto primo. Studiando la storia del Babilonesi si possono vedere anche questi elementi della loro cultura scientifica che sono giunti fino a noi e che noi ancora usiamo.
Lo strumento per misurare ampiezze angolari è il goniometro o rapportatore. Spesso essi riportano sia il grado sessagesimale che il grado centesimale.

CLASSE QUINTA
1 – Punto a. “Misurare lunghezze in situazioni diverse e perimetri anche di figure non poligonali”.
L’attività a.1 è una specie di incursione della matematica nella geografia per dare un senso matematico ad alcune attività di geografia. Nelle Indicazioni Nazionali per la geografia (secondo biennio) si legge: “La rappresentazione cartografica: scala grafica e numerica” e, nella seconda colonna, “Risolvere problemi, utilizzando e leggendo grafici, carte geografiche a diversa scala” ed anche “Calcolare distanze su carte, utilizzando la scala grafica e/o numerica”. Il concetto di “scala” è tipicamente matematico e legato alle similitudini cioè alle trasformazioni nelle quali le lunghezze vengono moltiplicate per un fattore costante maggiore di zero. Se questo fattore, la scala, è minore di 1 si ha un rimpicciolimento, se è maggiore di 1 si ha un ingrandimento (è la terminologia dei programmi  del 1985). Se il fattore di scala è 1 si hanno le isometrie. Delle similitudini parlano solo le Indicazioni Nazionali per la scuola secondaria di primo grado. Niente, però, impedisce che l’insegnante ne parli nel contesto delle misure. Elementi minimi di teoria sulle similitudini si trovano in 
AA.VV., Geometria, Quaderno N. 2 
C. Colombo Bozzolo – A. Costa – C. Alberti (a cura di), Nel mondo della geometria, vol. 4, Le trasformazioni geometriche. L’utilizzo dei software dinamici, (2004) Erikson .

L’attività a.2 permette di fare il punto su tutte le unità di misura di lunghezza usate finora e di riflettere su due cose:

· ogni unità di misura per le lunghezze può essere usata per fare qualsiasi misura di lunghezza. Se vogliamo, possiamo misurare in millimetri la distanza Roma-Milano;

· è conveniente, però, scegliere ogni volta delle unità adatte in modo da ottenere come misura dei numeri “ragionevoli”. Allora per la distanza Roma-Milano sceglieremo i kilometri. Ci sembra sia questo il senso della affermazione delle Indicazioni Nazionali “Ipotizzare quale unità di misura sia più adatta per misurare realtà diverse (la distanza Roma-New York, la circonferenza di un anello)”.
Qualche bambino potrebbe sollevare il problema delle “grandi distanze” cioè delle distanze astronomiche. Nel linguaggio comune, ma anche nel linguaggio scientifico divulgativo, si è soliti parlare di anno-luce cioè della distanza che la luce percorre in un anno. Un anno luce è uguale a
9,46x1015m che è un numero enorme. L’anno luce, però, è fuori legge dal primo ottobre 1981.

Misurare la lunghezza di linee curve, aperte o chiuse (attività a.3), è indubbiamente interessante non tanto per il risultato cui si può pervenire, quanto per le strategie che possono essere messe in atto.
L’idea è che queste linee devono essere “rettificate” cioè, in qualche modo, trasformate in un segmento per poter essere misurate.

Una strategia, poco matematica, ma efficace e convincente, è quella di distendere sulla curva, con la maggior precisione possibile, uno spago, rettificare lo spago e misurarne la lunghezza.
Si può anche ricorrere al curvimetro, cioè ad una ruota graduata da far scorrere sulla curva. 
L’altra strategia, tipicamente matematica, è quella di approssimare la curva con delle poligonali la cui lunghezza si avvicini sempre più a quella della curva. Naturalmente gli estremi dei segmenti della poligonale devono stare sulla curva. Più corti, ma non necessariamente uguali, sono i lati della poligonale e migliore è l’approssimazione della lunghezza della curva.
Fra le curve da misurare possiamo includere anche la circonferenza. La rettificazione può essere fatta con la strategia dello spago, con quella del curvimetro o con quella del rotolamento di un disco di cartone su un retta facendogli compiere un giro completo. In questo modo si “rettifica” la circonferenza e la misura avviene in centimetri. 
E’ tradizione, però, misurare la lunghezza di una circonferenza prendendo come unità di misura la lunghezza del suo diametro. Per giustificare questa scelta bisogna far vedere ai bambini, mostrando diversi esempi, che queste due lunghezze sono proporzionali almeno nel senso intuitivo che aumentando la lunghezza del diametro aumenta la lunghezza della circonferenza. Fatto ciò e rettificata la circonferenza si confronta la sua lunghezza con quella del diametro scoprendo che essa è compresa fra 3,1 volte e 3,2 volte quella del diametro. Scegliendola come unità di misura, la misura della lunghezza della circonferenza è compresa fra 3,1 e 3,2. Questo risultato è importante perché presenta un caso interessante di una misura che non è espressa da un numero, ma da un intervallo numerico. Non solo, ma è anche una occasione per parlare di approssimazioni decimali per difetto e per eccesso.
L’insegnante può anche presentare le approssimazioni 3,14  e  3,15 che sono migliori delle precedenti e riducono l’errore a meno di un centesimo.

L’insegnante può anche introdurre esplicitamente il numero π e scrivere la formula della lunghezza della circonferenza:  C = π d  (d è la lunghezza del diametro).

Se vogliamo, invece, la formula della misura della lunghezza della circonferenza dobbiamo scrivere:  C = π  (la misura di d  rispetto a d è 1).

Su questo argomento si può utilmente consultare il Quaderno didattico n. 15-16 (articolo della C. Colombo Bozzolo su “La misura in geometria: perimetro e area dei poligoni e dei non poligoni) e il volume 5 de “Nel mondo della geometria. La misura” citato in bibliografia.

2 – Punto b. “Misurare aree”.
In quinta vanno “conquistate” le formule per il calcolo dell’area e della sua misura delle figure nominate in b.1. I metodi sono quelli tradizionali e si trovano su tutti i sussidiari. Con il metodo del “taglia e incolla” si trasforma un parallelogramma in un rettangolo e si trova subito la formula dell’area. Con la tecnica del raddoppio si trovano le formule dell’area del trapezio, del rombo e del triangolo. E’ interessante scoprire che la formula del rombo (prodotto delle diagonali diviso 2) si applica a tutti i quadrilateri, anche non convessi, che hanno le diagonali perpendicolari.
L’attività b.2 è analoga alla a.3 delle lunghezze. E’ conveniente usare carta quadrettata nella quale si possono mettere in risalto quadrati di lato diverso. Si può introdurre l’idea di area interna di una figura, data dalla somma dell’area dei quadratini interamente contenuti nella figura, e di area esterna data dalla somma dell’area di tutti i quadratini che contengono almeno un “pezzo” della figura. La sua area è compresa fra quella interna e quella esterna. E’ facile  scoprire, facendo qualche conto, come, diminuendo le dimensioni dei quadratini, diminuisce la differenza fra le due aree e ci si avvicina sempre più all’area della figura che è compresa fra le due.
Utili suggerimenti si trovano nel già citato articolo della C. Colombo Bozzolo del Quaderno Didattico 15-16.

Tra le figure non poligonali un posto a parte merita il cerchio. Per determinare la sua area usando come unità di misura il quadrato del raggio si può, in prima approssimazione, ricorrere alla tecnica del “ricoprimento”. Si vede, così, che l’area del cerchio è minore di 4 quadrati. Tracciando una diagonale in ogni quadrato ci si accorge subito che l’area del cerchio è maggiore di due quadrati. Indicando con D la misura dell’area del cerchio e con r2 quella del quadrato del raggio si può scrivere:  2 r2 < D < 4 r2.
Con un po’ di pazienza, ma senza molta precisione, si può migliorare l’approssimazione per difetto con 3 r2. Per trovare approssimazioni migliori, per difetto e per eccesso, si può ricorrere alla tecnica delle “pesate” dopo aver ritagliato cerchio e quadrati da uno stesso materiale. Con questa tecnica si arriva facilmente alla prima cifra decimale e, se la bilancia è abbastanza sensibile, anche alla seconda.

La cosa più importante dal punto di vista concettuale è di rendersi conto che tutte queste misure sono approssimate.

Queste attività sono ben descritte anche nel Quaderno didattico N 2 citato in bibliografia.

Per l’attività b.3, i bambini, nella vita di classe, usano, di solito, millimetri, centimetri e decimetri quadrati; per misurare l’area dell’aula o della propria casa si ricorre ai metri quadrati. Lo studio della geografia aiuta a introdurre sensatamente i chilometri quadrati.

3 – Punto c. “Misurare volumi”.
Si può fare una ricognizione delle unità di misura scritte sui contenitori di bevande o di medicinali e scoprire che si usano i cc (centimetri cubici) ed i ml (millilitri). L’acqua corrente della casa, come anche il gas usato per il riscaldamento, sono misurati in metri cubi. La benzina, invece ed anche il gasolio da riscaldamento sono misurati in litri.
Il litro, come unità di misura di volume, ha valore legale a tempo indeterminato ed è uguale ad un decimetro cubo.

Per le formule del volume ci si può fermare a quella del cubo anche se le Indicazioni Nazionali dicono di “determinare in casi semplici […] volumi delle figure geometriche conosciute”

4 – Punto d. “Conoscere i sistemi di unità di misura”.
Le unità di misura locali (attività d.1) fanno parte della nostra storia ed è doveroso conoscerle anche perché spesso sono ancora usate. L’area dei campi, per esempio, raramente viene misurata in metri quadrati; di solito si ricorre ancora oggi alle unità di misura locali. Per esempio, in diverse province della Lombardia (Milano, Pavia, Lodi) si usa  la “pertica”, anche se assume valori leggermente diversi nelle tre province. E’ da notare che la parola “pertica”, nel linguaggio comune, si riferisce alla lunghezza (la pertica della palestra, alto come una pertica) ed era una unità di misura lineare per i Romani (1 pertica = 10 piedi = 2,945 m). 
Non è una unità di misura locale, ma è bene conoscere anche l’ettaro (10 000 m2) ancora largamente usata quando si parla, per esempio, di aree coltivabili.

In connessione con lo studio della storia dei popoli antichi si possono scoprire le unità di misura da essi utilizzate (attività d.2), almeno quelle del popolo romano. Notizie interessanti al proposito si trovano nel volume di Fontana e Ghiandoni citato in bibliografia e nei volumi di C. Colombo Bozzolo, A. Costa e C. Alberti pure citati in bibliografia..
Non è male conoscere anche unità di misura usate nel commercio, come l’oncia per l’oro (già usata dai Romani), il carato per i diamanti, o da altri popoli come il gallone (capacità), il piede (lunghezza) ecc.

In quinta si può anche approfondire le conoscenze del Sistema Internazionale (attività d.3) anche in collegamento con i programmi di Scienze nei quali si parla di temperatura, energia elettrica, luce, ecc.

Con l’attività d.4 si propone di studiare l’euro come unità monetaria: la sua storia, le nazioni che l’hanno adottato, la sua articolazione in monete e banconote ed il loro valore, i rapporti con le nostre vecchie lire e con altre monete come il franco svizzero, la sterlina, il dollaro, ma anche i rapporti fra il mondo degli euro e quello dei numeri decimali.  
Le trasformazioni tra unità di misura (attività d.5) hanno senso quando le grandezze in gioco sono puramente teoriche. E’ vero, per esempio, che  1 km = 1000 m, ma se un cartello stradale mi avverte che la distanza fra Pavia e Milano è di 34 km non posso concludere che questa distanza è di 34 000 m perché l’indicazione del cartello stradale riguarda solo i kilometri ed ha completamente trascurato, perché non interessanti, i metri.
TEMA : INTRODUZIONE AL PENSIERO RAZIONALE
1 – Questo tema compare in tutte le classi del primo ciclo scolastico (scuola primaria e scuola secondaria di primo grado) con questa differenza, che non pare rilevante: nella scuola primaria è sempre al quarto posto mentre in quella secondaria è sempre collocato all’ultimo posto.

2 – Questo è un tema tipicamente trasversale che si sviluppa mentre si studiano gli altri temi. Questo carattere è esplicitamente sottolineato dalle Indicazioni Nazionali: il tema è da “coordinare in maniera particolare con tutte le altre discipline nelle attività educative e didattiche unitarie promosse”.

Anche questo commento è da leggere tenendo presente il commento agli altri temi perché introduciamo termini, spiegazioni, precisazioni riguardanti gli altri temi.

3 – In questo tema sono previste attività da sempre svolte nelle classi elementari, come classificazioni,  seriazioni e relazioni, ma ci sembra che l’accento sia posto sugli aspetti linguistici. Nel primo biennio, infatti, si sottolinea “Linguaggio: le terminologie relative a numeri, figure e relazioni” e nel secondo “Lessico ed espressioni matematiche relative a numeri, figure, dati, relazioni, simboli, ecc.”. 
Anche le scomparse “Raccomandazioni” nel commento a questo tema sottolineano come aspetti rilevanti l’acquisizione di queste conoscenze ed abilità:

· formarsi di un linguaggio matematico, nei suoi diversi aspetti, verbale e simbolico;
· acquisire consapevolmente le forme del ragionamento verbale.

Certo l’acquisizione di un linguaggio preciso, anche tecnico e simbolico, è importante, ma deve essere graduale, motivata e non soffocante.
E’ anche importante, ed è previsto dal nostro tema, rapportare termini del linguaggio comune con quelli matematici per confrontarne il significato.

4 – Sono previsti aspetti decisamente interessanti  da sviluppare adeguatamente nelle attività in classe. Ricordo, per esempio, 

- il racconto, con parole appropriate, di esperienze fatte in contesti diversi;

- l’individuazione di analogie e differenze nelle situazioni studiate;

- la discussione sui problemi, dalla analisi del testo alla significatività dei dati, dalla soluzione alle strategie risolutive;

-  la formulazione di ipotesi e la loro verifica attraverso esempi.

5 – Bibliografia minima.

AA.VV., Logica e informatica, Quaderno didattico N. 3, CRDUM
C. Colombo Bozzolo, Primi elementi di logica – Insiemi – Relazioni, Editrice La Scuola, Bs 1993

C. Colombo Bozzolo, Logica – Insiemi – Relazioni. Proposte didattiche, Editrice La Scuola, Bs 1993

Per la prima e la seconda elementare:

M. Ferrari, Obiettivi e contenuti: classe prima. Logica -  Statistica – Problemi, IMSI gennaio 2001.

M. Ferrari, Obiettivi e contenuti: classe seconda. Logica, IMSI settembre 2002
M. Ferrari (a cura di), Insegnare matematica in prima elementare: Una proposta. Parte prima, IMSI, gennaio 2004. (Attività di classificazione)

M. Ferrari (a cura di), Insegnare matematica in prima elementare: Una proposta. Parte terza, IMSI, luglio 2004. (Attività di seriazione)

OSSERVAZIONI GENERALI

1 – Le Indicazioni Nazionali per il secondo biennio scrivono, nella prima colonna, “Lessico ed espressioni matematiche relative a numeri, figure, dati, relazioni, simboli, ecc.”

Dobbiamo confessare che non siamo riusciti a capire quali potrebbero essere le “espressioni matematiche relative a relazioni, simboli”. 
Una espressione di questo tipo potrebbe essere: a + b = b + a, cioè l’espressione simbolica della proprietà commutativa della addizione. Essa coinvolge simboli e riguarda la relazione di uguaglianza. Non pensiamo, tuttavia, che questa fosse l’intenzione degli estensori delle Indicazioni Nazionali dato che non chiamano mai con il loro nome le proprietà delle operazioni e che prevedono solo per la terza media la “Scrittura formale delle proprietà delle operazioni”.

Neppure ci risulta chiaro quali possano essere le “espressioni matematiche relative a figure”.

Sono le formule del perimetro, dell’area, del volume? Se si, perché non dirlo esplicitamente; se no che cosa sono queste espressioni matematiche?

Non si capisce la diversità fra le due attività previste nel secondo biennio (seconda colonna): “Verificare, attraverso esempi, una congettura formulata” e “Verificare, attraverso esempi, una ipotesi formulata”. 
In matematica la parola “ipotesi” assume due diversi significati:

· una affermazione già acquisita che si pone a fondamento, in un teorema, della dimostrazione di un’altra proposizione (la tesi);

· una affermazione che non si è ancora in grado di dimostrare e che potrebbe essere verificata o smentita. E’ una ipotesi, per esempio, che siano infinite le coppie di numeri primi gemelli.
La parola “congettura” è sinonimo di “ipotesi” in questo secondo senso. Celebre è, per esempio, la “congettura” di Golbach sulla possibilità di scrivere ogni numero pari maggiore di 2 come somma di due numeri primi. 
Contrariamente ai programmi del 1985 ed a quelli previsti in Matematica 2001, nelle Indicazioni Nazionali non vi è alcun cenno ai connettivi logici. Essi compaiono solo nelle Indicazioni Nazionali per la terza media: “Dal linguaggio naturale al linguaggio formale: le proposizioni e l’introduzione dei connettivi logici non, et, vel”.

Riteniamo poco felice questa scelta ed anche in contrasto con lo stesso tema che, per il primo biennio, prevede: “Acquisire la consapevolezza della diversità di significato tra termini usati nel linguaggio comune e quelli del linguaggio specifico” e tra questi termini vi sono certamente i tre connettivi logici nominati. E’ in contrasto con lo stesso tema che, nel secondo biennio, richiede di “classificare oggetti, figure, numeri, in base ad una/due o più proprietà date”. Per eseguire classificazioni in base a due proprietà è giocoforza far entrare in scena i connettivi binari “e” oppure “o”.

Ad ogni modo noi abbiamo inserito, in quinta, le prime riflessioni su questi connettivi.

CLASSE PRIMA
1 – Punto a. “Classificare in base ad una assegnata proprietà”.

Le attività proposte invadono un po’ tutti i campi: la vita quotidiana della classe, la lingua, le scienze, l’aritmetica, la geometria, con l’aggiunta di monete e banconote (euro). Un aiuto può certamente venire dall’ articolo del gennaio 2004 citato in bibliografia.
Val la pena di sottolineare che la proprietà scelta per fare una classificazione deve essere “oggettiva”, cioè non presentare ambiguità di interpretazione. Per esempio, proprietà come “essere alto”, “essere bello” ecc. non danno origine a nessuna classificazione. In base alla classificazione gli oggetti possono essere ripartiti in due gruppi (ed allora può già spuntare il connettivo “non”)  o anche in un numero maggiore. Per esempio, nella attività a.3, se vogliamo limitarci ai numeri da 0 a 20, la proprietà “avere lo stesso numero di cifre” ripartisce i numeri in due classi: in una ci vanno i numeri da 0 a 9 e nella seconda i rimanti numeri. Con gli stessi numeri, la proprietà “terminare con la stessa cifra” fa nascere addirittura dieci classi. 
Se viene introdotta la distinzione fra “pari” e “dispari”, che noi prevediamo in seconda, i numeri possono essere classificati in “pari” e “dispari”.

Per quanto riguarda le “figure” notiamo che la parola non viene usata nel tema “Geometria” dove si parla solo di “oggetti piani o solidi”, ma viene usata in “Arte ed immagine”.

Per operare una classificazione è necessario stabilire una relazione fra gli oggetti. Essa, però, può dare origine ad una classificazione solo se è una relazione di equivalenza, cioè una relazione riflessiva: ogni “oggetto” è in relazione con se stesso;

simmetrica: se l’ “oggetto” x è in relazione con l’ “oggetto y  allora l’ “oggetto” y è in relazione con l’ “oggetto” x;
transitiva: se l’ “oggetto” x è in relazione con l’ “oggetto” y e l’ “oggetto” y è in relazione con l’ “oggetto” z  allora l’ “oggetto” x è in relazione con l’ “oggetto” z.
Una relazione di equivalenza ripartisce tutti gli “oggetti” in classi di equivalenza fra loro disgiunte, cioè senza “oggetti” in comune. In ogni classe si mette un “oggetto” e tutti quelli ad esso equivalenti. Spesso a queste classi i matematici assegnano un nuovo nome perché si tratta di nuovi “oggetti” matematici. E’ il caso, per esempio, della lunghezza dei segmenti, dell’area dei poligoni, della direzione delle rette.
2 – Punto b. “Rappresentare le classificazioni eseguite”.

Le rappresentazioni servono per rendere più evidenti ed immediatamente intuibili le classificazioni operate. Le figure stilizzate possono essere particolarmente efficaci nel rappresentare la classificazione maschi-femmine. L’uso dei recinti non richiede assolutamente di parlare di insiemi.
3 - Punto c. “Scoprire la proprietà che ha generato una classificazione”.
E’ il problema inverso: si presenta la classificazione ed i bambini devono scoprire la proprietà che l’ha generata. E’ più difficile, ma aiuta i bambini a riflettere ed a giustificare le proprie scelte. 
Può essere una buona occasione per stimolare i bambini a fare congetture, a discuterle, a cercare di verificarle.
Questa attività va proseguita in tutte le classi successive ogni volta che si operano classificazioni, anche se non risulta esplicitamente dalle nostre proposte.
4 – Punto d. “Confrontare persone, oggetti, numeri e figure in base ad una assegnata proprietà”
La seriazione delle monete (gli eurocent) avviene in base ai numeri che portano impressi. Si ottiene la seriazione: 1, 2, 5, 10, 20, 50. Se l’attività sembra difficile, la si può rimandare alla seconda, ma bisogna cercare di familiarizzare i bambini con i soldi anche perché sempre più difficilmente questa iniziazione avviene in famiglia. Si possono seriare le monete anche in base alla loro grandezza sovrapponendole. Siccome la moneta di 10 eurocent è più piccola di quella da 5 eurocent, si ottiene la seriazione: 1, 2 , 10, 5, 20, 50.
La seriazione dei bambini in base alla data di nascita (giorno, mese ed anno) può far nascere espressioni come “il più giovane”, “il più vecchio”, ecc.

Una seriazione può essere rappresentata con delle frecce che possono “dire” cose diverse come: io valgo meno di te, io sono più piccolo di te, io sono minore di te, io sono più giovane di te, ecc.

L’uso delle frecce sottolinea il fatto che gli oggetti seriati sono in relazione fra di loro. 
La proprietà che si usa per costruire una seriazione deve essere oggettiva. Proprietà come “essere più bello di”, ecc. non generano alcuna seriazione.

Ogni seriazione si fonda su una relazione di ordine totale e stretto del tipo della relazione > (o <) che abbiamo visto nei numeri naturali. Si tratta, quinti, di una relazione
antiriflessiva: nessun “oggetto” è in relazione con se stesso (per questo l’ordine è stretto);
transitiva: se l’ “oggetto” x è in relazione con l’ “oggetto” y e l’ “oggetto” y è in relazione con l’ “oggetto” z  allora l’ “oggetto” x è in relazione con l’ “oggetto” z;
tricotomica: dati due qualunque “oggetti” x  e  y si verifica sempre: l’ “oggetto” x è in relazione con l’ “oggetto” y oppure l’ “oggetto” y è in relazione con l’ “oggetto” x oppure l’ “oggetto” x è uguale all’ “oggetto” y. Di questi tre casi se ne verifica uno solo (per questo l’ordine si dice totale).
Anche la relazione di ordine totale e largo del tipo ≥ (o ≤) che esiste fra i numeri naturali può dare origine ad una seriazione, ma qui intervengono due criteri e deve essere rimandata alle classi successive.

CLASSE SECONDA
1 – Punto a. “Introdurre una terminologia appropriata relativa ai numeri”.

La terminologia, ovviamente, viene introdotta mentre si sviluppa il tema “Il numero”.

Spesso si distingue fra operazione (addizione, moltiplicazione) e risultato (somma, prodotto), ma la distinzione, a livello terminologico, non è molto importante. Nel linguaggio comune, come in quello dell’insegnamento e della matematica, si usa molto facilmente, per esempio, l’espressione “sommare due numeri”; nei programmi del 1985 c’era scritto “proprietà distributiva del prodotto rispetto alla somma”.
La parola “differenza”, che ha molti significati nel linguaggio comune, è un termine tecnico con significato univoco in matematica. 
Se  a = b + c  allora  c = a – b  è la differenza fra a e b e potrebbe anche essere c = 0.

Il termine “resto” appartiene al linguaggio didattico e si usa in situazioni nelle quali si toglie qualcosa da qualcos’altro (da una colonna alta 5 cubetti tolgo 3 cubetti: quanti ne restano?) oppure si paga una merce e si riceve un resto.

Importante è la distinzione  fra cifre (sono dieci nel nostro sistema di numerazione) e numeri che sono infiniti e costruiti usando le dieci cifre. Difficile può essere la distinzione fra cifre e numeri rappresentati da un sola cifra (da 0 a 9). Può venire in soccorso la terminologia, che si applica ai numeri e non alle cifre, come pari e dispari, primi, maggiore, minore.
Conviene ricordare esplicitamente che quando si enuncia il criterio di divisibilità per 2 spesso si afferma: “un numero è divisibile per 2 quando termina con una cifra pari”. L’espressione non è molto appropriata perché le cifre non sono né pari né dispari. E’ esatto, invece, affermare che “un numero è divisibile per 2 se termina con una delle cifre 0, 2, 4, 6, 8”.
2 – Punto b. “Introdurre una appropriata terminologia relativa alle figure”.
Tra i termini elencati ve ne sono due, cerchio e sfera, di cui parleremo brevemente solo in quinta nell’ambito della geometria. Crediamo, però, che il loro uso appropriato non faccia sorgere difficoltà perché si tratta di termini del linguaggio quotidiano e perché i bambini hanno sotto gli occhi molti oggetti a forma di sfera e di cerchio.
3 - Punto c. “Introdurre una appropriata terminologia relativa a relazioni”.
Forse è il caso di ricordare, ovviamente per gli insegnanti, che la relazione di uguaglianza fra i numeri è la “identità logica”. Questo significa che l’ “oggetto” che sta a sinistra del segno “=” è lo stesso “oggetto” che sta a destra. Nella uguaglianza “8 = 5 + 3” a destra compaiono due numeri diversi fra di loro, e diversi da quello che sta a sinistra, collegati da una operazione. Nonostante ciò i due “oggetti” sono lo stesso “oggetto”. Di conseguenza quando mi fa comodo posso sostituire il numero 8 con il numero 5 + 3 e viceversa.
Per questo si dice che la relazione di uguaglianza, oltre ad avere le proprietà di una relazione di equivalenza, gode anche della proprietà di “sostituibilità”.

In termini generali e simbolici: se  a = b allora ogni volta che in una espressione incontro a  posso sostituirlo con  b e viceversa. 
La relazione di “maggiore o uguale” è una relazione:
riflessiva: ogni “oggetto” è in relazione con se stesso;

transitiva

tricotomica: se l’ “oggetto”  x  è  diverso dall’ “oggetto”  y  allora si verifica uno ed uno solo di questi due casi: o l’ “oggetto”  x  è in relazione con l’ “oggetto”  y  oppure l’ “oggetto”  y  è in relazione con l’ “oggetto”  x.  

L’espressione “figure simmetriche” esprime una relazione tra figure: una figura F è simmetrica di una figura G se esiste una simmetria che trasforma F in G. Questa relazione gode della proprietà simmetrica (se F è simmetrica di G, allora G è simmetrica di F), ma non è riflessiva (nessuna figura è simmetrica di se stessa) e neppure transitiva (se F è simmetrica di G e G è simmetrica di H, allora F è la ruotata o la traslata di H. Qui entra in gioco la “composizione” di due simmetrie).
4 – Punto d. “Avviare la ricerca di analogie e differenze in contesti diversi”.
Abbiamo scritto “avviare la ricerca” perché essa deve continuare in tutte le classi successive.

Tra la tabella della addizione e quella della sottrazione le analogie sono poche: ambedue sono a doppia entrata e nelle caselle ci sono dei numeri (i risultati).

Sono di più le differenze:

· quella della addizione è piena perché è sempre possibile sommare due numeri, mentre quella della sottrazione è semivuota, ha tutta una zona nella quale non ci sono risultati. E’ la zona nella quale il minuendo è minore del sottraendo;

· nella tabella della addizione è indifferente sommare sinistra-alto o viceversa perché il risultato non cambia (dipende dalla proprietà commutativa); non è così nella tabella della sottrazione: lo scambio sinistra-alto fa cambiare la zona occupata dai risultati;
· la tabella della addizione ha uno specchio, la diagonale, che manca in quella della sottrazione;

· nella tabella della addizione lo 0 compare una sola volta, in quella della sottrazione molte volte; il numero 1 compare due volte, mentre nella tabella della sottrazione molte volte, ecc. Questo fatto dipende dalla proprietà invariantiva della sottrazione.
5 – Punto e. “Introdurre discussioni su argomenti matematici”.
Discutere di argomenti di matematica, sotto la regia dell’insegnante, dovrebbe diventare una caratteristica di ogni classe. I bambini imparano ad esporre i propri pensieri, a giustificarli, a confrontarli con quelli degli altri, a criticarli, ad accettare le critiche, a riconoscere gli sbagli, a correggerli.

L’ideale sarebbe di sintetizzare le discussioni in un documento scritto. L’italiano si impara anche facendo matematica.

L’insegnante può consultare con profitto gli articoli:

M.G. Bartolini Bussi, La discussione collettiva nell’apprendimento della matematica, IMSI, gennaio 1989;

M.G. Bartolini Bussi, La discussione collettiva nell’apprendimento della matematica. Analisi di due casi, IMSI, maggio 1989.

6 – Punto f. “Classificare in base ad una proprietà e rappresentare le classificazioni eseguite”.
E’ la naturale prosecuzione delle attività iniziate in prima.

Utilizzare i diagrammi di Eulero-Venn per rappresentare classificazioni non richiede di parlare di insiemi.

7 – Punto g. “Scoprire la proprietà che ha generato una classificazione”.

Si tratta di attività più impegnative delle precedenti, ma ad esse strettamente legate e che servono per avviare i bambini a proporre congetture per passare, poi, alle necessarie verifiche.
Per esempio, l’insegnante potrebbe mettere in un recinto i “soldi” da 1, 2, 5 eurocent e 1, 2, 5 euro e in un altro recinto le restanti monete (10, 20, 50 eurocent) e banconote (10, 20, 50 euro). Quale criterio avrà seguito l’insegnante?

Qualche bambino, fondandosi sui numeri scritti sui “pezzi”del primo recinto e su quelli scritti sui “pezzi” del secondo, potrebbe suggerire che nel primo recinto ci sono i “soldi” che valgono di meno. Il criterio è ovviamente errato. Un criterio accettabile è che in ciascun recinto ci sono “soldi” con lo stesso numero di cifre; un altro criterio è che nei numeri dei “pezzi” del  primo recinto non è presente la cifra 0, mentre nel secondo tutti i numeri dei “pezzi” sono composti con la cifra 0.

8 – Punto h. “Costruire seriazioni e scoprire la proprietà che ha dato origine ad una seriazione”.
Si possono seriare le monete dell’euro in base al loro valore. Ci saranno certamente difficoltà nel mettere  la moneta da 50 cent prima della moneta da 1 euro. Si può risolvere il problema domandandosi “che cosa posso comprare con una moneta da 50 eurocent? E con una moneta da 1 euro?
Si possono seriare tutte le monete in base alla loro grandezza e la seriazione cambia.

Interessante è anche scoprire il criterio che ha generato una seriazione.

Per esempio, l’insegnante ha scritto sulla lavagna questa seriazione di numeri: 10, 32, 45, 16, 78, 19. Quale criterio avrà seguito? Le proposte possono essere diverse e tutte da verificare. Qui il criterio è fondato sull’ordine crescente della quantità delle unità.
CLASSE TERZA
1 – Punto a. “Introdurre una appropriata terminologia relativa a numeri”.

Continuano le attività iniziate in seconda , ma riferite alle nuove acquisizioni di aritmetica.
Il termine “addendo” è legato etimologicamente alla addizione; il termine “fattore”, nella moltiplicazione, deriva dal “factum” che in latino designava il prodotto, cioè il risultato della moltiplicazione. La distinzione fra “moltiplicando” e “moltiplicatore” non è importante perché ciascuno dei due fattori può essere usato come moltiplicando o come moltiplicatore, ed è legata alla moltiplicazione come addizione ripetuta.

I “numeri quadrati” devono il loro nome alla geometria perché si possono rappresentare geometricamente con un quadrato come si può scoprire con gli schieramenti e come si legge in modo evidente nel “decanomio” o  “tabella degli schieramenti”.

Per la divisione, in matematica, esiste solo il termine “quoziente” che è usato sia quando il resto, che c’è sempre, è maggiore di zero sia quando è uguale a zero. Il termine “quoto” non è usato in matematica anche se lo si trova nei sussidiari e nei dizionari di italiano. Data la sua inutilità è meglio non introdurlo. Il termine “resto”, legato alla divisione, è un termine tecnico, indicato di solito con “r” e designa il numero che sommato al prodotto del divisore e del quoziente da il dividendo.
2 – Punto b. “Introdurre una appropriata terminologia relativa a figure”.
La parola “linea” indica genericamente una figura che può essere tracciata senza staccare la penna dal foglio. Retta, semiretta, segmento sono delle particolari linee come anche la circonferenza. In matematica ci sono linee aperte e linee chiuse, linee semplici e linee intrecciate, ma non linee miste. E’ inutile, quindi, parlarne.
Spesso gli insegnanti, ed i sussidiari, caratterizzano i segmenti dicendo che essi hanno un “inizio” ed una “fine”. In matematica questo è solo un caso particolare, è il caso, cioè, nel quale il segmento è “chiuso” e, quindi, gli estremi fanno parte del segmento. In simboli: AB = { X : A ≤ X ≤ B }. In parole il segmenti di estremi A e B è formato da tutti i punti X maggiori o uguali ad A e minori o uguali a B. Si considerano, però, anche segmenti “semiaperti” nei quali nei quali solo uno dei due estremi fa parte del segmento ed allora esso può avere un inizio, ma non una fine oppure una fine, ma non un inizio. In simboli: AB = { X : A ≤ X < B } e  AB = { X : A < X ≤B }. Si considerano anche segmenti “aperti” nei quali, cioè, nessun estremo fa parte del segmento che, quindi, non ha né inizio né fine. In simboli: AB = { X : A < X < B }.
Lo stesso si dice dei semipiani. Ci sono semipiani “chiusi” che comprendono, cioè, la loro retta origine, e semipiani “aperti” dei quali non fa parte la loro origine.

Analogamente, della semiretta si dice che ha un “inizio”, ma non una “fine”. Questo è solo il caso della semiretta “chiusa”. In matematica si considerano anche semirette “aperte” che hanno una origine, ma non un “inizio”, cioè un primo punto.

Queste osservazioni, che sono solo per gli insegnanti, servono semplicemente per dire che in matematica le situazioni sono più varie di quelle che normalmente vengono presentate nell’insegnamento elementare.

La parola “poligono” etimologicamente significa “avere molti angoli”, ma non rispecchia la definizione matematica. Anche limitandoci ai poligoni convessi le definizioni matematiche sono diverse. Per alcuni autori, dati nel piano i punti  A, B, C, D,…X, a tre a tre non allineati, il poligono è l’insieme di questi punti che sono i vertici del poligono; altri autori identificano il poligono con la poligonale chiusa, cioè con l’insieme ordinato dei segmenti AB, BC, CD,… XA; per altri, infine, il poligono comprende anche la regione dei punti interni alla poligonale.
 3 -  Punto c. “Introdurre una appropriata terminologia relativa a relazioni”.
Pensiamo che si possano usare tranquillamente espressioni come “relazione di parallelismo, di incidenza, di perpendicolarità”.
Verso e direzione sono due concetti differenti in matematica: il primo è legato all’ordinamento dei punti della retta ed il secondo alla relazione di parallelismo.

Nel linguaggio comune spesso i due termini sono presi come sinonimi.

In classe bisogna introdurre la distinzione basandosi sul fatto che ogni retta ha una sola direzione, ma ha due versi opposti fra di loro. Può venire in soccorso, per esempio, l’autostrada Milano-Roma. Essa è una sola (la direzione), ma può essere percorsa da Milano a Roma oppure da Roma a Milano (i due versi).

Riteniamo importante l’attività c.2 che si colloca nello spirito del punto e. della classe seconda. Descrivere, per esempio, un processo di misurazione significa fissare la grandezza che si vuole misurare, determinare la unità di misura che si vuole usare, lo strumento che si intende utilizzare, l’applicazione dello strumento e la risposta che esso dà, cioè la misura che si ottiene.
4 – Punto d. “Ricercare analogie e differenze in contesti diversi”.
La lettura sincronica delle tabelle della addizione e della moltiplicazione permette di notare analogie e differenze.
Analogie:

· ambedue le tabelle sono piene

· ambedue hanno uno “specchio”: la diagonale

· è indifferente fare sinistra-alto o alto-sinistra

· ambedue hanno un elemento neutro

· in ambedue l’elemento neutro compare una sola volta

· in ambedue i numeri della diagonale nascono da numeri uguali

Differenze:

· l’elemento neutro è diverso

· i numeri della diagonale nella tabella dell’addizione sono tutti pari, in quella della moltiplicazione si alternano pari e dispari

· nella addizione in ogni riga ed in ogni colonna si alternano numeri pari e numeri dispari, nella moltiplicazione ci sono righe e colonne con tutti i numeri pari ed altre in cui si alternano

· nella addizione tutti i numeri maggiori di 1 compaiono più di 2 volte, nella moltiplicazione ci sono numeri maggiori di uno che compaiono solo due volte (i numeri primi).

Rette incidenti e rette perpendicolari: tutte le perpendicolari sono incidenti, ma non tutte le incidenti sono perpendicolari.

Unità di misura di grandezze diverse: le unità di misura di lunghezza e di peso procedono per potenze di 10, quelle di tempo hanno un comportamento più libero (entrano il numero 24 e le potenze di 60).

Riteniamo importante anche l’attività d.2 perché permette ai bambini di capire che la matematica usa termini del linguaggio comune, ma dà ad essi un significato preciso, magari diverso da quelli assunti nel linguaggio comune.

5 – Punto e. “Classificare in base a una proprietà e rappresentare le classificazioni eseguite. Scoprire la proprietà che da origine ad una classificazione”.
Si tratta di proseguire le attività già introdotte nelle classi precedenti facendo intervenire le nuove situazioni studiate.

In collegamento con i programmi di scienze si possono classificare i vari stati della materia (solidi, liquidi, gassosi) cercando di caratterizzarli con le proprietà distintive.

Nel dare una classificazione per far scoprire la proprietà che l’ha generata è bene ricorrere a criteri che si prestano a più di una lettura. Per esempio, mettere nella prima classe i numeri 121,  131,  141 e nella seconda classe i numeri 122,  132,  142, 153. Quale criterio avrà seguito l’insegnante?
Un primo criterio, il più evidente ed il più facile da formulare, può essere “avere lo stesso numero di cifre 1 nella scrittura”.
Una seconda proposta può essere: nella prima classe l’insegnante ha messo  numeri che si ottengono aggiungendo 10 a partire dal più piccolo, e nella seconda numeri che non seguono questo criterio.

Una terza proposta può essere: nella prima classe l’insegnante ha messo numeri che si possono leggere indifferentemente da sinistra a destra e da destra a sinistra, nella seconda numeri che non seguono questo criterio. I numeri della prima classe sono chiamati “palindromi”.
6 – Punto f. “Costruire seriazioni e scoprire la proprietà che ha dato origine ad una seriazione”.
Anche questa attività prosegue la analoga iniziata in seconda. Possono essere seriate, per esempio, dalla più piccola alla più grande, le unità di misura di lunghezza, di peso, di tempo senza necessariamente far intervenire le potenze di dieci che ne esprimono i rapporti.
Per far scoprire il criterio di una seriazione proposta è bene ricorrere ad un criterio non immediatamente evidente, anche per sollecitare la riflessione dei bambini e la discussione fra loro. Per esempio, proporre la seriazione:

2, 3, 4, 8,  9, 10, 14, 15, 16, 20, 21, 22.
Il criterio, forse un po’ difficile da scoprire è: disporre in ordine crescente i numeri che sono multipli solo di 2 o solo di 3 (per questo mancano il 6, il 12 e il 18).
CLASSE QUARTA
1 – Punto a. “Introdurre un lessico appropriato relativo ai numeri”.
Seguendo le Indicazioni Nazionali passiamo dalla “terminologia” (primo biennio) al “lessico” (secondo biennio) confessando di non conoscerne la differenza.
Si riprendono termini già incontrati nel biennio precedente per consolidarne l’acquisizione, ma ci sono anche termini nuovi. 
Elemento neutro. La parola “neutro” si usa anche nel linguaggio comune come nella espressione: giocare in campo neutro, cioè non appartenente a nessuna delle due squadre.

Viene usato anche in chimica, in fisica, in biologia.

In matematica un elemento è “neutro” sempre relativamente ad una operazione ed esprime il comportamento “indifferente” dell’elemento, cioè il fatto che non influisce sul risultato dell’operazione. Sarebbe meglio chiamarlo, come spesso si fa, “elemento indifferente”. E’ da notare che lo stesso elemento, si pensi allo 0, può avere atteggiamenti completamente diversi rispetto ad operazioni diverse.  

Frazione. Deriva dal latino ed indica uno “spezzamento” e corrisponde al modo con cui di solito si introducono le frazioni nella scuola elementare.
Potrebbe essere interessante confrontare il significato che il termine “frazione” assume in matematica con quelli che si incontrano nel linguaggio comune.

Anticamente le frazioni venivano chiamati anche “numeri fratti” o “numeri rotti”.

Numeratore: è un numero ed è sempre scritto e letto come numero. Indica il numero di “parti” che considero.

Denominatore: significa “dare un nome”. Anche se scritto in forma di numero non è mai letto come numero. Frazioni come  2/3, 2/4, 2/7  si leggono “due terzi, due quarti, due settimi”. In sostanza sembra che il denominatore dia un nome, appioppi una qualità al numeratore per specificarne il senso. In altre parole, il numeratore può essere lo stesso, come negli esempi riportati, ma il suo valore viene specificato dal denominatore.
Frazione decimale: sono tutti concordi nel definirla una frazione che ha come denominatore una potenza di dieci come anche ogni frazione equivalente a una frazione di questo tipo come, per esempio, ½, ¾, 7/8.

Numero decimale: ci sono modi diversi di intenderlo. Per alcuni l’espressione è sinonimo di frazione decimale; per altri decimale è ogni numero scritto in base dieci; per altri ancora è decimale ogni numero costituito da una parte intera ( un numero naturale) e da una successione di cifre decimali che può essere limitata, illimitata periodica o illimitata non periodica.
La tradizione scolastica, i programmi del 1985 e le Indicazioni Nazionali con l’espressione “numero decimale” intendono sempre un “numero con virgola” cioè formato da una parte intera e da un certo numero limitato di cifre decimali dopo la virgola.
Su questo argomento il lettore può utilmente consultare le relative voci in

S. Baruk, Dizionario di matematica elementare, Zanichelli, 1998

C. Colombo Bozzolo, Le frazioni, Quaderno Didattico N. 11-12, pag. 153-162
M. Arezzo, Frazioni, numeri razionali e numeri decimali, IMSI, agosto 2000 (la lettura non è facile).
2 – Punto b. “Classificare numeri in base ad una proprietà”.

Abbiamo indicato alcune classificazioni classiche che coinvolgono tutti i numeri naturali e mettono in risalto, in modo spontaneo, il connettivo “non”. Si possono, però,  fare altre classificazioni che riguardano un insieme finito di numeri. Per esempio classificare i numeri maggiori di 1 che dividono 20 e 30 e quelli che  non dividono nessuno dei due. Qui viene usato, in un contesto significativo, anche il connettivo “e”.
Passare dalla rappresentazione di una classificazione alla scoperta della proprietà che l’ha generata è sempre una attività interessante ed impegnativa.

3 – Punto c. “Introdurre un lessico appropriato relativo alle figure piane e solide”.
Si tratta di rendersi conto che la parola “base” nelle figure piane indica un segmento, mentre in quelle solide indica una faccia, un poligono. La parola “altezza”, invece, indica sempre un segmento e, quindi, è sempre diversa da un asse di simmetria che è una retta.
4 – Punto d. “Classificare figure in base ad una proprietà”.

Classificare i poligoni in base al numero dei lati produce la solita distinzione in triangoli, quadrangoli, ecc. Si possono, però, considerare anche figure con un solo lato (segmenti) o con due lati come una figura formata da due segmenti che possono avere o no un punto in comune.
La classificazione in base al numero degli assi di simmetria rimescola completamente le carte.

Con 0 assi di simmetria ci sono i triangoli scaleni, i quadrilateri generici, i parallelogrammi, i trapezi, ecc.

Con 1 asse di simmetria ci sono gli angoli (l’asse è la bisettrice), i triangoli isosceli, i trapezi isosceli, la coda di rondine, il deltoide, la clessidra (se i due rigonfiamenti sono diversi), ecc.

Con 2 assi di simmetria ci sono i segmenti, i rettangoli , i rombi e la clessidra con i rigonfiamenti uguali.

Con 3 assi di simmetria ci sono solo i triangoli equilateri. 
Con 4 assi di simmetria ci sono solo i quadrati.

Le espressioni “con 1, 2, 3, 4  assi di simmetria” vanno intese nel senso di “esattamente 1, 2, 3, 4” per non aumentare a dismisura il panorama.
5 – Punto e. “Introdurre un lessico appropriato relativo alle misure”.
L’attività più interessante è di scoprire il significato della espressione “Sistema metrico decimale” analizzando il significato delle tre parole.

6 – Punto f. “Introdurre un lessico appropriato relativo a dati e previsioni”.

Solo nel secondo biennio si trova un cenno a “lessico ed espressioni matematiche relative a […] dati”. Nessun cenno, invece, riguardo alla probabilità.
Si potrebbe distribuire la terminologia negli anni precedenti oppure iniziare proprio in quarta una riflessione su questo tema recuperando tutta la terminologia dei primi tre anni.

Potrebbe essere interessante confrontare il significato della parola “moda” nel linguaggio comune e nella statistica.

Qualificare un evento come “certo” è anche quantificarlo (la sua probabilità è 1); così per evento “impossibile” (la sua probabilità è 0).

7 – Punto g. “Costruire seriazioni e scoprire la proprietà che ha dato origine ad una seriazione”.
In quarta le seriazioni potrebbero presentare qualche elemento di complicazione. Per esempio, seriare i bambini in ordine alfabetico (cognome). Se ci sono due scolari con lo stesso cognome bisogna far appello ad un secondo criterio come potrebbe essere il nome o l’età per poter stabilire chi dei due viene prima. Situazioni del genere possono presentarsi se seriamo i bambini in base al peso, all’età, all’altezza.
L’insegnante potrebbe proporre questa seriazione dei numeri: 1, 2, 3, 3, 3, 4, 5, 6, 6 e chiedere qual è il criterio che ha ispirato la seriazione. Questo criterio è la relazione di minore o uguale: ogni numero è minore o uguale di quelli che vengono dopo.
8 – Punto h. “Formulare congetture e verificarle”.
Di problemi veri, in un anno, non se ne possono assegnare molti se vogliamo che diventino palestra di riflessione, di esame critico del testo e dei dati, di formulazione di congetture con conseguente verifica, di discussione sull’operato di ciascuno o dei gruppi.
I problemi possono essere interni alla matematica ed indirizzati alla scoperta del “perché”.

Un esempio semplice: perché la parola HO la leggo tale e quale anche in uno specchio messo lungo la parola stessa , mentre ciò non succede con la parola AVA?

Dopo aver visto che i triangoli hanno 0 diagonali, i quadrilateri 2 e i pentagoni 5, si può congetturare quante ne avranno gli esagoni, gli ettagoni, ecc.

Per verificare la congettura si può ricorrere al ragionamento matematico: da ogni vertice dell’esagono posso mandare una diagonale ad ogni vertice meno 3, i vertici sono 6 e quindi 18 diagonali; ogni diagonale, però, l’ho contata due volte e quindi sono 9.
Un altro modo, sperimentale, è quello di disegnare l’esagono e tutte le sue possibili diagonali, magari con colori diversi.

Un altro modo si pone a metà strada fra i due visti. Si disegna un esagono e si tracciano le diagonali dal vertice A: sono 3; si passa al vertice B: ancora 3; dal vertice C partono solo 2 diagonali nuove; dal vertice D 1 sola; dai rimanenti due vertici nessuna nuova diagonale. In tutto 9.

Nell’ettagono avremo la situazione: 4 + 4 + 3 + 2 + 1; nell’ottagono 5 + 5 + 4 +3 + 2 + 1,ecc.
CLASSE QUINTA

1 – Punto a. “Introdurre un lessico appropriato relativo ai numeri ed alle operazioni”.

Il nostro sistema di numerazione è decimale sia perché usa dieci cifre sia perché procede per potenze di dieci; è posizionale perché il valore delle cifre dipende dalla posizione occupata nella scrittura del numero. Per il sistema romano si veda quanto scritto nel commento all’aritmetica della classe quinta.
Nonostante il silenzio delle Indicazioni Nazionali sui nomi delle proprietà delle operazioni riteniamo che debbano essere introdotte esplicitamente e chiamate per nome. Riportiamo quelle che vengono chiamate “proprietà formali” delle operazioni.

Proprietà commutativa:

a + b = b + a;     a × b = b × a

Proprietà associativa:

(a + b) + c = a + (b + c);   (a × b) × c = a × (b × c);  

Proprietà distributiva della moltiplicazione rispetto alla addizione

a × (b + c) = (a × b) + (a × c)

La proprietà invariantiva della sottrazione ha la doppia formulazione:

a – b = (a + c) – (b + c );  a – b = (a – c) – (b – c)  se  b ≥ c. 
Questa condizione su b è necessaria per poter eseguire la sottrazione b – c.
La proprietà invariantiva della divisione ha la doppia formulazione:
a : b = (a × c) : (b × c)  se c > 0. La condizione su c è indispensabile per evitare la situazione 0 : 0. 
a : b = (a : c) : (b : c)  se c divide a e divide b.
2 - Punto b. “Classificare numeri in base a due proprietà”.
Quando si classifica in base a due proprietà entrano in gioco necessariamente il connettivo “e” oppure il connettivo”o” inteso in senso debole, inclusivo.

Non è il caso di fare della teoria, ma certo delle riflessioni che portino alla comprensione della situazione.

“Numeri pari e primi”: in un recinto ci vanno i numeri pari che sono anche primi (il 2), nell’altro recinto tutti gli altri. Chi sono? Sono i numeri che non sono pari (i dispari) o non sono primi (tutti i pari che non sono primi). Nel primo recinto ci vanno i numeri che verificano tutte e due le proprietà, nel secondo tutti quelli che non verificano almeno una delle due. Per poter dominare bene la situazione, cioè per poter scrivere tutti i numeri interessati, è bene considerare, per esempio, i numeri minori di 20.
Si può andare alla ricerca dei numeri che sono primi e pari per scoprire che non cambia niente. La “e” in matematica è commutativa.

“Numeri pari o quadrati”: limitandoci, per esempio, ai numeri minori di 20, in un recinto mettiamo tutti i numeri pari e i numeri dispari che sono numeri quadrati, cioè 1 e 9. Nel recinto, quindi, vanno tutti i numeri che verificano almeno una delle due proprietà. Nell’altro recinto mettiamo tutti gli altri numeri. Chi sono? Sono quelli che non sono pari e non sono quadrati come 3, 5, 7 ecc., cioè tutti i numeri che non verificano nessuna delle due proprietà. Anche la “o” è commutativa.

3 – Punto c. “Introdurre un lessico appropriato relativo alle figure”.

Su qualche libro si può trovare cerchio e disco al posto di circonferenza e cerchio. Sono termini matematicamente corretti e più aderenti al linguaggio comune (si gioca a cerchietti e non a circonferenzietti, si compera un disco di musica e non un cerchio di musica). Nella tradizione didattica italiana sono prevalenti, se non esclusivi, i termini circonferenza e cerchio e, forse, non è il caso di cambiarli.
Potrebbe essere interessante confrontare il significato della parola “raggio” in matematica e nel linguaggio comune (raggio d’azione, raggio di luce, raggio di una ruota, ecc.).
4 – Punto d. “Classificare figure in base a una o due proprietà”.
“Figure con lati paralleli e lati perpendicolari”: bisogna che la figura abbia almeno una coppia di lati paralleli e un coppia di lati perpendicolari. Nel primo recinto si metteranno le figure che verificano entrambe le proprietà come trapezi rettangoli, rettangoli, quadrati, pentagoni ed esagoni disegnati opportunamente, ma anche cubi, parallelepipedi, prismi retti.

Nel secondo recinto ci vanno tutte le altre figure che non verificano almeno una delle due proprietà come i triangoli, i trapezi, i parallelogrammi (romboidi), le piramidi a base triangolare, ecc.

Una volta fatta la classificazione con i poligoni si può andare alla ricerca del numero minimo di lati che deve avere una figura per verificare le due proprietà. Si scopre così che il numero minimo è tre. La figura, ovviamente, non è chiusa, non è un poligono.
“Figure con lati paralleli o lati perpendicolari”. Nel primo recinto rimangono tutte quelli di prima, ma vi si trasferiscono anche abitanti del secondo recinto come triangoli rettangoli, trapezi, parallelogrammi, clessidre, ecc.

5 – Punto e. “Introdurre un lessico appropriato relativo alle misure”.

In connessione con i programmi di scienze si possono riprendere alcune grandezze (capacità, calore, temperatura, energia termica, energia elettrica, intensità acustica) e, se è il caso, le relative unità di misura. 
Può essere interessante scoprire che con l’unità di misura delle lunghezza, il metro, si costruiscono l’unità di misura delle aree (metro quadrato, cioè il quadrato di lato lungo un metro) e l’unità di misura dei volumi (metro cubo, cioè il cubo di spigolo lungo un metro). Potrebbe, forse, essere l’occasione di parlare di grandezze fondamentali, come le lunghezze, e di grandezze derivate come le aree ed i volumi.
E’ chiaro che in questo “lessico appropriato relativo alle misure” si possono inserire tutte le unità di misura di popoli antichi, le unità locali, le unità di altri popoli ricordate nel commento al tema “La misura”.
6 – Punto f. “Introdurre un lessico appropriato relativo a dati e previsioni”.
I termini, soprattutto quelli relativi alla statistica, spesso sono nuovi anche per l’insegnante. E’ necessario, quindi, impadronirsene bene anche per correggere eventuali storture (si pensi al termine “popolazione” che varia a seconda della indagine che si esegue).
7 - Punto g. “Ricercare analogie e differenze in contesti diversi”.
Può essere interessante ricercare analogie e differenze tra il sistema romano ed il nostro sistema di numerazione. 
Per esempio, ambedue procedono per potenze di dieci, in ambedue c’è la cifra uno e la cifra cinque; le differenze, però, sono notevoli: il nostro ha lo 0 che manca in quello romano; noi abbiamo dieci cifre mentre il romano ne ha sette;  noi possiamo scrivere la stessa cifra, in un numero, quante volte vogliamo (11111), mentre nel sistema romano non si ripete mai la stessa cifra più di quattro volte 
( va bene IIII mentre IIIII è sostituito da V).
Raccogliendo le osservazioni fatte negli anni precedenti si possono leggere sincronicamente le tabelle delle quattro operazioni rilevandone analogie e differenze.

8 – Punto h. “Riflettere e discutere su situazioni problematiche”.

E’ necessario proporre esplicitamente problemi con dati insufficienti, con dati superflui, con dati contraddittori, con dati inverosimili. 
I dati insufficienti non permettono di risolvere il problema assegnato, ma i bambini potrebbero andare alla ricerca dei dati mancanti necessari per risolvere il problema.

Con dati superflui il problema è risolubile ed i bambini potrebbero riscrivere il problema con i soli dati necessari.

I dati contraddittori rendono impossibile la soluzione del problema e non c’è rimedio. 
Ecco un esempio: una piramide ha 9 spigoli. Come sarà la sua base?
I dati inverosimili rendono paradossale il problema, ma non impossibile anche se i bambini tendono a confondere le due situazioni. E’ utile leggere al proposito: 
R. Zan – P. Poli, Bravi e cattivi solutori a confronto nella scelta di problemi impossibili, IMSI, settembre 1996.
9 – Punto i. “Fare le prime riflessioni sui connettivi logici di uso comune”.
Le Indicazioni Nazionale per la scuola primaria non parlano mai dei connettivi logici “e, o ,non”. Essi sono previsti, nel tema Introduzione al pensiero razionale, solo nella terza media: “Dal linguaggio naturale al linguaggio formale: le proposizioni e l’introduzione dei connettivi logici non, et, vel” (corsivo nell’originale).
Ci sembra una scelta sbagliata sia perché questi connettivi si usano continuamente nel linguaggio comune, sia perché nel fare classificazioni in base a due proprietà (esplicitamente previste nelle Indicazioni Nazionali per la scuola primaria) è giocoforza usare questi connettivi. Per questo noi li abbiamo introdotti.

Questi connettivi riguardano proposizioni (o enunciati), cioè frasi delle quali ha senso dire se sono vere o false.

Il connettivo “non” (attività i.1), è un connettivo “unario” cioè nega una sola proposizione che può essere semplice (o atomica) oppure composta cioè formata da più proposizioni. E’ bene riflettere sul fatto che il “non”, sia nel linguaggio comune che in quello matematico, si presenta in forme diverse anche per motivi di economia. 
Esempi: non pari si dice dispari; una retta incidente ad un’altra e non perpendicolare si dice obliqua.
Se una proposizione è vera la sua negazione è falsa e viceversa.
Esempio: l’affermazione “2 è un numero pari” è vera; la sua negazione “2 è un numero dispari” è falsa.

Più difficile è la negazione di proposizioni composte con il connettivo “e” o con il connettivo “o”, come abbiamo  visto prima al punto b.

Conviene ricordare che la doppia negazione in matematica equivale logicamente ad una affermazione.
Esempio: se con “p” indichiamo la proposizione “2 è un numero pari” allora “non p” è “2 è un numero dispari”. La doppia negazione, cioè “non (non p)” significa: non è vero che 2 è un numero dispari. Ciò equivale a dire che 2 è un numero pari.

Nel linguaggio comune la doppia negazione qualche volta serve a rafforzare la negazione come nella proposizione: alla manifestazione non andò nessuno.

La particella “e” (attività i.2), è un connettivo “binario” cioè lega fra loro due proposizioni.

Esempi: 3 è un numero dispari e un numero primo; 4 è un numero pari e un numero primo; Paolo gioca e Pietro dorme.

Non sempre, però, sia nel linguaggio matematico che in quello comune, la “e” è un connettivo logico perché può non combinare fra di loro due proposizioni.

Esempi. “2 e 9 sono numeri primi fra di loro”: la “e” unisce due soggetti, ma non è un connettivo logico perché questa è una proposizione semplice (atomica) e non la combinazione di due proposizioni.

Analogamente: “ho riempito il cesto con mele e con pere”: la “e” unisce due complementi, ma non è un connettivo logico perché la   proposizione è semplice e non la congiunzione di due proposizioni..

Il connettivo “e” in matematica è sempre commutativo, come abbiamo già sottolineato, ma non sempre lo è nel linguaggio comune.

Esempio. La proposizione: “Sono andato alla stazione e ho preso il treno” non ha lo stesso significato di “ ho preso il treno e sono andato alla stazione”.

Una proposizione composta con il connettivo “e” è vera soltanto se sono vere entrambe le due proposizioni componenti; in tutti gli altri casi è falsa.

Anche il connettivo “o” (attività i.3) è “binario”. Nel linguaggio comune normalmente viene preso nel significato forte di “aut” secondo il quale delle due proposizioni in gioco se ne verifica una sola: “o sei promosso o vai a lavorare”. In questo caso si parla di “disgiunzione esclusiva”.
In matematica, invece, viene assunto normalmente nel significato debole di “vel”: le due proposizioni in gioco possono verificarsi entrambe. L’importante è che almeno una si verifichi: “ 3 è un numero primo o pari” è vera; “3 è maggiore o uguale di 3” è vera.

“Assumo una segretaria che conosca l’inglese o il francese”: una ragazza che conosce entrambe le lingue può essere assunta. E’ esclusa solo se non conosce nessuna delle due lingue.

In questo caso si parla di “disgiunzione inclusiva”.

Una proposizione composta con il connettivo “o” è vera quando almeno una delle due è vera; altrimenti è falsa.
Questo connettivo entra in modo essenziale nella presentazione della relazione “maggiore o uguale”necessaria quando si vuole introdurre, in tutta la sua generalità, la sottrazione tra numeri naturali.

Le riflessioni su questi connettivi non vanno confinate in quinta, ma devono essere svolte ogni volta che si presenta l’occasione e che sembrano utili.

TEMA :  DATI E PREVISIONI
1 – Il titolo del tema “Dati e Previsioni” è stato prelevato da “Matematica 2001” con l’asportazione degli articoli. In essa il tema suonava: “I dati e le Previsioni”.

E’ un tema di tutto rispetto abbastanza più ampio del  tema “Probabilità, Statistica,   Informatica” dei programmi del 1985 riguardo ai quali c’è uno spostamento di argomenti: in quelli del 1985 si iniziava con la probabilità (primo e secondo anno) e solo nel secondo ciclo compariva la statistica; nelle Indicazioni Nazionali si inizia con la statistica (primo anno) e solo nel primo biennio fa capolino la probabilità.
2 – L’importanza di questo tema era già stata sottolineata dai programmi del 1985: “Importanza educativa notevole va riconosciuta anche a concetti, principi e capacità connessi con la rappresentazione statistica di fatti, fenomeni e processi e con la elaborazione di giudizi e di previsioni in condizioni di incertezza”.
3 – E’ bene riflettere anche sulla Introduzione al “Nucleo: i dati e le previsioni” contenuta in “Matematica 2001”.

“La società moderna offre informazioni quantitative in grande abbondanza, differenti per contenuto, tipo di presentazione, qualità e fonte dell’informazione, trasparenza sulla definizione del fenomeno indagato e sul modo in cui i dati sono raccolti, elaborati ed interpretati. Basta leggere un giornale, guardare la televisione, ascoltare la radio, navigare su Internet per trovarsi di fronte a dati statistici. Comprenderne il significato però non è sempre facile. E’ perciò necessario aiutare il cittadino ad orientarsi, in modo che egli sappia valutare le qualità dei dati, leggerli, interpretarli ed utilizzarli. I dati, infatti, sono raccolti per essere utilizzati e dunque per dar modo di conoscere o approfondire la conoscenza dei fenomeni collettivi – ossia di quei fenomeni che per essere conosciuti quantitativamente richiedono un collettività di osservazioni di fenomeni più semplici – e per fornire la base su cui, eventualmente, prendere decisioni in condizioni di incertezza.
Prendere decisioni in condizioni di incertezza è parte della vita quotidiana di ciascuno. Così, prima di uscire da casa, decidiamo di prendere l’ombrello in base alla previsione del tempo (quella ufficiale o quella fatta grazie alla nostra personale esperienza e conoscenza del luogo in cui troviamo). Quando dobbiamo fare un acquisto importante, preferiamo raccogliere informazioni presso più rivenditori e confrontare prezzi e modalità di pagamento, piuttosto che rivolgerci al primo rivenditore incontrato.

La realtà è variabile, mutevole, ciò spiega da una parte la necessità di raccogliere informazioni dall’altra la consapevolezza che, nella scelta dell’azione da intraprendere, è possibile commettere errori, per la mancanza di informazioni sufficienti ed anche per la non corretta utilizzazione delle informazioni a disposizione.

Qualunque sia il problema conoscitivo che riguarda un fenomeno collettivo e qualunque sia il motivo da cui tale problema ha origine, per giungere alla sua soluzione è necessario definire ciò che si intende studiare, pianificare la raccolta dell’informazione, raccogliere i dati, rappresentarli, analizzarli ed interpretarli.”
4 – Il problema è che gli insegnanti hanno una preparazione nulla (o quasi) su questo tema e, quindi, tendono ad evitarlo nella loro attività in classe oppure a dedicare ad esso ben poco tempo.

E’ necessaria una buona dose di studio per poterlo trattare in modo adeguato. Per questo faremo un minimo di commento alla bibliografia proposta.

5 – Bibliografia minima.

AA.VV., Statistica e Probabilità, Quaderno didattico N. 4, CRDUM, 1990.
E’ un quaderno che contiene gli indispensabili elementi di teoria insieme ad alcune proposte didattiche.
AA.VV., Dati e previsioni: la variabilità e l’incertezza nella scuola e nella vita, IMSI, novembre-dicembre 2002.

Sono gli Atti, ricchissimi, del Seminario di agosto 2002 del Centro Morin.

M.P. Perelli D’Argenzio, Probabilità, Collana di aggiornamento didattico-professionale, CRDUM

(Disponibile solo in fotocopie).
E’ un quaderno molto ricco, nato da un corso di aggiornamento tenuto nell’anno scolastico 1990-1991. Contiene molti, ma accessibili, elementi di teoria, considerazioni psicopedagogiche sull’insegnamento della probabilità, considerazioni critiche sui libri di testo e spunti per un itinerario didattico. Un glossario conclude il quaderno.

M.P. Perelli D’Argenzio, La statistica nella società e nella scuola: una proposta di attività per la prima classe della scuola primaria, IMSI, gennaio 2005.
Insieme a considerazioni di carattere generale contiene una dettagliata proposta di attività per la prima elementare.
M.P. Perelli D’Argenzio, La statistica nella società e nella scuola: una proposta di attività per il primo biennio della scuola primaria, IMSI, luglio 2005.
Oltre a una proposta di attività per la seconda elementare vi è un prezioso Glossario con la spiegazione di molti termini che si trovano nelle Indicazioni Nazionali.
M.P. Perelli D’Argenzio, La statistica nella società e nella scuola: una proposta di attività per il primo biennio della scuola primaria. Parte seconda, IMSI, settembre 2005.
La proposta didattica, ampiamente commentata, riguarda la classe terza.

M.P. Perelli D’Argenzio, La statistica nella società e nella scuola. Valori di sintesi: le medie. Parte prima. IMSI, marzo 2006.

L’articolo affronta il problema dei valori medi da studiare nella scuola primaria.
M.P. Perelli D’Argenzio, La statistica nella società e nella scuola. Valori di sintesi: le medie. Parte seconda. IMSI, settembre 2006.

M.P. Perelli D’Argenzio, La statistica nella società e nella scuola. Valori di sintesi: la mediana e la individuazione in una tabella di frequenze. Parte terza. IMSI, gennaio 2007.

CLASSE PRIMA
1 – Punto a. “Progettare semplici indagini statistiche”.

Una indagine statistica, cioè un processo di conoscenza che utilizza strumenti statistici, non si improvvisa, ma va preparata con cura, anche insieme agli alunni, fissando alcuni punti fondamentali.
Il primo è la domanda che si vuole formulare. Essa deve riguardare un fenomeno collettivo, cioè formato da una pluralità di soggetti, che presenta una certa variabilità. In una classe di soli maschi, per esempio, non ha senso interrogarsi sul sesso degli alunni, come non ha senso domandarsi qual è lo sport preferito dall’unico dirigente scolastico.

Per esempio un fenomeno sul quale si può indagare è lo sport preferito dagli alunni, oppure la merendina preferita. Sport e merendine sono caratteri dotati di una certa variabilità e che si manifestano secondo diverse modalità (per esempio, calcio, basket, ecc per il carattere sport).
Il secondo riguarda le persone alle quali si vuole rivolgere la domanda. L’insieme delle persone, o, in generale, l’insieme degli elementi oggetto di studio statistico, si chiama popolazione statistica (o collettivo statistico). In prima questo collettivo sarà la classe, mentre i singoli alunni sono le unità statistiche, cioè i singoli elementi che formano la popolazione statistica.
Il terzo punto riguarda il come fare la domanda (orale, scritta), cioè lo strumento di rilevazione e come raccogliere le risposte, cioè i  dati.

Essi vanno poi organizzati, nei modi che si ritengono più opportuni, per esempio in senso orizzontale o in senso verticale, usando disegni o crocette, così che forniscano facilmente le informazioni cercate.

Per una proposta didattica ben articolata rimandiamo all’articolo della Perelli D’Argenzio di gennaio 2005. 

A noi sembra importante, nel fare statistica, sviluppare le capacità progettuali dei bambini, cioè la capacità di avanzare ipotesi, formulare un testo, prevedere le diverse modalità in cui un carattere si può manifestare ed i vari modi secondo cui i dati possono essere raccolti e rappresentati.
2 – Punto b. “Saper interpretare semplici rappresentazioni statistiche”.
L’interpretazione può riguardare sia dati raccolti ed organizzati dalla stessa classe, sia dati raccolti ed organizzati dai bambini di un’altra classe.

Ci sembra importante che i bambini si confrontino presto con rappresentazioni di dati elaborate da altri per trarne informazioni significative.

CLASSE SECONDA
1 – Punto a. “Progettare rilevazioni statistiche”.
Si riprendono le attività della classe prima con alcune novità.

· Si ritrovano alcuni  termini statistici come carattere, popolazione statistica, unità statistica, modalità. 

· Il carattere sul quale si indaga può essere qualitativo cioè le sue modalità sono espresse con parole. Il carattere “sesso” è qualitativo perché le sue modalità, “maschio” e “femmina”, si esprimono con parole, come pure il carattere “sport preferito” con le modalità “calcio”, “tennis”, “basket”. 

· Il carattere può essere  quantitativo, quando le sue modalità sono espresse con numeri come, per esempio, il carattere “età degli alunni”.

2 – Punto b. “Rappresentare in modo significativo i dati raccolti”.

Una sequenza disorganizzata di dati è poco utilizzabile per ottenere informazioni significative. E’ necessario organizzare i dati e rappresentarli. I modi sono diversi. Ne abbiamo nominati due.

· Tabella di frequenza: è una tabella nella quale sono registrate le modalità del carattere indagato e, per ciascuna di esse, il numero delle preferenze ottenute, cioè la frequenza con cui ciascuna è stata scelta.

· Diagramma a canne d’organo: è un diagramma nel quale sopra ciascuna modalità è disegnata, con simboli vari, la frequenza ottenuta. Su di esso è ben visibile la moda (o le mode).
La moda è uno dei valori riassuntivi con i quali si cerca di sintetizzare gli aspetti di una serie di dati ritenuti interessanti per gli obiettivi che si vogliono raggiungere.

E’ una delle “medie di posizione”, certamente la più facile da determinare perché richiede solo di contare. In una raccolta di dati la moda può non essere unica.
La moda è la modalità che si presenta con maggior frequenza. E’ un indice statistico che riguarda sia caratteri qualitativi che quantitativi. Nel trattarlo ci vuole un minimo di attenzione. Se relativamente al carattere “squadra preferita” il Torino ha avuto 10 preferenze e le altre squadre un  numero minore, la moda non è il numero 10, ma la squadra “Torino”.

3 – Punto c. “Interpretare dati raccolti e rappresentati da altri”.
E’ la prosecuzione della analoga attività prevista per la prima. Potrebbe far parte di una specie di “scambio culturale” con le classi parallele. E’ un momento per conoscere, valutare, accorgersi di eventuali errori, dare suggerimenti costruttivi, scoprire interessi e modi di lavorare dei ragazzi delle altre classi.
CLASSE TERZA
1 – Punto a. “Progettare rilevazioni statistiche, rappresentare in modo conveniente i dati raccolti, individuare la moda”.

Si possono progettare rilevazioni statistiche riguardanti caratteri qualitativi che si presentano con “modalità qualitative sconnesse”, cioè senza un ordine intrinseco come, ad esempio, “lo sport preferito”, “il mezzo di trasporto con il quale, in quel giorno, si è arrivati a scuola”.

L’indagine, però, può riguardare anche caratteri qualitativi che si presentano con “modalità qualitative ordinabili” come, ad esempio, “il mese in cui si è nati” e “il grado di istruzione dei genitori”.

Nello studiare indagini effettuate da altri si può andare alla ricerca della popolazione statistica, delle unità statistiche, del tipo di carattere, dello strumento rappresentativo, della moda.
2 - Punto b. “Distinguere situazioni certe e situazioni incerte”. 
Le situazioni certe possono riguardare il passato (Napoleone è morto nel 1821), il presente (oggi io sono qui a scuola), il futuro (domani sorgerà il sole).
Le situazioni incerte si riferiscono di solito al futuro, ma possono anche riguardare il presente (sono terminate le elezioni, ma ancora non sono state scrutinate le schede, quindi c’è incertezza sul vincitore) e il passato ( se fonti storiche ugualmente attendibili sono discordi sull’anno di nascita di un personaggio, questo anno di nascita per me resta incerto). Sia ben chiaro: i due fatti sono già avvenuti, un vincitore c’è, quel personaggio è nato certamente in un anno preciso. Ciò che manca sono le informazioni che rendano certo per me quel fatto.
La certezza o l’incertezza di un evento dipende dalle informazioni su quell’evento.

Nella attività b.2 si chiede di costruire situazioni certe e situazioni incerte anche riferendosi al modello dell’urna (estrazione di palline diversamente colorate) ed al lancio dei dadi.
Nel lancio di un dado, per esempio, è certo che uscirà un numero compreso fra 1 e 6, è certo che uscirà un numero pari o uno dispari, è certo che non uscirà il 7, mentre è incerto se uscirà il 2 o il 5.

3 – Punto c. “Qualificare l’incertezza di alcune situazioni”.

I due modelli dell’urna e del lancio del dado sono facilmente dominabili e permettono di fare valutazioni comparative ragionate sulla incertezza delle situazioni (attività c.1).

Nel lancio di un dado, per esempio, è più facile (più probabile) che esca un numero primo che non il 4 perché i numeri primi sono tre e di 4 ce n’è uno solo.

E’ impossibile che esca il 7 perché non c’è su nessuna faccia, ecc.

CLASSE QUARTA
1 – Punto a.“Progettare raccolte di dati in modalità qualitativa”. 
Se le modalità qualitative sono ordinabili e in numero dispari si può introdurre un nuovo indice: la mediana cioè la modalità che, nell’ordine stabilito occupa la posizione centrale. Se, per esempio, il carattere “grado di istruzione dei genitori” si presenta con le modalità: nessuna licenza, licenza di scuola elementare, licenza di scuola media inferiore, licenza di scuola media superiore, laurea, la mediana è “licenza di scuola media inferiore”.
Se le modalità sono in numero pari non si può ragionevolmente parlare di mediana.

2 – Punto b. “Progettare raccolte in modalità quantitativa”.

Quando i dati sono raccolti in modalità quantitativa, cioè sono numeri, ed essendo i numeri ordinabili, possiamo sempre considerare l’ indice statistico mediana. 
Per trovare la mediana bisogna disporre tutti i dati in ordine crescente: il dato centrale, quello che divide in due parti uguali la successione, è la mediana. Se il numero dei dati raccolti è dispari, la mediana è uno dei dati; se è pari qualunque valore compreso fra i due mediani può essere considerato “mediana”. Di solito, però, si assume come mediana la media aritmetica dei due dati centrali.

Anche la mediana, come la moda, è una “media di posizione”. Essa ci dice che metà dei dati hanno valori minori o uguali alla mediana e l’altra metà valori maggiori o uguali della mediana.
La moda è la modalità preferita dalla maggioranza delle unità statistiche. Questo non significa che più del 50% delle unità hanno optato per la stessa modalità, ma solo che le altre modalità hanno avuto un numero minore di preferenze.
Nella rappresentazione dei dati a canne d’organo la moda è rappresentata dalla colonna più alta.
La moda può essere più di una, la mediana, invece, è unica.

2 – Punto c. “Qualificare l’incertezza di alcune situazioni”.
E’ bene che i bambini si rendano conto che, nel linguaggio comune, l’incertezza di una situazione può essere descritta con una pluralità di espressioni come “può darsi, ma non è sicuro”, “forse”, ecc. Vi è anche la parola “probabile” che, in matematica, è stato scelto come termine tecnico. 

Rispetto all’anno precedente, conviene esaminare un maggior numero di situazioni ed insistere sulla importanza delle informazioni per poter qualificare una situazione di incertezza e per confrontarla con altre situazioni.

Il confronto si esprime con espressioni verbali come “è più facile che…”, “è più probabile”.
Esempi. Nel lancio di un dado è più facile che esca un numero maggiore o uguale a 3 che non 1 o 2.

Da un’urna contenente 10 caramelle di cui 6 al limone, 3 alla menta e 1 al miele, è più facile pescare una caramella al limone che non una alla menta o al miele.

CLASSE QUINTA
1 – Punto a. “Progettare raccolte di dati in modalità quantitativa”.
In quinta conviene fare il punto (attività a.1), anche in relazione al tema “Introduzione al pensiero razionale” sulla terminologia che si usa in statistica: popolazione statistica, unità statistica, carattere, modalità, ecc.

Fra i modi di rappresentazione dei dati abbiamo inserito gli areogrammi (attività a.2) perché molto usati in geografia. Essi sono di solito circolari, ma si possono usare anche quelli rettangolari. Essi coinvolgono le percentuali ed ha senso usarli se i ragazzi le conoscono.

Viene introdotto un nuovo indice statistico, la media aritmetica. E’ una “media ferma o di calcolo”come altre di cui non parleremo (media geometrica, media armonica, ecc.). Dei tre indici statistici introdotti la media aritmetica è la  più nota, ma anche la più difficile da calcolare perché richiede di fare addizioni e una divisione.

L’addizione viene fatta con tutti i dati raccolti anche se vi sono delle ripetizioni; la divisione è per il numero dei dati raccolti.

Questo indice è molto usato nella vita sociale. Si pensi, per fare qualche esempio, alla temperatura media di un luogo, ai prezzi medi delle merci, alla vita media degli abitanti di una nazione, ecc.

Questo indice è molto influenzato dai valori estremi dei dati raccolti: un valore piccolo “abbassa la media”, mentre un valore molto grande “alza la media”.

La media aritmetica è sempre compresa fra il valore minimo ed il valore massimo dei dati raccolti e può non coincidere con nessuno di essi.

La media aritmetica ha una funzione di “equità distributiva” nel senso che, senza cambiare la somma totale dei dati, tende a “pareggiarli”, a “livellarli”.
Un problema che va affrontato in classe è quello della scelta del “valore medio” più conveniente per rappresentare un insieme di dati. Non ci sono regole fisse, ma tutto dipende dall’obiettivo che uno si propone quando fa una indagine statistica.
Per esempio, ad un costruttore di scarpe interessa conoscere la moda del numero di scarpa dei bambini di una certa età; non interessa certo la mediana e la media aritmetica potrebbe portarlo al fallimento.

Un altro esempio. Una piccola società di informatica è composta da un presidente, che ha uno stipendio netto annuo di 110 000 euro, 2 tecnici specializzati con stipendio netto annuo di 20 000 euro, e 4 tecnici semplici il cui stipendio netto annuo è di 15 000 euro. In vista della assunzione di nuovi tecnici per espandere l’attività il presidente mette in risalto che lo stipendio medio annuo netto dei membri della società è di 30 000 euro (media aritmetica); una persona che vorrebbe essere assunta è interessata, invece, alla moda che è di soli 15 000 euro netti annui.
In ogni situazione i tre “valori medi” danno delle informazioni parziali. E’ bene, quindi, calcolarli tutti e tre e confrontare le informazioni che ciascuno da per avere una informazione più completa.

Un altro indice, espressamente ricordato dalle Indicazioni Nazionali è l’intervallo di variazione.

Si tratta di un indice di dispersione. L’intervallo di variazione è dato dalla differenza tra valore massimo e valore minimo dei dati raccolti e non tiene conto dei dati intermedi. Lo si usa, per esempio, quando si parla di temperatura minima e di temperatura massima.

2 – Punto b. “Leggere statistiche contenute in documenti ufficiali”.
Le attività b.1 e b.2 hanno come obiettivo, da una parte di sottolineare l’importanza della statistica nella vita associata (internazionale, nazionale, regionale…comunale) e, dall’altra, di avvicinare i ragazzi alle pubblicazioni statistiche dei vari enti viste come fonti di informazioni interessanti.
Da queste pubblicazioni i bambini possono desumere informazioni sull’andamento dell’economia, nel comune, nella provincia, nella regione, sulla evoluzione demografica confrontando numero dei nati e dei morti nei vari anni, ma anche con l’andamento globale della popolazione per mettere in risalto il fenomeno immigratorio.

L’attività b.3 riprende gli “Aspetti storici connessi alla matematica”: “Questioni statistiche del passato (ad es. censimenti, tavole statistiche di natalità, mortalità, battesimi, epidemie,…).”

Queste indagini possono essere fatte direttamente dai bambini consultando i registri comunali e parrocchiali. Si possono, in questo modo, fare scoperte sul fenomeno religioso: non tutti i nati vengono battezzati, ed andare alla ricerca dei motivi di questo fatto.
3 – Punto c. “Quantificare l’incertezza di situazioni particolarmente semplici”.
E’ il punto di arrivo delle attività di probabilità: esprimere la probabilità di un evento con un numero. A questo si arriva in situazioni molto semplici e schematizzate come il lancio dei dadi e le estrazioni da un’urna. Qui bisogna introdurre l’idea di “casi possibili”: sono tutti i casi che si possono presentare (nel lancio di un dado sono 6, nel lancio di due dadi sono 36); di “casi favorevoli”: sono i casi che permettono la vittoria, o quelli sui quali ho puntato (sono in numero non superiore ai casi possibili). C’è , però, una condizione che va rispettata: nessun caso deve essere favorito rispetto ad un altro, cioè tutti i casi sono sullo stesso piano, senza “favoritismi”. Si dice che i casi sono equiprobabili o in condizioni di simmetria, come si esprimono le Indicazioni Nazionali.
C’è anche un’altra ovvia condizione da rispettare: i casi possibili devono essere in numero finito.

Verificato tutto ciò la probabilità di un evento si esprime come il rapporto fra numero di casi favorevoli e numero di casi possibili. E’ questa la concezione classica della probabilità, ricordata nei programmi del 1985 e nelle Indicazioni Nazionali per la terza media.
E’ ovvio che la probabilità di un evento può assumere tutti i valori che vanno da 0 (evento impossibile) a 1 (evento certo).

Può essere interessante far costruire delle situazioni di incertezza nelle quali la probabilità di un evento sia, per esempio, 2/3, oppure maggiore di 2/5, ecc. Si ha così un uso significativo delle frazioni.
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