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1 – INTRODUZIONE
Nella nostra vita quotidiana noi misuriamo continuamente tanti “oggetti” con gli strumenti più diversi. Ogni misura viene espressa, normalmente, da un “numero decimale”. Siccome in matematica gli “oggetti” che vengono misurati sono chiamati genericamente “grandezze” ecco perché nel titolo ho parlato della “terna”. Nostro compito, in questo corso, è di precisare il significato di “numero decimale”, “grandezza” e “misura”, concetti che trattiamo continuamente anche nella scuola elementare.
2 – NUMERI DECIMALI
Prima di affrontare gli aspetti concettuali vediamo che cosa dicono i programmi della scuola primaria e secondaria di primo grado, quale idea hanno di numeri decimali, che cosa richiedono di fare con essi.
2.1 – I numeri decimali nei programmi

I programmi del 1979 per la scuola media non usano mai l’espressione “numeri decimali”, e neppure quella di “numeri con virgola”. Nel tema “Insiemi numerici” richiedono: “Scrittura decimale. Ordine di grandezza”. 

Sono previste, però, attività che fanno intervenire i “numeri con virgola” come: “Percentuali.  Esercizi di calcolo, esatto e approssimato. Approssimazioni successive come avvio ai numeri reali”.

I programmi del 1985 prevedono i “numeri decimali” distinguendoli dai numeri naturali:

“leggere i numeri naturali e decimali, espressi sia in cifre sia a parole, traducendoli nelle corrispondenti somme di migliaia, centinaia, decine, unità, decimi, centesimi, ecc.”;

“scrivere sia in cifre sia a parole, anche sotto dettatura, i numeri naturali e decimali, comprendendo il valore posizionale delle cifre, il significato e l’uso dello zero e della virgola”;

“eseguire per iscritto le quattro operazioni aritmetiche con i numeri naturali e decimali, comprendendo il significato dei procedimenti di calcolo”;

“moltiplicare e dividere i numeri naturali e decimali per dieci, cento, mille, comprendendo il significato di queste operazioni”.

La parola “virgola” fa pensare che i numeri decimali siano “quelli con la virgola”. L’interpretazione è confermata dalle “Indicazioni didattiche”: “ L’introduzione dei numeri con virgola va realizzata a partire dal terzo anno e le relative operazioni vanno introdotte, con gradualità, negli ultimi due anni. In quarta classe ci si può limitare alle addizioni e alle sottrazioni, con specifica attenzione al valore frazionario delle cifre secondo la posizione occupata a destra della virgola, e quindi all’incolonnamento. In quinta classe le moltiplicazioni e le divisioni con numeri decimali non dovranno avere, rispettivamente, fattori e divisori con più di due cifre dopo la virgola.”
Con questa identificazione è chiaro che per i programmi del 1985 i numeri naturali non sono numeri decimali.
 Nelle Indicazioni Nazionali (2004) per la scuola primaria (secondo biennio) non compare mai l’espressione “numeri con virgola”, ma, più volte, l’espressione “numeri decimali” anche in distinzione dai numeri naturali:

“Introduzione dei numeri decimali”;

“Scritture diverse dello stesso numero (frazione, frazione decimale, numero decimale” [questa frase a me risulta almeno poco chiara: sembra che ogni numero possa essere scritto in queste tre forme diverse];

“Leggere e scrivere i numeri naturali e decimali consolidando la consapevolezza del valore posizionale delle cifre”; “Confrontare e ordinare numeri decimali e operare con essi”;

“Eseguire le quattro operazioni anche con numeri decimali con consapevolezza del concetto e padronanza degli algoritmi”; “Confrontare l’ordine di grandezza dei termini di una operazione tra numeri decimali e il relativo risultato”.

I numeri decimali vengono ripresi nelle Indicazioni Nazionali per la scuola secondaria di primo grado:“Scrittura decimale dei numeri razionali”; “Leggere e scrivere numeri naturali e decimali in base dieci usando la notazione polinomiale e quella scientifica” [non riesco a pensare come si possa leggere e scrivere i numeri decimali in basi diverse da dieci];

“Eseguire operazioni con i numeri razionali in forma decimale”.

Nella terza classe sono previsti “allineamenti decimali, periodici e non, esempi di numeri irrazionali”.
Anche le Indicazioni per il curricolo (2007) non usano mai la espressione “numeri con virgola”, ma solo “numeri decimali”.
Entro la terza elementare  prevedono: “Leggere, scrivere, confrontare numeri decimali, rappresentarli sulla retta ed eseguire semplici addizioni e sottrazioni, anche con riferimento alle monete o ai risultati di semplici misure”.

Entro la quinta elementare richiedono: “Leggere, scrivere, confrontare numeri decimali ed eseguire le quattro operazioni con sicurezza”. Utilizzare numeri decimali, frazioni e percentuali per descrivere situazioni quotidiane. Rappresentare i numeri conosciuti sulla retta.”
Entro la terza media è necessario: “Eseguire addizioni, sottrazioni, moltiplicazioni, divisioni e confronti tra i numeri conosciuti (numeri naturali, numeri interi, frazioni e numeri decimali). Rappresentare i numeri conosciuti sulla retta. Utilizzare frazioni equivalenti e numeri decimali per denotare uno stesso numero razionale in diversi modi. Calcolare percentuali. Sapere che non si può trovare una frazione o un numero decimale che elevato al quadrato dà 2”.

Nella tradizione scolastica la espressione “numeri decimali” designa sempre i numeri con la virgola, i numeri, cioè, nei quali, si distingue una parte intera ed una parte decimale separate da una virgola. Nella scuola elementare questi numeri vengono confrontati fra di loro e su di essi si eseguono le “quattro operazioni”. Si tratta sempre, però, di numeri decimali finiti o limitati. Quelli illimitati, periodici o no, vengono introdotti nella scuola media.
2.2 – I numeri decimali della scuola elementare: il mondo in cui vivono.
I numeri decimali che si trattano alla scuola elementare, quando possono essere scritti come numeri con virgola, hanno sempre un numero limitato o finito di cifre dopo la virgola. Questo aspetto non viene rimarcato esplicitamente a scuola, ma è nella realtà dei fatti. Nel mondo in cui vivono questi numeri, ne vivono altri di cui si parla alla scuola media e cioè i numeri che dopo la virgola hanno infinite cifre decimali, ma che, da un certo punto in poi, si ripetono a blocchi. Sono i numeri periodici.
Il mondo in cui vivono questi numeri è il “mondo dei numeri razionali” che sono rappresentati globalmente con il simbolo Q. Essi sono numeri che si scrivono come le frazioni, cioè del tipo  a/b con b > 0, ma non sono frazioni. Essi sono “oggetti matematici” costruiti con le frazioni mediante la solita relazione di equivalenza tra frazioni: due frazioni  a/b  e  c/d  sono equivalenti se e solo se    ad = bc. Questa è una relazione di equivalenza in senso tecnico, cioè riflessiva, simmetrica e transitiva. Nascono così le classi di equivalenza. Ebbene: ogni classe di equivalenza è un numero razionale.
Questo è il punto in cui siamo arrivati con il corso dello scorso anno. Questo è il punto di partenza del nostro corso.

Chi vuole studiare per suo conto come e perché si passa dal mondo delle frazioni a quello dei numeri razionali può leggere:

M. Ferrari, I mondi numerici del primo ciclo scolastico: teoria – didattica – storia, Quaderno Didattico N. 20, CRDUM, 2006, capitolo nono.

Una versione più dettagliata si trova in

M. Ferrari, Dalle frazioni ai numeri razionali: come e perché, IMSI, Vol. 22 A-B, novembre-dicembre 1999.
2.3 – I numeri razionali: le due grandi famiglie

Non è una novità che nei vari mondi numerici esistano delle grandi aggregazioni caratterizzate da qualche particolare proprietà. 

Per esempio, nel mondo dei numeri naturali abbiamo la grande famiglia dei Pari e la grande famiglia dei Dispari.

Nel mondo dei numeri interi relativi abbiamo la grande famiglia dei numeri negativi e la grande famiglia di quelli non negativi.

Queste ultime due famiglie esistono anche nel mondo dei numeri razionali, ma non è di esse che vogliamo parlare.

Vogliamo, invece, dare una occhiata ai denominatori delle frazioni che stanno nella stessa classe di equivalenza, cioè sono rappresentanti dello stesso numero razionale.

Ci sono  dei numeri razionali il cui “capostipite” ha come denominatore una potenza di 10, cioè un numero del tipo 10n .

Basta pensare a  1/10,  3/100,  7/100, 9/1000, ecc.

Per altri numeri razionali, non è il “capostipite” ad essere in questa situazione, ma nelle loro classi di equivalenza vi è almeno una frazione con denominatore una potenza di 10.

Basta pensare, per esempio, a numeri come 1/2, 3/8, 2/5, 0/1.

Nella classe [1/2] c’è, per esempio, la frazione  5/10; nella classe [3/8] c’è la frazione  375/1000; nella classe [2/5] c’è la frazione 4/10; nella classe [0/1] c’è la frazione 0/10
Ebbene, tutti questi numeri razionali che possono essere scritti sotto forma di frazioni aventi a denominatore una potenza di 10 formano la prima grande famiglia.

I numeri di questa prima famiglia sono particolarmente importanti perché sono quelli che, sia pure scritti in forme diverse, usiamo continuamente nella vita quotidiana e nella attività scientifica. E’ giusto, quindi, dar loro un nome specifico: sono i numeri decimali finiti o limitati o, anche, frazioni decimali.

Vogliamo presentarli con una definizione esplicita alla maniera dei matematici.

Si chiama numero decimale finito (o limitato) o anche frazione decimale ogni numero razionale che può essere scritto nella forma  A/10n  dove  A è un numero intero relativo ed  n un numero naturale.

Il numero A è preso dagli interi relativi perché ci sono anche i numeri decimali finiti negativi; nella scuola elementare, però, A è sempre e solo un  numero naturale.
Una conseguenza immediata, forse un po’ inaspettata, della definizione è questa: siccome può essere  n = 0 e siccome  100 = 1 allora i numeri interi relativi ed i numeri naturali sono numeri decimali finiti. Questa è la situazione matematica che non viene rispecchiata nel linguaggio dei programmi, nel linguaggio comune ed in quello della attività in classe. Non è l’unico caso e non bisogna farne un dramma. Basta mettersi d’accordo in modo da evitare di usare le stesse parole per indicare “oggetti” diversi.

Il significato del termine “finito” o “limitato” è legato alla scrittura di questi numeri come numeri con virgola cioè come numeri composti da una parte intera (a sinistra della virgola) e da una parte decimale (a destra della virgola) e ci dice che le cifre dopo la virgola sono in numero finito.

La seconda grande famiglia è formata da tutti gli altri numeri razionali, cioè da tutti quei numeri nelle cui classi di equivalenza non compare nessuna frazione con denominatore una potenza di 10.

Appartengono a questa famiglia, per esempio, i numeri 1/3, 3/7, 5/15, 2/9, ecc.

I numeri della seconda famiglia non sono decimali finiti, ma sono decimali infiniti periodici. Questo ultimo aggettivo serve per distinguere questi numeri razionali da altri numeri che non sono razionali, ma irrazionali e che hanno infinite cifre dopo la virgola senza che nessun blocco di cifre si ripeta periodicamente. Dei numeri periodici parleremo più avanti.
2.4  Alla scoperta dei personaggi della prima grande famiglia.

Scoprire se un numero razionale appartiene alla prima famiglia è, qualche volta, immediato e si realizza per tutti i numeri il cui capostipite ha a denominatore una potenza di 10. 

Altre volte, invece, può essere lungo e noioso perché si tratta di esaminare le frazioni equivalenti della classe che rappresentano il numero nella speranza di trovarne una con denominatore una potenza di 10. E non è detto che la si incontri.

I matematici si sono posti il problema e l’hanno risolto in modo semplice ed elegante in questi termini: per decidere se un numero razionale  a/b, con a  e  b primi fra di loro, è decimale finito basta “contemplare” il denominatore b: se i suoi fattori primi sono solamente 2  o  5 allora il numero è decimale finito.
Per darci un po’ di importanza enunciamo questo fatto sotto forma di

Teorema: un numero razionale a/b  con a  e  b  primi fra di loro è un numero decimale fini se e soltanto se gli unici fattori primi di b sono 2  o  5.
Dimostrazione
Osserviamo che il connettivo “o” che compare nell’enunciato del teorema è da intendersi  nel senso del latino “vel”. E’ il connettivo di disgiunzione inclusiva. Questo significa che i fattori primi di b possono essere solo il 2, come, per esempio, nel numero  1/8, o solo il 5, come, per esempio, nel numero  8/5, oppure sia il 2 che il 5 come, per esempio, in 9/20.
La dimostrazione che ora presentiamo si compone di due parti.

A – Supponiamo che  a/b sia un numero decimale finito, cioè, valga l’uguaglianza
a/b = A/10n       (1)
Dobbiamo dimostrare che gli unici fattori primi di b sono 2 o 5.

La  (1) può essere riscritta così:  (10n/b) x a = A.

Siccome  A  è un intero relativo lo deve essere anche  (10n/b) x a.  Dato che  a  è intero e primo con b, allora deve essere intero  10n/b, cioè b deve essere un divisore di  10n. Siccome gli unici fattori primi di 10n sono  2 e 5, anche b deve avere come unici fattori primi 2 o 5.
Osservazione. Siamo passati dal connettivo “e” relativo ai fattori primi di 10n al connettivo “o” relativo ai fattori primi di b. Il motivo è evidente. Il numero 10n ha come fattori primi sia 2 che 5. Il numero b, per essere un divisore di 10, basta che abbia, come unici fattori primi, uno dei due numeri. Naturalmente se li ha entrambi la cosa non guasta.
B – Supponiamo ora che gli unici fattori primi di b siano 2 o 5, cioè sia  b = 2m x 5n  con m ed n numeri naturali positivi o nulli. Dobbiamo far vedere che  a/b è un  numero decimale finito cioè un numero del tipo  A/10n.
Per gli esponenti m  ed  n si possono verificare due casi: m ≥ n  oppure n > m.

Se m ≥ n   moltiplichiamo numeratore e denominatore di  a/b per  5m – n:

a/b = a/(2m x 5n) = (a x 5m – n)/ (2m x 5n x 5m – n) =  (a x 5m – n)/2m x 5m = B/10m
avendo posto  B = a x 5m - n
Quindi a/b è un numero decimale finito.
Se  n > m moltiplichiamo numeratore e denominatore di a/b per 2n – m:
a/b = a/(2m x 5n)= (a x 2n – m)/2n – m x 2m x 5n = a x 2n – m/2n x 5n = C/10n
avendo posto  C = a x 2n – m.

Quindi a/b è un numero decimale finito. Il teorema è, perciò, dimostrato.

Osservazione

La precisazione che  a  e  b devono essere primi fra di loro è importante.

Per esempio, il numero 3/15 ha un denominatore nel quale compare il fattore primo 3 e, quindi, ufficialmente non sarebbe un numero decimale finito. Tuttavia, 3 e 15 non sono primi fra di loro. Eseguita la semplificazione otteniamo il numero 1/5 che è decimale finito

2.5 – Numeri decimali finiti: la vita sociale.

I numeri decimali finiti (ndf) sono immersi nel mondo dei numeri razionali e, quindi, partecipano della loro vita sociale che si sviluppa attorno a tre centri di aggregazione: quello della addizione, quello della moltiplicazione e quello della relazione di ordine.

Centro di aggregazione della addizione. E’ nota la definizione di addizione tra numeri razionali:
a/b + c/d = (ad + cb)/bd.
Questa  operazione è binaria, interna, commutativa, associativa, ha l’elemento neutro (0/1) ed ogni numero razionale  a/b ha un opposto (-a/b).

Anche i ndf si possono sommare, ma il problema che si pone è: questa operazione è interna al mondo dei ndf, che possiamo indicare con D? La domanda non è oziosa perché sommando due numeri periodici possiamo ottenere un  numero che non è periodico. Per esempio: 1/(3) + 2/(3) = 1 che non è periodico pur essendo periodici i due addendi.[Con il simbolo (3) si indica il periodo 3]. Questo non capita nel mondo dei ndf, come si vede dalla definizione:
A/10m + B/10n = (A x 10n + B x 10m)/10m x 10n = C/10m + n  che è un ndf.
Ovviamente questa operazione è commutativa e associativa; l’elemento neutro è un  ndf e l’opposto di un ndf è ancora un ndf.

I matematici cercano sempre di costruire un linguaggio un linguaggio tecnico preciso che, da una parte permetta di risparmiare tempo e fatica e, dall’altra, di comunicare idee in modo inequivocabile. Ebbene, in questa situazione i matematici dicono semplicemente che D, con l’operazione di addizione, è un gruppo commutativo o abeliano.

Centro di aggregazione della moltiplicazione. E’ nota la definizione di moltiplicazione nel mondo dei numeri razionali:                                 a/b x c/d = ac/bd
Questa  operazione è binaria, interna, commutativa, associativa, ha l’elemento neutro (1/1) ed ogni numero razionale  a/b di verso da zero ha un in verso (b/a). Inoltre è distributiva rispetto alla addizione. Tutte queste proprietà valgono anche nella moltiplicazione tra ndf? Sarebbe bello poter rispondere affermativamente, ma non possiamo. C’è quasi tutto; ciò che manca è l’esistenza degli inversi. Questo significa che non sempre l’inverso di un ndf è un ndf. Per esempio, 3/10 è un numero decimale finito, ma il suo inverso, 10/3 non è un numero decimale finito.
Centro di aggregazione della relazione di ordine. E’ nota la definizione di ordine fra numeri razionali:                                        a/b > c/d  se e solo se  ad > bc
Questa relazione è transitiva, tricotomia, archimedea, coerente con l’addizione e con la moltiplicazione. Nel passaggio dai numeri interi relativi ai numeri razionali questa relazione acquista una proprietà, detta densità: tra due numeri razionali qualunque esiste sempre un numero razionale che è maggiore del più piccolo e minore del più grande. Per trovarlo basta fare la media aritmetica dei due numeri. Ebbene, questa proprietà vale anche per i numeri decimali finiti. Possiamo, quindi, dire che D è un insieme denso.
2.6 – Numeri decimali finiti: qualche cenno storico
Quello dei numeri decimali finiti è un argomento sul quale, anche in classe, si possono fornire alcuni cenni storici per illustrare la lunga strada che ha permesso di arrivare alla situazione attuale. Riporto questi cenni dal Quaderno Didattico N. 20.

“Coerentemente con il loro sistema di numerazione, i primi ad usare le frazioni decimali, soprattutto nei pesi e nelle misure, furono i Cinesi. Le loro principali opere matematiche sono di difficile datazione perché furono continuamente rielaborate da autori diversi; le due più importanti, cioè il “Classico aritmetico dello gnomone e delle orbite circolari del cielo” e i “Nove capitoli sull’arte matematica” sono da collocare nel IV-III secolo prima di Cristo.

Nonostante siano gli inventori del sistema di numerazione decimale posizionale, gli Indiani non lo applicarono alle frazioni continuando ad usare quelle sessagesimali nelle attività astronomiche e quelle comuni nelle attività quotidiane.

Gli Arabi adottarono il sistema di numerazione indiano ed iniziarono ad applicarlo anche alle frazioni; così, per esempio, si trovano frazioni decimali nel trattato “Capitoli dell’aritmetica indiana” del 952-53 del matematico Al-Uglidisi che le usa per approssimare radici quadrate e radici cubiche irrazionali. 

Un uso sistematico delle frazioni decimali in problemi di approssimazione si trova nel “Trattato di aritmetica” del 1172 di As-Samaw’al che introduce la terminologia “parte delle decine”, “parte delle centinaia”, ecc. per indicare i nostri decimi, centesimi, ecc.

Fu, però, il persiano Jemshid Ibn Mesud Al-Kashi a dare, nel XV secolo, una prima trattazione sistematica e completa delle frazioni decimali nelle due opere “Trattato sulla circonferenza del cerchio” e “La chiave dell’aritmetica”.

L’obiettivo di Al-Kashi fu di costruire un sistema di frazioni nel quale poter effettuare le operazioni sulle frazioni seguendo le stesse regole che valgono per gli interi. Egli enunciò le principali regole delle operazioni con le frazioni decimali, le stesse che usiamo noi.

In Europa l’uso  delle frazioni decimali si diffuse molto lentamente.   Un primo cenno di un sistema di “primi”, “secondi”, “terzi” ecc. decimali, terminologia che sarà ripresa da Stevin, fu proposto dall’astronomo Emmanuel Bonfils (1340-1377).

Una della prime opere a stampa nella quale si usano le frazioni decimali è “Die Coss” di Cristoph Rudolff (1500-1545): “Coss” è la traduzione tedesca di “cosa” termine usato, per esempio da Luca Pacioli (1440-1515), per indicare l’incognita (che noi di solito indichiamo con x).   “Die Coss” era un trattato di algebra, molto noto ai suoi tempi, tanto che Rudolff venne chiamato “il precettore in matematica di tutta la Germania”. Rudolff ritornò sulle frazioni decimali nel trattato “Exempel Buchlin”, del 1530, nel quale insegnò anche la divisione per 10, 100, etc. con lo spostamento della “virgola”.

 Una particolare menzione merita il matematico francese François Viète  (1540-1603) con il quale si fa iniziare il “periodo simbolico” dell’algebra. Egli condusse una vera battaglia in favore dell’adozione delle frazioni decimali al posto di quelle sessagesimali.  Nel “Canon mathematicus” del 1579, scriveva: “Sessantesimi e sessantine non vanno mai usati se non raramente nella matematica, mentre millesimi e migliaia, centesimi e centinaia, decimi e decine, e progressioni simili, ascendenti e discendenti, vanno usati frequentemente o esclusivamente”.

L’impulso decisivo all’uso generalizzato  delle frazioni decimali, anche nell’“aritmetica pratica” fu dato dal fiammingo Simon Stevin (1548-1620), fisico, ingegnere e matematico. Il suo influsso fu così determinante che molti, a torto, lo ritennero l’inventore delle frazioni decimali. Ad esse egli dedicò l’opuscolo “De Thiende” pubblicato nel 1585 e, nello stesso anno, tradotto in francese con il titolo “La Disme” (il Decimo). Il suo merito principale è di aver esposto con chiarezza, precisione e semplicità le regole di calcolo con le frazioni decimali, regole che ora si imparano nella scuola. In sostanza , il Decimo “è una specie di aritmetica, inventata per mezzo della Decima progressione” con la quale si possono fare “tutti i calcoli che si incontrano negli affari degli uomini” eseguendoli “con numeri interi senza rotti”, cioè senza frazioni, ma usando un conveniente simbolismo che vedremo tra poco.

Stevin dimostrò la sua originalità e la sua lungimiranza anche suggerendo la metodica introduzione della divisione decimale dei pesi e misure pur essendo consapevole delle difficoltà che avrebbe incontrata l’attuazione di questa riforma. Passarono due secoli prima che quel suggerimento cominciasse a venire tradotto in atto: solo con la rivoluzione francese, infatti, si perfezionò ed iniziò ad imporsi il Sistema Metrico Decimale.

Con Stevin termina la storia delle frazioni decimali, ma continua quella del simbolismo decimale.

Nei sistemi di numerazione polinomiali, come il nostro, nasce il problema di distinguere la parte intera da quella decimale nella scrittura dei numeri. I simboli usati dai matematici furono diversi.

Il primo a rendersi conto del problema e a proporre una soluzione fu Al-Uglidisi . Egli suggerì di distinguere la parte intera da quella decimale ponendo un accento sopra la cifra delle unità e insistette perché tale segno fosse sempre usato. I copisti, però, fecero spesso di testa loro non comprendendo il senso di quel simbolo.

Sempre in ambiente arabo Al-Kashi distinse la parte intera da quella decimale o scrivendola con un colore diverso o separandola con una sbarra verticale.

Ebbe questa stessa idea, senza conoscere gli scritti di Al-Kashi, Cristoph Rudolff  il quale, sia nella Coss, che nell’Exempel Buchlin, usava una sbarra verticale per separare la parte intera da quella che noi chiamiamo parte decimale ed egli chiamava “resto”. Nella Coss, per esempio, egli scrive pressappoco così: dividendo 652 per 10 si ottiene 65|2 con 65 quoziente e 2 resto.

Viète usò, in questo settore, più fantasia. Qualche volta si accontentava di scrivere la parte intera con caratteri più grandi di quelli usati per la parte decimale; altre volte le separava con una sbarra verticale; altre volte ancora usava la virgola combinata con una riga che sottolineava la parte decimale come per esempio, 314.159,265,35 (qui c’è una abbondanza eccessiva di simboli): la prima virgola da sinistra è quella decimale, le altre venivano poste ogni tre cifre decimali, mentre il punto, partendo da destra della prima virgola, veniva posto per ogni blocco di tre cifre della parte intera. 

Il grande “sponsor” dei numeri decimali, Simon Stevin, chiamava “inizio” la parte intera e la contrassegnava globalmente con il simbolo ( (uno zero racchiuso in un  cerchio). “Ciascuna decima parte dell’unità di inizio la chiamiamo Primo e il suo segno è (; e la decima parte dell’unità di primo lo chiamiamo Secondo, il suo segno è (”. Seguivano i Terzi, i Quarti, ecc., ciascuno con il relativo simbolo. 

Ad esempio Stevin scriveva   27(8(4(7(  il numero che noi scriviamo  27,847.   

La notazione era piuttosto complicata ed altri matematici cercarono di semplificarla; così, ad esempio, lo svizzero Joost Burgi (1552-1632) scriveva 2414 ponendo uno zero sotto la cifra 1, al posto del nostro 241,4.

Gli storici della matematica non sono unanimi nell’assegnare la “primogenitura” per la introduzione della virgola. Alcuni la attribuiscono a Giovanni Antonio Magini (1555-1617), astronomo amico di Keplero, altri a Cristoforo Clavio (1537-1612), un gesuita pure amico di Keplero. Essi sono, invece, concordi nel ritenere che la consacrazione della virgola e del punto come separatore decimale sia da ascriversi a John Napier (1550-1617), più noto come Nepero, quello dei bastoncini per la moltiplicazione.

Nell’opera “Rabdologiae, seu numerationis per virgulas, libri duo”, del 1617, egli usa indifferentemente il punto o la virgola, mentre nell’opera postuma “Mirifici logarithmorum canonis constructio” del 1619 adotta il punto decimale.

Dopo Napier l’uso del punto o della virgola decimale si diffuse gradualmente, ma divenne esclusivo solo verso la fine del secolo XVIII con l’adozione del sistema metrico decimale.

Per due secoli il punto, preferito dai paesi di area anglosassone, e la virgola, preferita dagli altri paesi europei, convissero con i simboli precedenti e con altri inventati dopo come il “semirettangolo” (esempio: 34|267) o la scrittura più piccola, in alto e sottolineata della parte decimale (esempio 15,21 ).  Anche dopo la vittoria definitiva del punto o della virgola i matematici giocarono a scriverli in alto (34’14) altre volte, più spesso, in basso.

Attualmente nei calcolatori viene usato esclusivamente il “punto decimale” anche nella notazione esponenziale, preferita perché più compatta. Ad esempio, se si utilizza la notazione esponenziale, anziché 0,0015 sul visore del calcolatore appare 1.5E-3, che significa  1,5 × 10-3.

3 – I NUMERI CON LA VIRGOLA
3.1 -  Introduzione

I numeri con la virgola (o con il punto) ci sono molto familiari non solo nella attività scolastica, a partire dalla scuola elementare, ma anche nella vita quotidiana. Basta fermarsi ad un distributore di benzina per accorgersene. Di solito identifichiamo questi numeri con i numeri decimali finiti. Finora, però, in forza della definizione data, noi abbiamo scritto questi numeri sotto forma di frazioni decimali, cioè di frazioni aventi come denominatore una potenza di 10. Questa scrittura, però, è scomoda dal punto di vista tipografico e non facilita certamente l’esecuzione delle operazioni con essi. Basta pensare che tutti i programmi italiani per la scuola elementare non chiedono mai di fare operazioni con le frazioni, mentre esigono sempre di eseguire le quattro operazioni con i “numeri decimali”. Questa richiesta si riferisce ai numeri decimali scritti sotto forma di “numeri con virgola”. Effettivamente le operazioni con i numeri scritti sotto questa forma sono alla portata dei bambini delle scuole elementari. Si incontrano, però, problemi, e non solo a livello di bambini, quando si tratta di ordinare questi numeri.

Il merito di aver “elementarizzato” le operazioni con i “numeri con virgola” va riconosciuto, nel mondo europeo, a Simon Stevin ed al suo libretto “La Disme”. 

Il problema, allora, è di sapere come si passa dalla prima scrittura, quella sotto forma di frazione, alla seconda, quella sotto forma di numeri con virgola, e quali sono le regole che dobbiamo seguire.
3.2 – Alcuni prerequisiti

Per capire quanto diremo in seguito è necessario ricordare alcuni concetti sulla scrittura dei numeri.

Il nostro sistema di numerazione è posizionale, decimale, polinomiale.

L’aggettivo “posizionale” ci dice che il “valore” di una cifra è assegnato dalla posizione che essa occupa nella rappresentazione di un numero.

Per esempio, nel numero rappresentato con  111 in una base  b  qualunque, la prima cifra 1 (da destra) riguarda la potenza b0, la seconda la potenza b1 e la terza la potenza b2. Se b è dieci abbiamo, nell’ordine, le unità, le decine, le centinaia. Se b è tre abbiamo, nell’ordine, le unità, le terzine, le novine.

Il termine “decimale” significa sia che per rappresentare i numeri abbiamo a disposizione dieci simboli diversi, cioè, le cifre 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, sia che esse, nella scrittura del numero, si riferiscono a potenze di dieci.

L’aggettivo “polinomiale”, infine, sottolinea che ogni numero, in questo sistema, si rappresenta con un polinomio nelle potenze di dieci.

Facciamo un esempio.

Il numero formato da 1 migliaio, 2 centinaia, 5 decine e 6 unità noi lo scriviamo in forma compatta

1256 (1)

E’ una quaterna ordinata di cifre, che leggiamo da sinistra verso destra, ognuna delle quali si riferisce ad una diversa potenza di 10, cioè, nell’ordine, a 103,102, 101, 100.
Questo numero lo possiamo scrivere anche in forma polinomiale nella base dieci:

                                          1(10³ + 2×10² + 5×10¹ + 6×10º      (2)

E’ il caso di osservare esplicitamente che alla quaterna ordinata  (1) è associato il polinomio di terzo grado (2) perché nel contare le potenze di 10 partiamo da  100.
Questo è solo un esempio particolare. Facendo un piccolo passo verso la generalizzazione possiamo rappresentare ogni numero di quattro cifre, nella forma compatta (1), in questo modo:
                                                                    a3a2a1a0                                      (1’)
dove le lettere con indice sono una qualunque delle cifre  0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 con la condizione         a3 ≠ 0 (altrimenti il numero sarebbe di tre cifre significative). La scrittura polinomiale del  numero (1’) diventa:                               
a3 x 103 + a2 x 102 + a1 x 101 + a0 x 100.  (2’)
Quanto detto per un numero di quattro cifre vale per ogni numero qualunque sia il numero delle sue cifre.  Un qualsiasi numero  n  può essere scritto in modo compatto così:

n = amam-1am-2….a2a1a0             (1’’)
dove ogni lettera con indice è una delle cifre 0, 1, 2, …9 con la condizione  am  ≠  0 se m > 0.

La scrittura polinomiale del numero  n  è la seguente

n = amx10m + am-1x10m-1 + ….a2x102 + a1x101 + a0x100        (2’’)
Fra i due tipi di scrittura (1) e (2) vi è una corrispondenza biunivoca e si può passare dall’uno all’altro in modo meccanico. Dal tipo (1) si passa al (2) utilizzando il valore posizionale delle cifre cioè ricordando che am è il coefficiente di 10m, am-1 è il coefficiente di 10m-1, ecc. ed eseguendo la somma dei monomi ottenuti. Dal tipo (2) si passa al tipo (1) applicando queste due regole:

R 1 : si eliminano le potenze di 10

R 2 :si eliminano i simboli delle operazioni

Rimangono solo i coefficienti del polinomio e cioè, nel nostro caso particolare, 1256. Questa è la scrittura del tipo (1).

Facciamo qualche esempio.
I numeri formati da una sola cifra sono 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Essi, e solo essi, coincidono, graficamente, con le cifre che li rappresentano.

Nella rappresentazione di tipo (1’’) compare solo la cifra delle unità  a0, cioè  n = a0. Questo significa  m = 0. Ciascuno di essi si scrive nella forma (2’’) come polinomio di grado zero. Infatti:
0 = 0 x 100;  1 = 1 x 100;  2 = 2 x 100; …  9 = 9 x 100.

Per passare da questa scrittura a quella compatta (1) si applicano le regole R 1 ed R 2.
Consideriamo qualche numero con due cifre, per esempio 23 e 95. Nella forma (1’’) essi hanno la cifra delle unità e quella delle decine, cioè,  m = 1. Nella forma (2’’) essi sono polinomi di grado 1. Infatti:
23 = 2 x 101 + 3 x 100;  95 = = 9 x 101 + 5 x 100.
Anche qui valgono le osservazioni fatte prima.

3.3 - Spunta la virgola: un caso semplice.

Incominciamo il nostro percorso considerando un caso che non crea problemi.

Consideriamo il numero decimale finito  a = 1256/10²     (3)

Abbiamo diverse possibilità di scriverlo come numero con virgola:

125,6; 12,56; 1,256; 0,1256.

Quale scegliamo e perché? Su quale scegliere non ci sono dubbi; sul perché non sempre le idee sono chiare.

I passi per rispondere.

* Scriviamo il numeratore di (3) sotto forma di polinomio, cioè nella forma (2):

a = 1/10² ( 1(10³ + 2×10² + 5×10¹ + 6×10º )    

* Applichiamo la proprietà distributiva del prodotto rispetto alla somma. Otteniamo:

a = 1/10² ( 1(10³ ) + 1/10² ( 2×10² ) + 1/10² ( 5×10¹ ) + 1/10² ( 6×10º  )    

* Facciamo ricorso alla proprietà della divisione delle potenze: nella divisione di due potenze con la stessa base si ottiene come risultato una potenza che ha come base la stessa base e come esponente la differenza degli esponenti. Otteniamo:

a = 1256/10² = 1(10¹ + 2×10º + 5×10-1 + 6×10-2          (4)

*  In questa formula c’è una novità: compaiono sia esponenti maggiori o uguali a zero che esponenti minori di zero.

* Proviamo ad applicare alla (4) le regole R 1 ed R 2: l’esito è disastroso perché otteniamo:

                        a = 1256/10² = 1256

Dobbiamo concludere che le nostre regole R 1 ed R 2 sono regole fasulle? No di certo! Esse valgono quando nel polinomio ci sono solo esponenti maggiori o uguali di zero. Ora dobbiamo tener conto della novità segnalata prima ed introdurre una nuova regola.

* Nuova regola R 3: bisogna separare con un segno (virgola, punto, sbarra verticale, ecc.) la parte del polinomio nella quale gli esponenti sono maggiori o uguali di zero dalla parte in cui gli esponenti sono negativi.

* Siamo arrivati. Se applichiamo alla (4) le regole R 1, R 2 ed R 3 otteniamo:

                                 a = 1256/10² = 12,56

Era il risultato atteso. Osserviamo che l’esponente del denominatore di  a è 2 e due sono le cifre a destra della virgola.

La parte del numero decimale a sinistra della virgola si chiama parte intera, quella a destra della virgola parte decimale e il numero delle cifre della parte decimale si dice ordine del numero decimale. Il numero  a ha ordine 2. L’ordine di un numero decimale finito è sempre dato dall’esponente del denominatore.
Naturalmente come siamo passati da una frazione decimale al corrispondente numero con virgola, così possiamo fare il cammino inverso.

Si parte dal numero con virgola  a = 12,56  e lo si scrive in forma “distesa” con l’intervento delle potenze di 10:

a = 12,56 = 1(10¹ + 2×10º + 5×10-1 + 6×10-2

Si moltiplica e si divide questo numero per  102 cioè per una potenza di  10 il cui esponente uguaglia l’ordine del numero con virgola:

a = 12,56 = 102/102 x (1(10¹ + 2×10º + 5×10-1 + 6×10-2)
Applicando la proprietà distributiva della moltiplicazione rispetto alla addizione e le proprietà delle potenze otteniamo:

12,56 = 1/10² ( 1(10³ + 2×10² + 5×10¹ + 6×10º  )    

Facendo intervenire le regole R 1 ed R 2 arriviamo a

a =  1256/10²

3.4  Spunta la virgola: un po’ di suspence.

Non sempre le cose sono così semplici e facili come nel caso esaminato prima.

Proviamo a considerare il numero  b = 13/10³      (5)

Come scriverlo come numero con virgola? Perché?  Diverse possibilità:

0,13; 0,013;  ,13;  ,013;  non si può.

Anche in questo caso nessun dubbio sulla risposta, molti , invece, sul perché.

I passi per rispondere.

* Scriviamo il numeratore di (5) sotto forma di polinomio, cioè nella forma (2):

        b = 1/10³ ( 1×10¹ + 3(10º ) 

* Applichiamo la proprietà distributiva del prodotto rispetto alla somma. Otteniamo:

         b = 1/10³ ( 1×10¹ ) + 1/10³ ( 3(10º )

*Applicando le proprietà della divisione delle potenze otteniamo:

         b = 13/10³ = 1(10-2 + 3(10-3          

Siamo in una situazione completamente nuova: non ci sono esponenti maggiori o uguali di zero, ma solo esponenti negativi. Proseguiamo fiduciosi usando gli strumenti che abbiamo a disposizione.

*Applichiamo le nostre tre regole R 1, R 2, R 3. Otteniamo

              b = 13/10³ = ,13

Poveri noi: mai visto un numero che inizia con una virgola. I matematici, però, ci hanno abituato a tutto e, turandoci il naso, potremmo accettare anche questa insolita scrittura. Prima, però, di compiere un passo così impegnativo proviamo a considerare il numero

c = 13/10²

Ripercorrendo mentalmente tutti i passi di prima otteniamo:

             c = 13/10² = ,13

I due numeri  b  e  c sono chiaramente diversi. Questa diversità è evidente se li scriviamo sotto forma di frazioni decimali. Dovremmo poterli distinguere anche scrivendoli sotto forma di numeri con virgola.  Con la strada seguito finora questo non è possibile. Sembra proprio di essere in un vicolo cieco. I guai sembrano nascere dal fatto che, nei due casi considerati, il massimo esponente del numeratore, cioè il grado della sua espressione polinomiale, è minore di quello del denominatore e, quindi, al termine del nostro percorso, otteniamo solo potenze di 10 con esponente negativo. Se si riuscisse ad eliminare questa anomalia, senza cambiare il numero, cioè se si riuscisse a scrivere il numeratore 13 come polinomio con grado uguale all’esponente del denominatore, le cose andrebbero a posto.
3.5  Un gioco di prestigio per risolvere il problema.

I matematici assumono spesso un atteggiamento gattopardesco: manipolano una formula dando l’impressione di cambiarla, senza cambiarla nella sostanza, ma raggiungendo lo scopo che si erano prefissi. Lo facciamo anche noi in modo da poter giustificare le ben note scritture decimali dei numeri  b  e  c.
Con riferimento al numero  

b = 13/10³

scriviamo il numeratore sotto forma di polinomio:     

13 = 1×10¹ + 3(10º
Ora al polinomio aggiungiamo nuovi termini  (nuovi monomi) nei quali compaiano 10 elevato alla seconda e 10 elevato alla terza in modo che il grado del polinomio al numeratore di b  sia uguale a 3, cioè all’esponente del denominatore. Bisogna, però, fare questa operazione in modo che il numero 13 non cambi. Basta, per questo, moltiplicare per 0 ciascuno dei nuovi termini aggiunti . Arriviamo, così, a

13 = 1×10¹ + 3(10º = 0(10³ + 0(10² + 1×10¹ + 3(10º   

Adesso possiamo procedere tranquillamente: moltiplichiamo ciascun termine del secondo polinomio per 1/10³ (proprietà distributiva), applichiamo la proprietà della divisione delle potenze e otteniamo:

b = 13/10³ = 0(10º + 0(10-1 + 1(10-2 + 3(10-3    

*Applichiamo le nostre regole R 1, R 2, R 3 e arriviamo al porto sospirato:

b = 13/10³ = 0,013

Agendo allo stesso modo con il numero 

c = 13/10² ,

ma aggiungendo solo 0(10²,   otteniamo

c = 13/10² = 0,13.

Come si vede è sempre l’esponente del denominatore a “comandare”, sia il numero dei  termini da aggiungere al polinomio, sia l’ordine del numero decimale.

Questo cammino, ovviamente per adulti, è  faticoso, ma porta, alla fine, un grande vantaggio: quello di poter operare con i numeri con virgola come si opera con i numeri naturali avendo presenti le norme precise che permettono di collocare la virgola nel risultato.
4 – NUMERI DECIMALI: PROBLEMI DIDATTICI
Naturalmente gli esperti siete voi e spero proprio, come già gli altri anni, che molti vorranno intervenire e discutere le loro esperienze. Io mi limito a presentare alcuni problemi.

Problema 1: quando introdurre le frazioni decimali.

Dal punto di vista storico sono nate e sono state usate prima le frazioni ordinarie e solo molto dopo le frazioni decimali, cioè le frazioni con denominatore una potenza di 10. Non è detto, però, che questa debba essere anche la scelta didattica.

Vediamo che cosa dicono i programmi.

Programmi 1985.

In essi non ricorre esplicitamente la espressione “frazioni decimali”, ma negli “obiettivi per il terzo, quarto e quinto anno” scrivono: “ Trovare le frazioni che rappresentano parti di adatte figure geometriche, di insiemi di oggetti o di numeri; viceversa, data una frazione trovare in  opportune figure geometriche, in insiemi di oggetti o in numeri la parte corrispondente, con particolare attenzione alle suddivisioni decimali”.
Mi pare di capire che i programmi pensino ad una contemporanea introduzioni delle frazioni ordinarie e delle frazioni decimali.

Indicazioni Nazionali (2004).

Nel secondo biennio esse prevedono: “Scritture diverse dello stesso numero (frazione, frazione decimale, numero decimale)”, ma anche “Nozione intuitiva e legata a contesti concreti della frazione e loro rappresentazione simbolica”, come pure “Introduzione dei numeri decimali; eseguire le quattro operazioni con numeri decimali”.
Siccome in due anni si debbono fare tutte queste cose si può ritenere che le Indicazioni pensino ad una contemporanea introduzione delle frazioni ordinarie e di quelle decimali.

Indicazioni per il Curricolo (2007).
Negli obiettivi di apprendimento al termine della classe quinta si prevedono: “Conoscere il concetto di frazione e di frazioni equivalenti; Utilizzare numeri decimali, frazioni e percentuali per descrivere situazioni quotidiane”.

Quelle “frazioni” messe tra numeri decimali e percentuali (che sono frazioni con denominatore 100) fanno pensare a “frazioni decimali”. Sembra, quindi, che debbano essere introdotte contemporaneamente alle frazioni ordinarie. Ciò che non riesco a capire è l’introduzione, entro la terza, dei “numeri decimali”, sui quali fare addizioni e sottrazioni, prima delle frazioni decimali.
Tentativo di conclusione.

Secondo le Indicazioni Nazionali e le Indicazioni per il Curricolo le frazioni decimali andrebbero introdotte in quarta e, mi sembra, contemporaneamente alle frazioni ordinarie. Tuttavia, le prime prevedono, nel primo ciclo, di “effettuare misure dirette di lunghezze” e di  “esprimere misure utilizzando multipli e sottomultipli delle unità di misura” e le seconde prevedono, entro la terza, di “Misurare segmenti utilizzando il metro”. Queste attività mi sembra richiedano l’uso di frazioni decimali.
Nella prassi scolastica era normale introdurre le frazioni ordinarie, e poi quelle decimali, in terza. Le frazioni ordinarie con denominatore 2, 4, 8, erano introdotte con attività di piegatura di figure geometriche (quadrati, rettangoli ,cerchi). Esse hanno anche il vantaggio di far parte del linguaggio comune: mezzo litro di latte, un quarto d’ora, ecc. Le frazioni decimali erano introdotte ricorrendo all’uso del righello.
Se può interessare, in Grandangolo, abbiamo prima introdotto le frazioni decimali nell’ambito delle attività di misura di lunghezze, cioè di un contesto reale e significativo, e poi le frazioni ordinarie. Tutto questo in terza elementare. Ci sembra ancora adesso una scelta ragionevole.
Problema 2: quando introdurre i numeri con virgola.
La scelta dei programmi del 1985 è espressa nelle “Indicazioni didattiche”: “L’introduzione dei numeri con virgola va realizzata a partire dal terzo anno”. La frase non esclude che possano essere introdotti in quarta dove sono collocate le prime due operazioni. Più netta, invece, la scelta delle Indicazioni Nazionali : in quarta. Mi sembra una scelta perfettamente condivisibile anche perché, disponendo delle frazioni decimali, possono essere presentati come un modo più comodo di scriverle. Questa è stata anche la nostra scelta in Grandangolo.
Le Indicazioni per il Curricolo obbligano a fare questa scelta in terza. Questi numeri vanno confrontati, rappresentati sulla retta, sommati e sottratti. Mi sembra una scelta prematura anche perché il confronto, come risulta dalla letteratura didattica nazionale ed internazionale, è molto problematico e fonte di svariati errori.
Problema 3: come introdurre i numeri con virgola.
Prima dell’avvento dell’euro non c’erano significative situazioni reali che dessero senso e richiedessero l’introduzione dei numeri con virgola. In classe si faceva appello, per esempio, ad un “abaco speciale” per realizzare un principio di economia nell’esprimere misure (vedi Grandangolo 4, pag. 5-6), oppure alla carta millimetrata (pag. 14-16).
Ora, invece, abbiamo la fortuna di avere l’euro con le sue suddivisioni decimali reali. Si possono, per esempio, copiare i numeri che danno il prezzo della benzina o del gasolio e andare alla ricerca del significato di quelle scritture. Dai giornali possiamo leggere quanti dollari ci vogliono per comprare un euro, oppure quanti euro vale una azione della Fiat. Così si studia un po’ di economia, oltre che i numeri con virgola.
Problema 4: quando introdurre le operazioni.

I programmi del 1985, nelle “Indicazioni didattiche” affermano: “Le operazioni vanno introdotte, con gradualità, negli ultimi due anni. In quarta classe ci si può limitare alle addizioni e alle sottrazioni, con specifica attenzione al valore frazionario delle cifre  secondo la posizione occupata a destra della virgola, e quindi all’incolonnamento. In quinta classe le moltiplicazioni e le divisioni con  numeri decimali non dovranno avere, rispettivamente, fattori e divisori con più di due cifre dopo la virgola.” Condivido in pieno questa scelta.
Per le Indicazioni Nazionali le quattro operazioni vanno distribuite nel secondo biennio senza specificazioni ulteriori.

Per le Indicazioni per il Curricolo, i ragazzi, entro la terza, devono “Leggere, scrivere, confrontare numeri decimali, rappresentarli sulla retta ed eseguire semplici addizioni e sottrazioni anche con riferimento alle monete o ai risultati di semplici misure”.

Addizione.
I programmi del 1985, come abbiamo visto, fanno esplicito riferimento  “all’incolonnamento” delle cifre dopo la virgola. E’ il problema del “pareggiamento dell’ordine” di un numero decimale finito. Esso si ottiene aggiungendo degli 0 all’ordine minore. Poi tutto procede come nella addizione dei numeri naturali.

C’è sempre il problema di “dove mettere la virgola nel risultato”. La regola è ben nota e potrebbe essere scoperta con l’intervento della coerenza della relazione di ordine con l’addizione.

Sia, per esempio, da eseguire  3,12 + 7,4.

Anzitutto pareggiamo gli ordini: 7,4  diventa 7,40.

Noi non sappiamo sommare i numeri con virgola, ma sappiamo che

3 < 3,12 < 4

7 < 7,40 < 8 

Il risultato dell’addizione dovrà essere maggiore di 3 + 7 =10 e minore di 4 + 8 =12. Eseguiamo  312 + 740 = 1 052  e collochiamo la virgola in modo che il risultato verifichi le due disuguaglianze ricordate.

Osservazione

Il pareggio degli ordini si può fare perché, si dice normalmente, “gli zeri dopo la virgola non contano niente”. Questo è vero quando si tratta di numeri puri.

Per esempio :  12,3 = 12,30 = 12,300.

Se, però, i numeri esprimono delle misure, cioè nascono da una attività di misurazione, le cose cambiano.

Se ho fatto una misurazione ed ho ottenuto  12,3 m, vuol dire che io mi sono fermato ai decimetri e non ho considerato i centimetri, che potrebbero variare da 0 a 9. Non posso, quindi, scrivere 

12,3 m = 12,30 m

perché l’ultima scrittura indica che ho considerato anche i centimetri ed ho trovato che sono 0. Le due scritture: 12,3 m e 12,30 m danno informazioni diverse.

Moltiplicazione. 

La moltiplicazione è l’operazione più facile. Si moltiplicano i due numeri come se fossero numeri naturali e poi si colloca la virgola al posto giusto con la solita regola: l’ordine del risultato è uguale alla somma degli ordini dei due fattori.

Nella scuola elementare questo può essere dato semplicemente come una regola da accettare, ma si può tentare di farla scoprire facendo intervenire la compatibilità dell’ordine con la moltiplicazione. 

Esempio: eseguire  3,12 ( 7,4.

Noi non sappiamo moltiplicare numeri con la virgola, ma sappiamo che

3 < 3,12 < 4

7 < 7,4 < 8 

Il risultato cercato è maggiore di  3(7 = 21  e  minore di 4(8 = 32.

Si esegue  312(74  e si ottiene 23 088. Questo numero è maggiore di 21, ma non è minore di 32. Scatta la ricerca di dove mettere la virgola. I numeri  2308,8 e 230,88 non vanno bene perché sono maggiori di 32. Il numero 23,088 soddisfa la doppia disuguaglianza e, quindi, va bene. Il numero 2,3088 è minore di 21 e quindi va scartato. E’ facile vedere che i due fattori, complessivamente, hanno ordine 3 ( 2 + 1 ) e 3 è anche l’ordine del risultato. Questa scoperta viene confermata con altri esempi e così si giustifica la regola.

Ritengo che sia importante far notare ai ragazzi che quando si moltiplicano numeri decimali il prodotto può essere maggiore di ambedue i fattori (quando ambedue sono maggiori di 1), uguale ad uno dei due fattori (quando un fattore è uguale ad 1), minore di uno dei due fattori (quando un fattore è minore di 1), minore di entrambi (quando i due fattori sono minori di 1). 

Problema 5: l’ordinamento.
Particolarmente delicato e meritevole di attenzione è l’ordinamento dei numeri decimali. Uno dei motivi delle difficoltà sta nel fatto che mentre le parti intere vengono confrontate in blocco, le parti decimali devono essere confrontate “pezzo per pezzo”, cioè, prima i decimi, poi i centesimi, ecc.

Un tipico errore, documentato anche nella letteratura didattica, consiste nel ritenere che, a parità di parte intera, è più grande il numero decimale nel quale più numerose sono le cifre decimali. Questa “regola” talvolta funziona. Per esempio  0,61 > 0,4.

Altre volte, invece, non funziona. Per esempio  0,68 < 0,7.

Altro errore tipico consiste nel ritenere che, a parità di parte intera, sia più grande il numero le cui cifre dopo la virgola, formano il numero naturale più grande.

Qualche volta la “regola” funziona ( 6,32 > 6,28 ), ma non sempre 

( 6,3 > 6,29 ).

Un errore di segno opposto consiste nel ritenere che, a parità di parte intera, sia più grande il numero che ha meno cifre dopo la virgola. Per esempio un numero con una sola cifra dopo la virgola ha solo i “decimi”, mentre uno con due ha i “centesimi” e i decimi sono più grandi dei centesimi.

Può essere interessante mettere a confronto, a scuola, il mondo dei numeri decimali finiti con quello degli euro. Il mondo dei numeri decimali finiti è formato da infiniti numeri, è denso, non ha i successivi. Il mondo degli euro, anche se ci spingiamo a considerare, nei casi previsti dalla legge, fino a cinque cifre decimali, è formato da un numero finito di elementi, non è denso, ma possiede i successivi.
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5 – LA SECONDA GRANDE FAMIGLIA: I NUMERI PERIODICI. BREVE CENNO.
Abbiamo già accennato ai numeri razionali della seconda grande famiglia, cioè a quei numeri nelle cui classi di equivalenza non compare mai una frazione avente come denominatore  una potenza di 10. Sono di questo tipo numeri come  1/3, 2/7, 5/12, ecc.
Un modo infallibile per riconoscerli è di “contemplare” il loro denominatore. Se il numero  a/b, con a  e  b primi fra di loro, è tale che tra i fattori primi di b ne compare uno diverso da 2 e da 5, allora il numero fa parte della seconda famiglia. Questi numeri non sono decimali finiti o limitati e, quindi, il loro sviluppo decimale, ottenuto dividendo il numeratore per il denominatore, avrà un numero infinito di cifre.

Non dobbiamo, però, lasciarci prendere dal panico e concludere che non potremo mai scrivere numeri di questo tipo perché le loro infinite cifre, da un certo punto in poi, presentano una estrema regolarità, sono assolutamente prevedibili e determinabili senza fare calcoli perché si ripetono a blocchi.

Questi numeri vengono chiamati numeri decimali illimitati (o infiniti) periodici e sono esplicitamente ricordati nelle Indicazioni Nazionali per la scuola secondaria di primo grado (classe terza).

Sono chiamati illimitati perché dividendo il numeratore per il denominatore non troviamo mai il resto zero e, quindi, la divisione non si arresta mai, almeno teoricamente, producendo sempre altre cifre decimali.

Sono chiamati periodici perché in questa divisione si incontra un gruppo di cifre che si ripete periodicamente. I numeri di questo tipo hanno diversi blocchi di cifre che si ripetono periodicamente.

Per esempio, nella divisione  1 : 3 otteniamo, come quoziente  0,33333….

Sono diversi i gruppi di cifre che si ripetono: 3,  33,  333,  3333, ecc.

Nella divisione  3 : 7  otteniamo come quoziente 0,428571428…

Sono diversi i gruppi di cifre che si ripetono: 428571, 285714, 857142, ecc.

Il problema è: cosa prendiamo come periodo? Per convenzione si sceglie come periodo il gruppo di cifre che si ripete, che inizia con la prima cifra che si ripete e che ha lunghezza minima.
Nei due casi considerati il periodo è, rispettivamente, (3)  e (428571).[Questo è uno dei modi di indicare il periodo]
I numeri periodici sono stati studiati a fondo dai matematici che li hanno distinti in due categorie: numeri periodici semplici e numeri periodici misti.
I  numeri  1/3  e 3/7 sono periodici semplici perché il periodo incomincia con la prima cifra decimale. Se, invece, la prima cifra decimale non fa parte del periodo, allora il numero è periodico misto. Per esempio, 5/6 è periodico misto.
Sui numeri periodici possiamo porci alcuni problemi.

Problema 1

E’ possibile sapere a priori se un  numero periodico  a/b  è semplice o  misto? La risposta è positiva: basta “contemplare” il denominatore b. 

Se b è un numero primo diverso da 2 e da 5, oppure i suoi fattori primi sono diversi da 2 e da 5, allora  è un numero periodico semplice. Sono di questo tipo, per esempio, i numeri 5/11, 21/13, 1/9, 7/33, 15/51, ecc.
Negli altri casi, cioè se tra i fattori primi di b ci sono anche 2 o 5, allora il numero è periodico  misto. Sono di questo tipo, per esempio, i numeri 7/15, 1/6, 3/14, ecc.

Problema 2

I  numeri periodici che abbiamo finora visto sono tutti scritti in base dieci. Essi mantengono questa loro caratteristica qualunque sia la base in cui vengono scritti? In altre parole: il fatto che un numero sia periodico è una caratteristica intrinseca del numero stesso, come il fatto di essere primo o pari, oppure dipende dalla base?
La risposta è: dipende dalla base in cui è scritto. 

Per esempio, il numero  1/3 è periodico in base dieci, ma non in base tre. Infatti, in base tre  1/3 si scrive  1/10 che è uguale a 0,1 non periodico.
Problema 3

Siccome il fenomeno della periodicità dipende dalla base, non esiste una base nella quale questo fenomeno non si presenta, cioè una base nella quale nessun numero è periodico?

La risposta è negativa: in ogni base ci sono numeri periodici.

Il motivo è semplice.

Se consideriamo il numero razionale  a/b e dividiamo a per b i possibili resti diversi sono al massimo b cioè 0, 1, 2, …, b-1.

Quindi dopo al massimo b divisioni i resti si ripetono e, perciò, si ripetono le cifre del quoziente.

Data una qualunque base x > 2 sono periodici in questa base i numeri  1/x-1  e 1/x+1 ( nella base dieci sono i numeri 1/9 e 1/11 ).

Problema 4
Nella base dieci, quella che ci interessa, può esiste un numero di periodo 9?
Per esempio, che numero è  0,(9)?
Osservando che  1/9 = 0,(1); 2/9 = 0,(2),… 8/9 = 0,(8) verrebbe voglia di concludere che 9/9 = 0,(9).  Sappiamo, però, che 9/9 = 1. Come la mettiamo?

Supponiamo che  a/b = 0,(9). Allora  a < b. Sviluppiamo la divisione  a : b utilizzando le coppie dividendo – divisore e quoziente – resto.

Prima divisione:    a = b x 0 + a

Seconda divisione: 10 x a = b x 9 + a

Terza divisione:  10 x a = b x 9 + a  e così di seguito essendo 9 il periodo. Ma dalla seconda uguaglianza otteniamo:

10 x a – a = 9 x b, da cui 9 x a = 9 x b. Semplificando otteniamo  a = b contro l’ipotesi di partenza.

La conclusione è che, con l’algoritmo delle divisioni successive, non possiamo trovare numeri di periodo 9. Che cosa succede se partiamo da un numero che ha periodo 9 come, per esempio, 0,2(9)? E’ un numero periodico o un numero decimale finito? La risposta ci viene data dalla ricerca della “frazione generatrice”. Mi limito ad enunciare la regola per trovarla. La frazione generatrice di un numero periodico misto è una frazione con al denominatore il numero formato dalla differenza fra il numero formato dalle cifre dell’antiperiodo e del periodo ed il numero formato dalle cifre dell’antiperiodo e a denominatore il numero formato da tante cifre 9 quante sono le cifre del periodo e da tante cifre 0 quante sono quelle dell’antiperiodo. La frazione generatrice del numero 0,2(9) è quindi: 27/90 = 3/10 che è un numero decimale finito. 

Problema 5

Dato un numero periodico  a/b possiamo sapere quale sarà la sua ennesima cifra senza eseguire n divisioni? La risposta è affermativa. Vediamo su un esempio come procedono le cose.

Sia  52/35 = 1,4(857142), numero periodico misto con antiperiodo di lunghezza 1 e periodo di lunghezza 6. Vogliamo sapere, per esempio quale sarà la sua 95° cifra.  Si procede così:

· 95 – 1 = 94 . cioè dal numero della cifra cercata sottraiamo la lunghezza dell’antiperiodo.
· 94 = 6 x 15 + 4, cioè dividiamo il risultato precedente per la lunghezza del periodo. Il resto della divisione indica la cifra cercata. Nel nostro caso la 95° cifra è la 4° cifra del periodo, cioè 1.

Problema 6
Quale struttura algebrica hanno i numeri periodici? In altre parole: come si comportano rispetto alla addizione ed alla moltiplicazione?

La risposta è piuttosto deludente: la somma di due numeri periodici può non essere un numero periodico e il prodotto di due numeri periodici può non essere un numero periodico.

Esempio: 1/3 e 2/ 3 son periodici, ma non lo è la loro somma; 3/7 e  7 / 3 sono periodici, ma non lo è il loro prodotto.
6 -  APPROSSIMAZIONI DECIMALI
L’idea di “approssimazione”, pressoché assente dai programmi del 1985, è esplicitamente ricordata nei programmi del 1979: “Esercizi di calcolo, esatto e approssimato. Approssimazioni successive come avvio ai numeri reali”. 

Questa idea ricorre più volte nelle Indicazioni Nazionali sia per la scuola primaria sia per quella secondaria di primo grado.

Scuola primaria (secondo biennio): “Ordine di grandezza ed approssimazione” (prima colonna);

“Effettuare consapevolmente calcoli approssimati”.

“Confrontare l’ordine di grandezza dei termini di una operazione tra numeri decimali e il relativo risultato”.

Scuola secondaria di primo grado (classe terza): “Ordine di grandezza, approssimazione, errore, uso consapevole degli strumenti di calcolo” (prima colonna);

“Effettuare semplici sequenze di calcoli approssimati”.

Mi pare che le espressioni “approssimazione” e “calcoli approssimati” usati per la scuola primaria stiano ad indicare solo delle “stime” che i ragazzi devono fare: stime del risultato di una operazione in rapporto ai termini della operazione stessa.

Le stesse espressioni usate per la scuola secondaria di primo grado, dove vi è anche la parola “errore”, mi sembra che riguardino, invece, le approssimazioni decimali di cui voglio dire qualcosa.
Nelle Indicazioni per il Curricolo per la scuola elementare si richiede di “dare stime per il risultato di una operazione”; per quelle della scuola media si richiede di “dare stime approssimate per il risultato di una operazione”, “dare stime della radice quadrata utilizzando solo la moltiplicazione”; “conoscere il numero π, ad esempio come area del cerchio di raggio 1, ed alcuni modi per approssimarlo”.
Mi sembra che valgano anche per queste Indicazioni le osservazioni fatte prima.

Anche nella prassi didattica della scuola elementare si usano dei “numeri approssimati”. 

Basti pensare al famoso  3,14 assunto come valore del rapporto tra la lunghezza della circonferenza e quella del suo diametro, oppure ai “numeri fissi” dei poligoni regolari, diversi dal quadrato, o ai problemi nei quali si richiede di calcolare un risultato “fermandosi alla terza cifra dopo la virgola”.

Queste attività riguardano le approssimazioni decimali di certi tipi di numeri.

Noi con la nostra mente possiamo pensare a numeri con infinite cifre dopo la virgola, periodici oppure no, ma quando dobbiamo “fare i conti” usiamo quasi sempre numeri decimali limitati, magari con solo tre o quattro cifre dopo la virgola. Usiamo, cioè, numeri approssimati.

Talvolta i “numeri approssimati” coincidono con i numeri esatti. E’ questo il caso dei numeri decimali limitati.

Anche per questi numeri, però, possiamo, se ci interessa, usare valori approssimati.

Per esempio  35/16 è un numero decimale limitato e vale 

35/16 = 2,1875.

Noi, però, potremmo essere interessati solo ai centesimi e , quindi, accontentarci della seconda cifra dopo la virgola. Allora assumiamo un valore approssimato per difetto di   35/16  e cioè 2,18 oppure per eccesso e cioè 2,19. In ambedue i casi commettiamo un errore minore di 1/100, ma lo riteniamo accettabile per i nostri scopi.

Quando abbiamo a che fare con numeri della seconda famiglia dobbiamo per forza accontentarci di valori approssimati perché nessuno al mondo è capace di scrivere infinite cifre sia pure ripetentesi periodicamente. Qui l’errore è inevitabile, ma possiamo renderlo piccolo quanto vogliamo a seconda delle nostre necessità. Se, per esempio, sappiamo che 1/3 degli elettori ha votato per il “partito della bistecca di soia” possiamo dire che 3 elettori su 10, cioè, 0,3 elettori, hanno votato per questo partito. E’ ovvio che  1/3 non è un numero decimale finito, mentre lo è il numero  0,3  che assumiamo al suo posto commettendo un errore minore di 1/10. Se pensiamo che questa stima sia troppo grossolana possiamo dire che 33 elettori su 100 hanno votato per il partito di cui sopra, cioè 0,33 elettori. Qui l’errore commesso è inferiore a  1/100. E possiamo continuare fin che vogliamo diminuendo sempre più l’errore.

Quando vogliamo fare i conti con i numeri irrazionali l’unica possibilità è di usare valori approssimati. E’ noto, per esempio, che  (2 = 1,4142…

Noi potremmo accontentarci del valore 1,4; è una approssimazione per difetto di (2: assumendola commettiamo un errore minore di  1/10; la stessa cosa accadrebbe se assumessimo il valore approssimato per eccesso  1,5.

Un valore certamente migliore è  1,41; è una approssimazione per difetto a meno di  1/100, mentre  1,42 è una approssimazione per eccesso sempre a meno di  1/100.

Continuando, l’approssimazione diventa migliore e l’errore diventa sempre più piccolo. 
Possiamo ora dare la definizione di approssimazione decimale di un numero razionale.

Un numero decimale finito  x  di ordine r è un valore approssimato per difetto del numero razionale  a/b a meno di  1/10r   se  x  non è maggiore di  a/b e differisce da  a/b per meno di  1/10r  cioè si ha:

                                                   0 ( a/b  (  x  <  1/10r
Qualche commento.

Siccome  x  deve essere una approssimazione per difetto allora non deve essere maggiore del numero  a/b  che vogliamo approssimare.  Dicendo “non maggiore” comprendiamo anche il caso in cui  x  sia uguale al numero  a/b.  Questo avviene quando  a/b è un numero decimale limitato.

Del numero  x  viene fissato l’ordine  r  cioè il numero delle sue cifre dopo la virgola perché, come abbiamo visto negli esempi precedenti, noi possiamo essere interessati ad una approssimazione con una cifra dopo la virgola, oppure con due, tre, ecc.

Con l’ordine resta anche fissato il “grado di approssimazione” cioè l’errore che siamo disposti a commettere nell’assumere il valore approssimato. Questo errore è minore di  1/10r.

Illustriamo la definizione con un esempio.
Sia  a/b = 11/6. Vogliamo approssimarlo con un numero decimale finito di ordine 4 in modo che la differenza fra i due numeri sia minore di 1/10 000, cioè minore di  10-4.
Un modo per costruire questa approssimazione è il seguente.

· Moltiplichiamo 11 per  104 e dividiamo il risultato per 6. 

· Otteniamo  110 000 = 6 x 18 333 + 2                               con  2 < 6

· Dividiamo tutto per  6 ottenendo: 110 000/6 = 18 333 + 2/6  con 2/6 < 1

· Dividiamo tutto per  104 e otteniamo: 11/6 = 18 333/104 + 2/6 x 104  con 2/6 x104< 1/104.
L’approssimazione cercata è  18 333/104 = 1,8333 come si può facilmente verificare.

La definizione di approssimazione per eccesso è del tutto analoga.

Un numero decimale finito  x  di ordine r è un valore approssimato per eccesso del numero razionale  a/b a meno di  1/10r   se  x  non è minore di  a/b e differisce da  a/b per meno di  1/10r  cioè si ha:

                                                   0 ( x ( a/b  <  1/10r
Come ottenere l’approssimazione per eccesso? Non con l’algoritmo della divisione che fornisce solo l’approssimazione per difetto per via del resto. Basta, allora, calcolare la corrispondente approssimazione per difetto e sommarle 1/10r se l’approssimazione che vogliamo è di ordine r.
Nell’esempio esaminato l’approssimazione per difetto è  18 334/104.

L’algoritmo che abbiamo illustrato per calcolare l’approssimazione decimale di 11/6 ci garantisce che dato un qualunque numero razionale  a/b  noi possiamo sempre calcolare un suo valore approssimato con il grado di approssimazione che vogliamo. In altre parole, la approssimazione decimale x esiste sempre ed è unica.

Il metodo di solito seguito già nella scuola elementare è quello di procedere alla divisione del numeratore per il denominatore fermandoci alla cifra decimale che abbiamo fissato.

7 – GRANDEZZE OMOGENEE
7.1 - Introduzione

Questo capitolo è stato preso, con diverse modifiche, dall’articolo

M. Ferrari, La misura: rappresentazione semiseria in un prologo e due quadri, IMSI, vol. 19 A-B novembre – dicembre 1996.
Qui non ne posso mantenere lo spirito e l’ambientazione di carattere teatrale, ma solo gli aspetti concettuali.
La parola “grandezza/grandezze” si trova nei programmi del 1985: “Consistente rilievo dovranno avere, altresì, l’introduzione delle grandezze e l’uso dei relativi procedimenti di misura, da far apprendere anch’essi in contesti esperienziali e problematici e in continuo collegamento con l’insegnamento delle scienze”.

Ne parlano anche le Indicazioni Nazionali (2004) nel tema “Misura”. Classe prima (prima colonna): “Riconoscimento di attributi di oggetti (grandezze) misurabili (lunghezza, superficie,…)”; (seconda colonna): “Osservare oggetti e fenomeni, individuare grandezze misurabili”. Primo biennio (seconda colonna): “Risolvere semplici problemi di calcolo con le misure ( scelta delle grandezze da misurare, unità di misura, strategie operative)”.
Primo biennio della scuola media (prima colonna): “Le grandezze geometriche”.

Nelle Indicazioni per il Curricolo (2007) per la scuola elementare la parola compare nei programmi di scienze: “… sia grandezze da misurare…”; in quelle di matematica ci sono solo delle esemplificazioni come lunghezze, aree, volumi.
7.2 - La babele delle grandezze.

Il termine “grandezze” viene usato con significati diversi spesso indicati con aggettivi annessi al sostantivo.

Così si parla di grandezze assolute, di grandezze orientate, di grandezze discrete, di grandezze continue, di grandezze vettoriali, di grandezze lineari e non lineari, di grandezze archimedee e non archimedee, di grandezze estensive e di grandezze intensive.

Anche la “vita sociale” delle grandezze viene organizzata in forme diverse.

Ci sono grandezze nelle quali vi è un confronto totale e grandezze nelle quali questo confronto è semplicemente impossibile.

Vi sono grandezze la cui vita sociale ruota attorno all’operazione di addizione e altre che si sono organizzate con l’operazione di moltiplicazione. 

Non è il caso di meravigliarsi di questa “molteplicità” di situazioni.

“Infatti la parola “grandezza” è una parola del linguaggio scientifico e quindi convenzionale, per modo che a priori è lecito far corrispondere ad essa una piuttosto che un’altra classe di enti; pertanto non sarà possibile caratterizzare, in un modo da tutti accettabile, la grandezza attraverso una definizione, cioè enunciandone attributi caratteristici, se prima non si sia d’accordo nel considerare o no come grandezze i vari enti particolari”. 

Conviene tener presente che “un certo concetto astratto è, o non, una grandezza, non per la sua natura propria, ma per il grado di elaborazione ricevuta”.

Con uno slogan possiamo dire

	
	Grandezze non si nasce, ma si diventa
	


7.3 - Il tormentone della definizione... al singolare.

Molti matematici si sono lasciati sedurre dalla tentazione di dare una definizione esplicita del termine “grandezza”.

Una prima corrente di pensiero fa intervenire le operazioni di moltiplicazione e divisione. Il capostipite è il greco Erone d’Alessandria, vissuto fra il primo ed il secondo secolo dopo Cristo: “Grandezza è ciò che si può moltiplicare e dividere senza limite”.

Questa definizione ha attraversato tutta la storia della matematica ed ha trovato posto in tanti libri scolastici.

Una seconda corrente di pensiero fa appello alle operazioni di addizione e sottrazione.

Classica la definizione di Eulero (1707-1783): “On nomme grandeur au quantité, tout ce qui est susceptible d’augmentation et de diminution”.

Siccome  “omne trinum est perfectum” ecco  una terza  corrente che unifica le prime due.

L’italiano Pietro Paoli apre il tomo primo dei suoi Elementi di Algebra (1799) con questa definizione: “Si chiama quantità, o grandezza tutto ciò che è suscettibile di accrescimento o di diminuzione, tutto ciò di cui si può assegnare o concepire il doppio o la metà, il triplo o la terza parte, ecc.”

La “voglia matta” di definire la grandezza era giustificata dal fatto che “Le Matematiche in generale formano la Scienza della quantità, o sia la Scienza che insegna a misurarle”.

7. 4 - La scelta vincente: la definizione... al plurale.

I padri di questo atteggiamento furono Eudosso di Cnido (probabilmente 408-355 a. C.) ed Euclide. Egli studia le grandezze nel libro V degli Elementi, libro il cui contenuto riflette la teoria di Eudosso. Euclide non dà una definizione esplicita né del termine “grandezze”, né dell’aggettivo “omogenee”. Le definisce, invece, in modo implicito presupponendo che per le grandezze omogenee valgano le “nozioni comuni” enunciate nel libro 1 (sommabilità e confrontabilità) e le definizioni del libro V (confrontabilità, rapporto, archimedeicità). E’ una definizione per postulati, anche se non completamente soddisfacente.

I matematici posteriori, pur continuando a studiare, tradurre, commentare gli Elementi di Euclide, non seguirono la sua strada. Il primo che riprende il cammino di Euclide, è Hermann Grassmann (1809-1877): “Grandezza è ognuno degli enti di una certa categoria, di due qualunque dei quali può dirsi se sono uguali o diseguali”.

In seguito Otto Stolz (1842-1905) fonda la teoria delle grandezze omogenee sulle relazioni di uguaglianza e di diseguaglianza e sulle operazioni di addizione con tutte le loro proprietà. 

In Italia una trattazione completa è contenuta nell’opera di Bettazzi, Teoria delle grandezze (1890), ma inserita in un contesto più vasto, per cui spesso si fa riferimento alla esposizione di Cesare Burali Forti (1861-1931) 
.

Sui manuali scolastici mi sembra esemplare quella di Morin-Busulini.

7.5 – Classe completa di grandezze omogenee: descrizione assiomatica
In questo paragrafo vogliamo dare una descrizione assiomatica di una classe completa di grandezze omogenee; in altre parole,  vogliamo dire quand’è che un insieme G di oggetti di natura qualunque è una classe completa di grandezze omogenee. Come modello si possono tenere presenti le lunghezze.
I simboli che useremo sono i seguenti:

( G : è il simbolo collettivo della classe, dell’insieme


( ( : è il simbolo del loro modo di agire, di operare


( ( ,  ( : sono i simboli delle relazioni interpersonali


( ( : è il simbolo della mascotte, l’unica cui è concesso un nome proprio


( A,B,C, ecc. :   sono i nomi generici delle componenti 


A 1 : Il mondo G sono è dotato di una operazione binaria interna chiamata addizione e denotata con il simbolo +
Trattandosi di una addizione è naturale aspettarsi che valgano le solite proprietà. E’ così.

A 2 : (A + B ) + C = A + (B + C).  Proprietà associativa
A 3 : A + B = B + A  Proprietà commutativa.
Da questi tre assiomi non possiamo dedurre che in G esistano degli elementi. Occorre un  nuovo assioma.

A 4: In G esiste una grandezza (che indichiamo con 0 e che chiamiamo grandezza nulla) che è elemento neutro rispetto alla addizione cioè  A + 0 = 0 + A = A.
Con questo assioma non facciamo molti passi avanti perché con lo strumento operativo che abbiamo a disposizione, l’addizione, lavorando sullo 0 non produciamo niente di nuovo. Abbiamo bisogno di un nuovo assioma se vogliamo “popolare” il mondo G.
A 5: In G esiste almeno una grandezza  A ( 0.

Ora possiamo definire i multipli ed i sottomultipli di una grandezza.
Definizione 1 Una grandezza B si dice multipla della grandezza A secondo il numero naturale n, e si scrive B = nA, se  B = A + A +… + A  (n volte)
Definizione 2  Se  B = nA  si dice che A è sottomultipla di B secondo il numero n e si scrive           A =1/n B.

L’addizione gode di una ulteriore proprietà che viene chiamata “proprietà di cancellazione” e che enunciamo con questo assioma:
A 6: se  A + X = A + Y  allora  X = Y.

Noi siamo abituati a confrontare fra di loro due grandezze per stabilire se sono uguali oppure quale è la maggiore. Per farlo abbiamo bisogno di introdurre un nuova

Definizione 3  Diciamo che  A > B se e solo se esiste  C ( 0 tale che  A = B + C.

Dato che ci siamo possiamo anche introdurre la 

Definizione 4  Diciamo che  A ≥ B se e solo se esiste C  tale che  A = B + C.
Una conseguenza immediata è che la grandezza nulla è più piccola di ogni altra grandezza.
La relazione > appena introdotta è una relazione di ordine per le proprietà di cui gode.
La grandezza C che compare in queste due definizioni si chiama “differenza” fra A e B e si scrive  C = A - B

A 7: Non siamo militari, ma rispettiamo i gradi:

(A ( B e B ( C) ( A ( C

E’ la proprietà transitiva.
A 8 : La legge è uguale per tutti:


         A ( B   o   A = B   o   B ( A 
E’ la proprietà tricotomia. Una conseguenza immediata è espressa da: se A + B = 0 allora A = B = 0

Abbiamo introdotto in G due strutture: quella additiva e quella legata all’ordinamento. I rapporti fra di esse sono espresse dal seguente assioma:

A 9 : Giustizia e pace si baceranno:


A ( B    (    A ( C ( B ( C

L’espressione è di sapore biblico, ma la realtà è matematica. A 9 esprime l’armonia (il termine tecnico, però, è coerenza) fra la struttura d’ordine e la struttura additiva che regolano la vita sociale delle grandezze. Ne aveva già parlato Euclide in una delle sue nozioni comuni: “E se a cose disuguali si aggiungono cose uguali, i tutti sono disuguali”.

Purtroppo questa situazione così favorevole non si verifica neppure in tutti i contesti matematici.

Il mondo G è completamente ordinato, ma non esiste nessun capo supremo, nessun “lider maximo” come afferma il seguente assioma:


A 10 : Democrazia compiuta.


           Nessun capo supremo in nome di Archimede:




(A  (B ( 0        ( n ( N : n B ( A

Questa proprietà è fondamentale quando si voglia definire il rapporto fra grandezze omogenee e, quindi, la loro misura.

Noi siamo abituati non solo a considerare i multipli di una assegnata grandezza A, ma anche i suoi sottomultipli secondo qualsiasi numero naturale n diverso da 0. Per questo, però, abbiamo bisogno di un nuovo assioma:
A 11: Democrazia umana: nessun schiavo.


(A ( 0        ( n ( 0 ( ( ( ( ( ( ( 

 (
Questa proprietà di divisibilità assicura l’esistenza del summultiplo ennesimo di ogni grandezza che non sia la mascotte.

Questa proprietà, che sembra tanto innocua, ha effetti dirompenti.

( Impedisce ai numeri naturali di essere una classe completa di grandezze omogenee.

( Siccome ogni grandezza può essere divisa indefinitamente in parti uguali sempre più piccole, allora in nessuna classe di grandezze omogenee può esistere una unità di misura più piccola di tutte le altre.

( Di conseguenza nessun strumento di misura, al di là delle limitazioni imposte dal materiale, dalla tecnologia, ecc., può essere preciso.

( Quindi non possono esistere misure reali ed effettive che siano precise.  Tutte sono approssimate per difetto o per eccesso.

Stiamo arrivando alla fine della nostra descrizione.

“In una classe di grandezze omogenee non possiamo costruire tutti i sottoinsiemi che vogliamo.

Non tutti, però, sono ugualmente interessanti.

Lo sono, però, le coppie (X1, X2) di classi (o sottoinsiemi) contigue, cioè le classi per le quali

( ogni grandezza della prima (X1) è minore di ogni grandezza della seconda (X2);

( per ogni grandezza E ( O esiste una grandezza di X1 ed una di X2 tali che E è maggiore della loro differenza.

Può capitare che una coppia di classi contigue abbia un elemento separatore, cioè che esista una grandezza H maggiore o uguale di ogni elemento di X1 e minore di ogni elemento di X2 oppure maggiore di ogni elemento di X1 e minore o uguale di ogni elemento di X2.

Non sempre questo succede.  Basta pensare ai numeri razionali positivi. 

A12: Siamo completi.


Ogni coppia di classi contigue di grandezze ammette un elemento separatore.
Abbiamo terminato la descrizione della “Classe completa di grandezze omogenee”. Ogni insieme di “oggetti” che verifica le proprietà descritte, come le lunghezze, le aree, i volumi, le masse, è una classe completa di grandezze omogenee.
7. 6 – Commensurabilità – Rapporto.

La nozione di sottomultiplo ci permette di guardare un po’ addentro alle grandezze omogenee e fare una grande distinzione.
Due grandezze A e B si dicono commensurabili quando hanno una sottomultipla comune , cioè esiste una grandezza D tale che :

A = mD  e  B = nD      (1)

Per esempio una lunghezza di 11dm (A) e una di 15dm (B) sono commensurabili perché, per esempio, la lunghezza 5cm (D) è una loro sottomultipla comune :

A = 11dm = 110cm = 22 x 5cm = 22D

B = 15dm = 150cm = 30 x 5cm = 30D

Se non esiste una sottomultipla comune le due grandezze si dicono incommensurabili.

Per esempio la lunghezza del lato di un quadrato e quella della sua diagonale sono grandezze incommensurabili. Questa è stata la scoperta traumatica della scuola pitagorica.

Come si vede, in queste definizioni non c’entra la misura delle grandezze.

Date due grandezze qualunque A e B possiamo sempre definire il rapporto 

.

•
Se A e B sono commensurabili, cioè vale la (1), allora  

  ed è un numero razionale. Il rapporto fra le lunghezze A e B prima ricordate è 22/30.
•
Se A e B sono incommensurabili, la definizione di rapporto è più laboriosa e richiede necessariamente l’intervento dell’assioma di Archimede. Ci accontentiamo di dire che il rapporto è un numero irrazionale. Per esempio, il rapporto fra la lunghezza L1 di una circonferenza e la lunghezza L2 del suo diametro  è πd/d = π che è un  numero irrazionale.
Il rapporto fra grandezze omogenee ha alcune comode proprietà che ora enuncio:

( la additività: se H=A+B allora 

 = 

 + 

 cioè il rapporto di una somma è la somma dei rapporti.

( la isotonia: se A > B allora 

 > 


( la inversione: se A e B sono diverse dalla grandezza nulla e 
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 = 


( il terzo comodo: 

 = 

 x 


7. 7 – Alcuni esempi di classi complete di grandezze omogenee.
Abbiamo detto prima che le lunghezze sono un esempio di classe completa di grandezze omogenee. Tutti i programmi, anche se non lo dicono esplicitamente, considerano le lunghezze come grandezze.

Che cosa è una lunghezza?

Chiamiamo S l’insieme di tutti i segmenti del piano. Introduciamo in S la relazione di congruenza dicendo che due segmenti sono congruenti se e solo se esiste una isometria che trasforma l’uno nell’altro.

Questa relazione di congruenza è una relazione di equivalenza, cioè una relazione riflessiva, simmetrica e transitiva. Essa dà quindi origine a classi di equivalenza. Ognuna di queste classi è formata da un segmento e da tutti quelli a esso congruenti. Ebbene ognuna di queste classi di equivalenza è una lunghezza.

L’insieme delle lunghezze è una classe completa di grandezze omogenee.

Perimetro di un poligono. Anche limitatamente ai poligoni, la parola “perimetro” può assumere significati diversi.
Forse il significato più intuitivo, ma meno usato in matematica, è quello di perimetro come contorno del poligono, cioè come poligonale chiusa semplice.

Un secondo significato della parola perimetro è legato al fatto che i suoi lati sono dei segmenti che possono essere riportati consecutivamente su una retta in modo da ottenere un segmento (segmento somma). Allora  possiamo intendere il perimetro di un poligono come il segmento che è somma dei lati del poligono.

Un terzo significato della parola perimetro è legato al fatto che ad ogni segmento è associata la sua lunghezza. Allora possiamo intendere il perimetro di un poligono come la lunghezza somma delle lunghezze dei suoi lati.

Infine possiamo pensare il perimetro come la misura della lunghezza del segmento somma.

La scelta migliore, per noi, è la terza, cioè considerare il perimetro come lunghezza e, quindi, soggetta a misura. Questa è anche la scelta di tutti i programmi. 
Questa scelta richiede un po’ di attenzione nelle espressioni linguistiche. Per esempio, è corretto dire che “il perimetro di un rettangolo è 14 centimetri”, perché 14 cm è una lunghezza, e che la sua misura è 14 (in centimetri). Non è, invece, è corretto dire  che “il perimetro del rettangolo è 14 (in centimetri)”, perché 14 è un numero e non una lunghezza, e neppure è corretto affermare che  “il perimetro misura 14 cm” perché 14 cm è una lunghezza e non una misura.

In matematica si parla anche di lunghezza di linee curve, linee, cioè, che non sono né segmenti né poligonali. Basta pensare alla circonferenza. Per poter parlare di lunghezza, queste linee vanno prima “rettificate”, cioè trasformate in segmenti.
Una strategia, poco matematica, ma efficace e convincente, è quella di distendere sulla curva, con la maggior precisione possibile, uno spago, e rettificare lo spago cioè trasformarlo in un segmento.

L’altra strategia, tipicamente matematica, è quella di approssimare la curva con delle poligonali la cui lunghezza si avvicini sempre più a quella della curva. Naturalmente gli estremi dei segmenti della poligonale devono stare sulla curva. Più corti, ma non necessariamente uguali, sono i lati della poligonale e migliore è l’approssimazione della lunghezza della curva.

Fra le curve da rettificare possiamo includere anche la circonferenza. La rettificazione può essere fatta con la strategia dello spago  o con quella del rotolamento di un disco di cartone su un retta facendogli compiere un giro completo. In questo modo si “rettifica” la circonferenza. Molto utile la lettura di C. Colombo Bozzolo, La misura in geometria: perimetro e area dei poligoni e dei non poligoni, in Quaderno didattico 15-16 del Centro Morin 

Aree.

Spesso si usa la parola “estensione”. La parola “estensione” assume, in matematica, significati diversi  a seconda del contesto. Quando si parla di poligoni l’estensione indica la «regione poligonale», cioè la parte di piano racchiusa dal poligono. E’ abbastanza semplice il concetto di «regione triangolare» , ottenuta intersecando tre semipiani  e di  «regione quadrangolare» dei quadrilateri convessi ottenuta intersecando quattro semipiani.

Al concetto di estensione è collegato quello di area che, per tutti i programmi, è una grandezza.

Al concetto di area di un poligono si può giungere per varie strade. La più tradizionale è questa. Nell’insieme P dei poligoni si introduce una relazione di equiscomponibilità o di equiestensione.

Due poligoni A e B sono equiscomponibili o equiestesi se si possono scomporre nello stesso numero di parti poligonali che siano a coppie congruenti.

Per esempio, un quadrato di lato lungo 6cm e un rettangolo di lati lunghi 3cm e 12cm sono equiscomponibili come si vede in figura :  





 
:
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La relazione di equiscomponibilità, nell’insieme P, è una relazione di equivalenza, perché possiede queste tre proprietà:

• 
riflessiva:
ogni poligono è equiscomponibile con se stesso

• 
simmetrica:
se A  è equiscomponibile con B, allora B  è equiscomponibile con A

• 
transitiva:
se A è equiscomponibile con B e se B è equiscomponibile con C,  allora A è 


equiscomponibile con C.

Ebbene, i poligoni equiscomponibili o equiestesi  vengono messi nella stessa classe, cioè nello stesso sottoinsieme di P. Ognuna di queste classi, che si chiama classe di equivalenza, è un’area: è l’area di ciascuno dei poligoni di questa classe.

Introdotto il concetto di area di un poligono, la si può usare per definire l’area di figure non poligonali come il cerchio.
L’insieme delle aree è una classe completa di grandezze omogenee.

8 – LA MISURA
8. 1 – Introduzione

Forse possiamo incominciare con il dire che “l’uomo nasce vagendo,  vive misurando, muore rantolando”. Effettivamente nella nostra vita misuriamo le “cose” più diverse con gli strumenti più diversi. Non solo misuriamo, ma anche “siamo misurati”. Ogni esame clinico cui ci sottoponiamo è per misurare qualcosa di noi stessi.

Tutti i popoli che hanno sviluppato un minimo di civiltà hanno anche sviluppato un sistema di unità di misura. Cenni storici si trovano in
M. Fontana e G. Ghiandoni, I sistemi di misura, Editori Riuniti, Roma 1987

C. Colombo Bozzolo, A. Costa e C. Alberti (a cura di), Nel mondo dei numeri e delle operazioni, Vol. 6 La misura, Erikson 2005

C. Colombo Bozzolo, A. Costa e C. Alberti (a cura di), Nel mondo della geometria, Vol. 5 La misura, Erikson 2005

La misura è fondamentale nelle scienze. Mi limito a citare una frase di Lord Kelvin:

“Io affermo che quando voi potete misurare ed esprimere in numeri ciò di cui state parlando, solo allora sapete effettivamente qualcosa; ma quando non vi è possibile esprimere numericamente l’oggetto della vostra indagine, insoddisfacente ne è la vostra conoscenza e scarso il vostro progresso dal punto di vista scientifico”.

Gli scienziati cercano di inventare strumenti sempre più sofisticati per ottenere misure sempre più precise. E’ da notare che le grandezze di cui essi parlano, e che vedremo studiando il Sistema Internazionale di Unità di misura, non sono le “grandezze omogenee” di cui abbiamo parlato prima. Anche queste grandezze, però, sono state sistemate assiomaticamente dai matematici.

La matematica ha inventato corsi di “Teoria della misura”. Un modo per parlare di misura in matematica è riportato nell’articolo da cui ho preso le mosse per parlare di grandezze.
Fondamentale è la misura anche nella educazione matematica elementare. Tutti i programmi ne parlano in modo più o meno esteso. Riporto una frase dalla Indicazioni didattiche dei programmi del 1985: “Il misurare è da considerarsi come uno strumento conoscitivo che aumenta la possibilità di comprendere i fatti e i fenomeni”.
Certo non tutto è misurabile. Qualità come la bellezza, l’amore, la carità non sono, per ora, misurabili. Anche le intensità dei terremoti e la durezza dei minerali non sono, per ora, misurabili. Per essi ci sono scale ordinali che, però, non sono misure.
8. 2 – Misura di grandezze omogenee.
In una classe completa di grandezze omogenee noi possiamo introdurre una misura. Lo strumento per farlo è il concetto di rapporto che abbiamo visto.

Che cosa è la misura di una grandezza A?

Fissata una grandezza U ( 0 come unità di misura diremo misura di A rispetto ad U (mis A) il rapporto tra A e U, cioè:



      


 EQ \x() 

Se A e U sono commensurabili, allora la misura di A è un numero razionale, altrimenti è un numero irrazionale.

Per esempio la misura di A = 13cm rispetto alla unità  U = 5cm è:







La misura della lunghezza della circonferenza (C) rispetto alla lunghezza del suo diametro (D) presa come unità di misura è:







La scelta dell’unità di misura è arbitraria e dipende dal problema che si vuole trattare. Per misurare la lunghezza di una autostrada di solito si sceglie il chilometro; per misurare l’altezza di una persona si sceglie il metro; per misurare la lunghezza di un foglio si sceglie il centimetro.

Una stessa grandezza può essere misurata scegliendo unità di misura diverse. Naturalmente si ottengono misure diverse ma tra loro correlate.

Supponiamo, per esempio, che

A/U = a  (a è un numero non negativo)   (1)

Possiamo scrivere questa uguaglianza anche in questo modo:




 EQ \x(A = a U)    (2)    ( A  è  a  volte U ) 
A/U’ = b  (b è un numero non negativo e U’ è la nuova unità di misura)

Possiamo scrivere questa uguaglianza anche nella forma




 EQ \x(A = b U’)    (3)    ( A  è  b  volte U’ ) 
Ora calcoliamo la misura di U rispetto a U’:

U/U’ = c  (c è un numero non negativo)
Possiamo anche scrivere :  U = c U’.

Ora sostituiamo questo valore di U nella (2)  :




A = a U = ac U’

Possiamo anche scrivere:





A/U’ = ac
In sostanza per passare dalla misura di A rispetto ad U alla misura di A rispetto ad U’ basta moltiplicare la misura di A rispetto ad U (a) per la misura di U rispetto a U’ (c)

La nuova misura di A, cioè  ac sarà 

•
maggiore  di     a  se c > 1 ,   cioè se U > U’

•
uguale      ad     a se  c = 1 ,  cioè se U = U’


•
minore      di     a se  c < 1 ,   cioè se U < U’

Nel sistema metrico decimale il rapporto 

 , cioè c è sempre una potenza di 10 con esponente positivo, negativo o nullo.
Sulla misura è utile consultare il Quaderno Didattico 2: Geometria, del Centro Morin.

8. 3 - 
Sistema metrico decimale - Sistema internazionale di unità

Nonostante che fin dall’antichità si avvertisse la necessità di unificare le unità di misura per motivi sia scientifici sia commerciali, ogni stato, e spesso ogni regione, continuò ad avere proprie unità di misura per le varie grandezze. 

Diderot nel 1765 dichiarava impossibile « la riduzione dei pesi di tutte le nazioni a uno solo» e, visti  tutti i fallimenti precedenti in Francia, dichiarava non fattibile la stessa cosa anche per una singola nazione.

Nel 1790 Monsieur de Talleyrand suggeriva all’Assemblea Nazionale la creazione di un « sistema uniforme di pesi e misure che potesse essere accettabile per illuminare le nazioni del. mondo».

Venne nominata una commissione, della quale facevano parte matematici come Laplace e Lagrange, con l’incarico di scegliere le unità di misura di lunghezza e di massa.

L’anno seguente, su suggerimento di questa commissione, l’Accademia delle scienze di Parigi adottò come unità di lunghezza  il metro , definito come la quarantamilionesima parte del meridiano terrestre, con i suoi multipli e sottomultipli decimali.

Come unità di massa fu scelto il chilogrammo, definito come la massa di un decimetro cubo di acqua distillata alla temperatura di 3,90°C.

Poi fu scelto il litro come unità di capacità.

Nel 1795 questo sistema metrico decimale fu imposto per legge a tutta la Francia.

La diffusione nella stessa Francia fu lenta e difficoltosa, tanto che Napoleone ne sospese l’obbligatorietà. 

Con il 1° gennaio 1840 il SMD (Sistema Metrico Decimale) divenne l’unico sistema di campioni di pesi e misure legalmente riconosciuto in tutta la Francia.

Nel 1875 il SMD divenne internazionale con la firma, da parte di 17 paesi, fra cui l’Italia che aveva adottato il sistema nel 1871, della convenzione del Metro. 
Ora i paesi firmatari di questa convenzione sono 46.

Nel 1960 la XI Conferenza Generale di Pesi e Misure dava il via al Sistema Internazionale di Unità (SI) adottando le seguenti unità di misura per le sette grandezze fondamentali:

	  Grandezze fondamentali
	Unità di misura
	Simbolo

	  lunghezza
	metro
	    m

	  massa
	kilogrammo
	    kg

	  intervallo di tempo
	secondo
	    s

	  intensità di  corrente elettrica
	ampere
	    A

	  temperatura termodinamica
	kelvin
	    K

	  quantità di sostanza
	mole
	    mol

	  intensità luminosa
	candela
	    cd




Poiché in certi casi l'uso di alcune delle unità fondamentali, come anche quello delle loro derivate, non risulta conveniente  perché tali unità sono troppo piccole o troppo grandi, si ricorre ad alcuni loro multipli o sottomultipli che vengono scritti, opportunamente abbreviati, mediante prefissi da mettere immediatamente prima del simbolo dell'unità. Ne presentiamo l'elenco completo nella tabella che segue:

	
   Fattore di moltiplicazione


	 Nome
	simbolo

	  1 000 000 000 000 000 000   




	=
	1018
	exa     
	     E

	
 1 000 000 000 000 000




	=
	1015
	peta    
	     P

	 

    1 000 000 000 000    







	=
	1012
	tera     
	     T

	   


1 000 000 000   





	=
	109
	giga    
	     G

	   


     1 000 000   








	=
	106
	mega   
	     M

	 



 1 000   
   







	=
	103
	kilo    
	     k

	     



    100


	=
	102
	etto    
	     h

	     



      10


	=
	101
	deca    
	     da

	     



        1


	=
	100
	unità      
	     

	    



       0, 1 









	=
	10-1
	deci    
	     d

	     



        0, 01


	=
	10-2
	centi   
	     c

	     



    0, 001

	=
	10-3
	milli    
	     m

	     



0, 000 001


	=
	10-6
	micro  
	     µ

	     

         0, 000 000 001




	=
	10-9
	nano   
	     n

	     

      0, 000 000 000 001





	=
	10-12
	pico   
	     p

	       0, 000 000 000 000 001







	=
	10-15
	femto   
	     f

	0, 000 000 000 000 000 001
	=
	10-18
	atto    
	     a




Facciamo notare che, nell'attuale sistema, il simbolo Mg non indica il Miriagrammo ( che non c'è più) ma il Megagrammo = 106 g = 1t .

Le Conferenze Generali di Pesi e Misure hanno inoltre stabilito alcune norme di scrittura fatte proprie anche dall’Italia. Eccone alcune:

•
le unità di misura vanno scritte dopo i valori numerici e non prima e senza alcun puntino;

•
le unità di misura, quando non sono accompagnate da valori numerici, vanno scritte per esteso;

•
le unità monetarie si antepongono alle somme indicate.

Su questi due sistemi di misura, come su altri sistemi che sono stati usati nei tempi passati, è utile consultare il già citato volume di Fontana e Ghiandoni. La più completa trattazione che io conosco, anche con le disposizioni della CEE, è 
M. Fazio, Dizionario e manuale delle unità di misura, Zanichelli, 1985.

Interessante è anche il volumetto di Vespi, Misurare è facile, Loescher, Torino.

Molto istruttivo e facile è

Donovan A. Johnson – William H. Glenn, Il mondo delle misure, Zanichelli, 1968.

Sempre utile consultare
C. Bozzolo, Matematica applicata. Uso delle unità di misura, Bellinzona 1980.

8. 4 – Strumenti di misura

Ho l’impressione che degli strumenti di misura e delle loro eventuali proprietà si parli poco a scuola. Eppure essi sono presenti nei programmi di matematica o di scienze per la scuola elementare.

Programmi del 1985 per la matematica (tema: geometria e misura): “Scegliere, costruire, utilizzare strumenti adeguati per effettuare le misurazioni”.

Programmi del 1985 per le scienze. Le indicazioni didattiche ritornano più volte sugli strumenti. Faccio una sola citazione: “Per l’esecuzione delle misure si potranno usare sia strumenti già costruiti (termometri,  bilance, ecc.) di uso comune, sia strumenti costruiti dagli alunni. Sarà, comunque, opportuno applicarsi alla ideazione, progettazione, costruzione e taratura di alcuni strumenti di misura semplici (come termometri, pluviometri, bilance); ciò permetterà infatti, da un lato, di rendersi conto delle operazioni logiche e dei principi fisici connessi con il processo di misura e dall’altro della necessità di scegliere opportunamente lo strumento secondo la natura della grandezza da misurare, della sua entità e della precisione richiesta.”
Indicazioni Nazionali. Si trovano cenni nei programmi di matematica e di scienze come: “Intuire come la scelta dell’unità di misura e dello strumento usato influiscano sulla precisione della misura stessa”.

Le Indicazioni per il Curricolo (per le scienze) riprendono i programmi del 1985: “Passare gradualmente dalla seriazione in base a una proprietà (ad esempio ordinare oggetti per peso crescente in base ad allungamenti crescenti di una molla), alla costruzione, taratura e utilizzo di strumenti anche di uso comune ( ad esempio molle per misure di peso, recipienti della vita quotidiana per misure di volumi/capacità), passando dalle prime misure in unità arbitrarie (spanne, piedi,…) alle unità convenzionali”.
Per il discorso sugli strumenti di misura rimando al Quaderno 2 del Centro Morin, pag. 112 – 114.
Vi è anche un interessante articolo di 

C. Sitia, Strumenti di misura ed errori di misurazione, IMSI, vol. 12, N. 11/12 novembre – dicembre 1989.

8. 5 - Misure esatte - Misure approssimate - Errori

Nei problemi che si danno alla scuola elementare compaiono, di solito, misure esatte.

Per esempio: « le misure, in centimetri, delle lunghezze dei lati di un rettangolo sono, rispettivamente, 3 e 5. Quanto misura la sua area?» 

Queste misure esatte sono astratte, teoriche, non nascono da una effettiva attività di misurazione, neppure di un rettangolo disegnato sul quaderno.

Una misura che nasce da una effettiva attività di misurazione effettuata con uno strumento di misura non può essere precisa. Pur prescindendo da eventuali errori del misuratore, è lo strumento stesso, per quanto raffinato, che non può dare una risposta precisa.

La precisione dello strumento dipende dalla unità di misura incorporata. Più piccola è l’unità di misura utilizzata e più precisa è la misura effettuata. Siccome non esiste una unità di misura più piccola di tutte le altre (almeno teoricamente), nessun strumento può dare una misura precisa.

Ogni misura reale è, quindi, affetta da un errore, è approssimata. Quindi una misura reale non è un numero, ma un “intervallo numerico”.

Se misuro una lunghezza con un righello che si ferma ai millimetri, avrò una misura precisa al millimetro, con un errore di  

.

Se misuro la stessa lunghezza con un micrometro, avrò una misura precisa al centesimo di millimetro con un errore di più o meno  mezzo centesimo di millimetro.

Sugli errori c’è tutta una teoria (sistematici, accidentali, assoluti, relativi, propagazione degli errori).

Per questo rimando al solito Quaderno 2, pag. 114-118.
Il lettore interessato può anche consultare, per un primo approccio, l’articolo 
 P.Bandieri , Misura e misurazione, IMSI, vol.10 (1987) n.3, pag.207-222
.
�  - Si veda G. Darbo, Una teoria delle grandezze, Archimede, n. 1-2, 1969. Aveva già percorso, in parte, questa strada R.Fleischmann, Die Struktur des physikalischen Begriffsustems, in Zeitschrift für Physik, 1951, Bd. 129. Ne parla anche G. Lampariello, Principi fondamentali di analisi delle grandezze fisiche, Archimede, n. 2-3, 1962.


�  O. Chisini, Qualità, numeri indici e grandezze, Periodico di matematiche, XIX, 1939 pag. 237.


�  O. Chisini, art. cit. pag. 241.


�  Confronta E. Bortolotti, Definizioni di numero, Periodico di matematiche, Serie IV, 2, 1922 pag. 413-429, dal quale prendo le citazioni di questo paragrafo


� - P. Paoli, o.c. pag. 5. Egli traduce, quasi alla lettera, Eulero.


� - H. Grassmann, Lehrbuck der Aritmetik, 1861, pag. 1.  La traduzione è di Rodolfo Bettazzi, Teoria della grandezze, 1890, pag. 4.


� - O. Stolz, Zur Geometrie der Alten, insbesondere über ein Axiom des Archimedes, Mathematischen Annalen, 22 (1883).


� - C. Burali Forti, Logica matematica, 1919. capitolo quinto.


� U. Morin -F. Busulini, Elementi di geometria, Padova, 1974, vol.2°.
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