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CAPITOLO PRIMO 
LA PRESENZA NEI PROGRAMMI.

1 – I PROGRAMMI DEL 1985: LA NASCITA NELLA SCUOLA ELEMENTARE
Come figure e relazioni geometriche sono la schematizzazione di oggetti e di relazioni fra oggetti, così le trasformazioni geometriche sono la schematizzazione di  trasformazioni concrete: riflessioni e piegamenti, rotazioni, scivolamenti, fotografie, proiezioni, ecc.

I programmi del 1985 ricordano esplicitamente: simmetrie assiali, rotazioni, traslazioni, ingrandimenti  e impicciolimenti in scala.  Nel primo ciclo (classi prima e seconda) i bambini devono:


individuare simmetrie in oggetti e figure date; realizzare e rappresentare graficamente simmetrie mediante piegature, ritagli, disegni, ecc.
Nel secondo ciclo l’attività si fa più corposa:


riconoscere eventuali simmetrie presenti in una figura piana e classificare triangoli e quadrangoli rispetto alle simmetrie stesse;

realizzare anche con l’uso di materiale concreto e con disegni, la corrispondente di una figura geometrica piana sottoposta ad una traslazione, ad una simmetria assiale, ad una rotazione, ad un ingrandimento o impicciolimento in scala.
Le trasformazioni elencate sono di due tipi:


isometrie  (simmetrie, traslazioni e rotazioni) cioè trasformazioni biunivoche del piano in sè che mantengono inalterate le distanze;

similitudini  (ingrandimenti e impicciolimenti in scala) cioè trasformazioni biunivoche del piano in sè che moltiplicano le distanze per un fattore positivo costante.
Le trasformazioni geometriche hanno  rappresentato una novità assoluta per i programmi elementari italiani; esse, tuttavia, erano  già largamente presenti in molti progetti italiani e stranieri e nella prassi didattica di molti insegnanti.  Il grosso vantaggio è rappresentato dal fatto che tutte queste trasformazioni geometriche hanno un forte contenuto intuitivo e fanno parte della nostra esperienza quotidiana.  Si pensi ad attività di piegatura e con gli specchi, a spostamenti di oggetti rigidi, al moto di porte, finestre, ecc.
2 – LE  INDICAZIONI  NAZIONALI  DEL 2004: LA GIOVINEZZA (CON MUTILAZIONI)
La scuola primaria viene organizzata secondo la scansione 1 + 2 + 2 ed i programmi sono presentati su due colonne.
PRIMO BIENNIO – PRIMA COLONNA
Simmetrie di una figura

PRIMO BIENNIO – SECONDA  COLONNA

Identificare, se possibile, gli eventuali elementi di simmetria.

Osservazione: se ci sono elementi di simmetria, è sempre possibile identificarli.

SECONDO  BIENNIO – PRIMA COLONNA

Denominazione di triangoli e quadrangoli con riferimento alle simmetrie presenti nelle figure. Riconoscimento di simmetrie, rotazioni, traslazioni.

SECONDO  BIENNIO – SECONDA  COLONNA

Individuare simmetrie in oggetti o figure date, evidenziandone le caratteristiche. Riconoscere figure ruotate o traslate di figure assegnate. Operare concretamente con le figure effettuando trasformazioni assegnate.
LE MUTILAZIONI: nessun cenno alle similitudini che sono rimandate alla scuola media. Quindi non si dovrebbe parlare di forma e di scala che sono presenti nei programmi di geografia.

3 – LE INDICAZIONI PER IL CURRICOLO DEL 2007: LA RESTAURAZIONE

La scuola primaria viene organizzata secondo la scansione  3 + 2. Ritornano le similitudini. Delle trasformazioni geometriche si parla negli “Obiettivi di apprendimento al termine della classe quinta della scuola primaria”.
Descrivere e classificare figure geometriche, identificando elementi significativi e simmetrie anche al fine di farle riprodurre da altri. Riconoscere figure ruotate, traslate e riflesse. Riprodurre in scala una figura assegnata (utilizzando ad esempio la carta a quadretti).

Le trasformazioni geometriche ormai risiedono in pianta stabile nei programmi delle scuole elementari, ma continuano e si sviluppano anche in quelli delle medie.

4 – I PROGRAMMI DEL 1979 PER LE SCUOLE MEDIE: UNA RICCHEZZA ESAGERATA
I programmi del 1979 avevano previsto uno specifico tema: “Trasformazioni geometriche”. Un tema esageratamente ricco, che contemplava tutte (o quasi) le trasformazioni geometriche che si studiano all’università. Gli estensori si sono lasciati prendere la mano. I programmi successivi hanno  introdotto una notevole cura dimagrante.

TRASFORMAZIONI GEOMETRICHE

A – Isometrie (o congruenze) piane – traslazioni, rotazioni, simmetrie – a partire da esperienze fisiche (movimenti rigidi). Composizioni di isometrie. Figure piane direttamente o inversamente congruenti.

B – Similitudini piane, in particolare omotetie, a partire da ingrandimenti e impiccolimenti. Riduzioni in scala.
C – Osservazione di altre trasformazioni geometriche: ombre prodotte da raggi solari o da altre sorgenti luminose, rappresentazioni prospettiche (fotografie, pittura, ecc.), immagini deformate.
Nel punto C si parla di “affinità” (ombre prodotte da raggi solari), “proiettività” (ombre prodotte da altre sorgenti luminose); “prospettività”, “trasformazioni topologiche” (immagini deformate).
5 - LE  INDICAZIONI  NAZIONALI  DEL 2004: LA PRIMA CURA DIMAGRANTE.

La scuola secondaria di primo grado è organizzata con la scansione 2 + 1 ed i programmi sono sempre presentati su due colonne. Scompare tutto ciò che era previsto nel punto C.
PRIMO BIENNIO – PRIMA COLONNA

Nozione intuitiva di trasformazione geometrica: traslazione, rotazione e simmetria. Omotetie, similitudini.

PRIMO BIENNIO – SECONDA  COLONNA

Riconoscere figure uguali e descrivere le isometrie necessarie per portarle a coincidere. Costruire figure isometriche con proprietà assegnate. Utilizzare le trasformazioni per osservare, classificare ed argomentare proprietà delle figure. Riconoscere figure simili in vari contesti. Costruire figure simili dato il rapporto di similitudine.

6 - LE INDICAZIONI PER IL CURRICOLO DEL 2007: MORTE DELLE ISOMETRIE?
La scuola media è di nuovo organizzata in un blocco unico ed i programmi sono delineati negli “Obiettivi di apprendimento al termine della classe terza della scuola secondaria di primo grado”. Da questi obiettivi sono completamente scomparse le isometrie. In essi si prevede esplicitamente solo di 
“Riconoscere figure piane simili in vari contesti e riprodurre in scala una figura assegnata”.
Io stento a credere che nelle scuole medie non si debbano studiare ancora la isometrie. Forse, ma è una mia interpretazione, gli estensori di questi programmi le hanno inglobate, almeno simmetrie e rotazioni, in questo obiettivo:

“Conoscere definizioni e proprietà significative delle principali figure piane (triangoli, quadrilateri, poligoni regolari, cerchio).

Ci si può anche appellare a quanto scritto nella presentazione del programma di matematica: “I traguardi per la terza classe della scuola secondaria di primo grado sono presentati come una evoluzione di quelli per la quinta classe della scuola primaria e gli obiettivi per ciascun livello comprendono in ogni caso anche quelli del livello precedente, naturalmente intesi con un grado maggiore di complessità delle situazioni considerate e di padronanza da parte dell’alunno”.
CAPITOLO SECONDO
TRASFORMAZIONI GEOMETRICHE PIANE

1 – INTRODUZIONE

La parola “trasformazione” è una parola del linguaggio comune che si usa in contesti diversi. Il significato di fondo, però, è unico ed indica un mutamento, un cambiamento più o meno grande.
La si usa abbondantemente anche in matematica dove, però, presenta un “processo di estremizzazione semantica”, cioè si considera trasformazione anche quella che non produce nessun cambiamento, nessun mutamento. E’ la trasformazione che viene chiamata “trasformazione identica o identità”. Il motivo per accettare questa situazione piuttosto anomala è che l’identità è un ingrediente necessario per la “vita sociale” delle trasformazioni rispetto ad una operazione che si può definire su di esse.
Noi studieremo le trasformazioni geometriche, ma le trasformazioni non esistono solo in geometria. Solo per fare un esempio. Nella aritmetica della scuola elementare si utilizzano diverse trasformazioni come: la trasformazione “successivo” che associa ad ogni numero il suo successivo: n → n+1;  la trasformazione “doppio” che associa ad ogni numero il suo doppio:  n → 2n.
Noi studieremo solo le trasformazioni geometriche cercando di spiegare le parole che costituiscono il titolo del capitolo.

2 – TRASFORMAZIONI  GEOMETRICHE      
Noi studieremo trasformazioni che agiscono su figure come punti, segmenti, rette, triangoli, quadrangoli, poligoni in generale, cerchi, ecc.  In matematica ci sono anche trasformazioni, per esempio, nel settore dell’algebra. Quando manipoliamo una formula per ottenerne un’altra, trasformiamo la prima formula nella seconda.

3 – TRASFORMAZIONI  PIANE
Noi potremmo scegliere come “ambiente di lavoro” la retta. E’ un ambiente ristretto e vi potremmo considerare, per esempio, le traslazioni che trasformano la retta in sé, “muovendo” ogni punto.

Potremmo scegliere come “ambiente di lavoro” l’intero spazio. In esso troveremmo tutte le trasformazioni del piano, ma anche altre, come le simmetrie rispetto ad un piano, le rotazioni rispetto ad una retta , che non esistono nel piano.  
Sceglieremo come “ambiente di lavoro” il piano e considereremo le trasformazioni che operano sulle figure del piano. 
4 – TRASFORMAZIONI
E’ il punto più delicato. Che cosa è una trasformazione? Quelle che noi considereremo hanno un 

· Carattere globale, cioè agiscono allo stesso modo su tutti i punti del piano. Anche se noi siamo interessati ad una singola figura, quello che succede ai punti della figura succede a tutti i punti del piano. Per esempio, noi potremmo avere un triangolo ABC e trasformarlo con una traslazione nel triangolo A’B’C’. Ebbene, tutti i punti del piano subiscono la stessa traslazione.
· Agiscono sui singoli punti, e quindi sulle figure che ne sono composte: ogni punto P viene trasformato in un solo punto P’ che si chiama il trasformato, il corrispondente, l’immagine del punto P. A seconda della trasformazione considerata, il punto P’ potrà essere chiamato il simmetrico, il traslato, il ruotato del punto P.
· Il punto P’ può essere diverso da P, cioè  P’ ≠  P, ma può anche coincidere con P cioè              P’ = P. Per esempio, nella simmetria assiale rispetto ad una retta  r, un punto P che non sta sulla retta  r  ha come trasformato un punto P’ diverso da P, mentre un  punto Q che sta sulla retta  r  coincide con il proprio simmetrico, cioè Q’ =  Q. Questo fatto succede, per esempio, anche nella trasformazione “doppio”: lo 0 coincide con il proprio doppio, mentre tutti gli altri numeri hanno doppio diverso.
Le trasformazioni geometriche sono “corrispondenze biunivoche”. La parola “biunivoca” è entrata nel linguaggio scolastico elementare con l’insiemistica, ma non sempre i docenti hanno coscienza del suo significato. Per essere “biunivoca” una corrispondenza deve essere:
· Iniettiva. La parola ha il sapore dell’ospedale, ma la realtà è ben diversa e molto semplice. Una corrispondenza è iniettiva quando due qualunque punti diversi, P e Q, si trasformano in due punti diversi P’ e Q’. In altre parole: se  P ≠ Q allora P’ ≠ Q’. E’ proibito, quindi, che due punti diversi vadano a finire nello stesso punto. Per esempio, nella simmetria assiale due punti qualunque diversi appartenenti o no allo stesso semipiano hanno simmetrici diversi. La trasformazione “successivo” considerata da N (insieme dei numeri naturali) in N è iniettiva perché numeri naturali diversi hanno un successivo diverso. La stessa cosa vale per la trasformazione “doppio” perché numeri naturali diversi hanno doppi diversi.    
· Suriettiva. La parola è un po’ strana ed è tipicamente matematica. Una corrispondenza è suriettiva quando ogni punto del piano è il corrispondente, è l’immagine di un punto del piano. E’ proibita la “solitudine sdegnosa” di chi vuol “far parte solo con se stesso”. Quindi, non solo ogni punto ha una immagine ed una sola, ma anche ogni punto è l’immagine di un punto.  La trasformazione “successivo”, considerata da N in N,  non è suriettiva perché lo 0 non è il successivo di alcun numero naturale. Anche la corrispondenza “doppio” non è suriettiva perché i numeri dispari, per esempio, non sono il doppio di nessun numero naturale. Però se consideriamo la trasformazione “doppio” da N (insieme dei numeri naturali) in P (insieme dei numeri pari), allora essa è suriettiva perché ogni numero pari è il doppio di un numero naturale.

Ebbene  le trasformazioni geometriche sono corrispondenze biunivoche, cioè iniettive e suriettive. Possiamo dire le cose più in generale. Prendiamo un insieme A qualunque ed un insieme B qualunque. Una corrispondenza da A verso B è biunivoca quando ogni elemento di A ha un corrispondente ed uno solo in B, elementi diversi di A hanno corrispondenti diversi in B ed ogni elemento di B è il corrispondente di un elemento di A.

Variando A e B possono variare le proprietà della corrispondenza. Per esempio se prendiamo come A l’insieme Z dei numeri interi relativi e come B ancora Z, allora la corrispondenza  “successivo” è biunivoca perché ogni numero ha un successivo ed uno solo, numeri diversi hanno successivi diversi ed ogni numero intero relativo ( anche lo 0) è il successivo di un numero.       
Quando la corrispondenza da A verso B è biunivoca esiste anche la corrispondenza inversa da B verso A che fa ritornare tutto al punto di partenza. Per esempio, la corrispondenza “successivo” da Z verso Z manda il numero x in x+1 e la corrispondenza inversa (la corrispondenza “precedente”) manda (x+1) in ((x+1) – 1) = x.  Anche la corrispondenza “doppio” da N verso P è biunivoca ed esiste la inversa: n → 2n → 2n : 2 = n.

Tutte le trasformazioni geometriche che considereremo hanno una inversa  che fa ritornare P al punto di partenza: P → P’ → P.
Nei casi aritmetici che abbiamo considerato la corrispondenza inversa è diversa da quella di partenza ed ha anche un nome diverso: successivo – precedente; doppio – metà.

Nelle trasformazione geometriche che considereremo l’inversa ha lo stesso nome. Per esempio l’inversa di una traslazione è una traslazione, di una rotazione è una rotazione, ecc.  Di solito l’inversa è diversa dalla trasformazione di partenza, ma può capitare che le due coincidano, E’ il caso della simmetria assiale che coincide con la sua inversa. Per questo caso i matematici hanno inventato una parola apposita: dicono che la trasformazione è involutoria.      
C’è un’altra proprietà che devono possedere le trasformazioni geometriche. La esprimiamo dicendo che le trasformazioni geometriche sono continue. I matematici hanno impiegato secoli per precisare il concetto di continuità e ci sono riusciti solo alla fine del secolo XIX. Non è il caso di riportare qui la definizione di trasformazione continua. Ci accontentiamo di dire che se due punti P e Q sono “vicini”, allora anche i loro trasformati P’ e Q’ sono “vicini”. Precisare che cosa vuol dire essere “vicini” significherebbe dare la definizione di trasformazione continua e, quindi, la evitiamo. Naturalmente anche la trasformazione inversa di una trasformazione continua deve essere continua.
Possiamo raccogliere tutto quanto abbiamo detto finora in una

DEFINIZIONE: Una trasformazione geometrica piana è una corrispondenza biunivoca e continua, insieme alla sua inversa, tra i punti del piano.
5 – L’ORGANIZZAZIONE SOCIALE

Noi siamo abituati manipolare  certi oggetti matematici, come i numeri, con operazioni come l’addizione e la moltiplicazione. Consideriamo, per esempio, l’insieme Z dei numeri interi relativi. Noi sappiamo che in questo mondo è definita una 

· operazione binaria interna chiamata addizione e indicata con +
· l’addizione è associativa: (a + b) + c = a + (b + c)

· possiede un elemento neutro, lo 0:  a + 0 = 0 + a = a

· ogni numero (+a) possiede un suo opposto (-a) in modo che (+a) + (-a) = (-a) + (+a) = 0.

I matematici esprimono tutte queste proprietà che descrivono la vita sociale dei numeri interi relativi rispetto alla addizione con la parola “gruppo”. In altre parole, l’insieme Z rispetto alla addizione è un gruppo. Siccome l’addizione è anche commutativa, dicono che Z è un gruppo commutativo (o abeliano).
Questa premessa serve per introdurre il discorso sulla organizzazione sociale delle trasformazioni geometriche. Esse sono degli “oggetti matematici” sui quali possiamo operare esattamente come sui numeri. Arriveremo alla conclusione che anche le trasformazioni geometriche sono organizzate in gruppo.
Indichiamo con T l’insieme delle trasformazioni geometriche e con f, g, h, ecc. le singole trasformazioni. Dobbiamo introdurre in T una operazione binaria interna analoga alla addizione in Z. Trattandosi di trasformazioni l’operazione più naturale che si presenta è quella di “applicazione successiva” chiamata anche “prodotto” o “composizione”. Spesso la si indica con il simbolo “*”. Per giustificare questi nomi, pensiamo di partire da un triangolo ABC e di applicargli una traslazione f. Otteniamo un nuovo triangolo A’B’C’ e possiamo scrivere: A’B’C’ = f (ABC). Adesso, al  nuovo triangolo A’B’C’ applichiamo una nuova traslazione g. Otteniamo un nuovo triangolo  A’’B’’C’’ e possiamo scrivere: A’’B’’C’’ = g (A’B’C’). In sostanza al triangolo ABC abbiamo prima applicato la traslazione f e successivamente, al risultato, abbiamo applicato la traslazione g. Questa è l’operazione “*” sulle trasformazioni e scriviamo g * f (si legge da destra a sinistra perchè prima abbiamo applicato la f e poi la g). Riprendiamo le uguaglianze di prima:
A’’B’’C’’ = g (A’B’C’), ma  A’B’C’ = f (ABC). Quindi A’’B’’C’’ = g(f (ABC)). Ecco la definizione generale della operazione “*”:

(g * f) (ABC) = g(f (ABC)). 
Naturalmente al posto del triangolo ABC possiamo mettere una figura F qualunque.
L’operazione “*” è binaria interna perché il risultato è ancora una trasformazione.
 E’ associativa: (h * g) * f = h * (g * f). 
La trasformazione identica (o identità), cioè la trasformazione che non cambia assolutamente niente e che possiamo indicare con id, funziona da elemento neutro cioè       f * id = id * f = f.  
Inoltre ogni trasformazione f possiede una inversa che fa ritornare tutto “al punto di partenza”. Quindi componendo una trasformazione f con la sua inversa otteniamo la identità. Indicando l’inversa di f con f-1 abbiamo : f * f-1 = f-1 * f = id.
Ormai lo sappiamo: tutti questi fatti vengono espressi con la parola “gruppo”. Possiamo concludere che l’insieme T delle trasformazioni geometriche rispetto alla operazione “*” formano un gruppo.
6 – PERCHE’  TANTA  FATICA?

E’ una domanda più che legittima. Le persone di una certa età (io sono fra quelle) hanno studiato geometria dalle elementari alle superiori senza mai aver sentito parlare di trasformazioni geometriche e della loro organizzazione sociale. Perché sono state introdotte a partire dalla scuola elementare?

Una prima risposta può essere questa: nella realtà avvengono trasformazioni sugli oggetti. Come modellizziamo gli oggetti con le figure geometriche, così è bene modellizzare queste trasformazioni con le trasformazioni geometriche.
Una seconda risposta è questa: le trasformazioni rendono più dinamico l’insegnamento della geometria perché ci fanno vedere le figure non in modo statico, ma nelle reciproche relazioni.

La terza e più importante risposta è la seguente: abbiamo fatto tutta questa fatica per sapere che cosa è una geometria per i matematici e, quindi, per noi. Quello che sto per scrivere risale al matematico tedesco Felix Klein che, nel 1872,  ha presentato la sua visione della geometria, visione ora universalmente accettata.

Per Klein una geometria è costituita da tre “ingredienti ” fondamentali:

1.
Un insieme di oggetti, le figure geometriche, che appartengono ad un certo 
ambiente, che può essere la retta, il piano, lo spazio o altro ancora.

2.
Un certo insieme di trasformazioni, le trasformazioni geometriche, che operano su 
questi 
oggetti.  Queste trasformazioni devono essere organizzate in gruppo nel senso 
matematico del termine.

3.
Un insieme di proprietà degli oggetti, proprietà geometriche, che non cambiano 
quando ad essi vengono applicate le trasformazioni: sono le proprietà invarianti 
rispetto alle trasformazioni.

Una conseguenza immediata, ma forse inaspettata, di questo modo di vedere è che non esiste una sola geometria, ma esistono più geometrie.

Anche se teniamo fissi, infatti, gli oggetti che vengono studiati, per esempio le figure del piano, diversi  sono però i gruppi di trasformazioni e diverse sono le proprietà invarianti. Solo per fare un esempio: la misura della lunghezza dei segmenti è una proprietà invariante del gruppo delle isometrie, mentre non        lo è per il gruppo delle similitudini.
È bene dire subito, però, che queste diverse geometrie non sono come pecore erranti incamminate su strade divergenti; sono, invece, fortemente correlate e si può passare dall’una all’altra con successivi allargamenti o restrizioni.
Nei  programmi  della scuola dell’obbligo sono presenti due geometrie: 

A - La geometria metrica legata al gruppo delle isometrie.  La proprietà invariante caratteristica di questa geometria è la distanza fra due punti.  Di conseguenza sono invarianti tutte le misure di lunghezza, area e volumi, di figure corrispondenti. 

Anche parallelismo e perpendicolarità sono proprietà invarianti.    

B - La geometria simile legata al gruppo delle similitudini.  Una proprietà invariante, espressa in termini di distanza, è la seguente: in geometria simile è invariante il rapporto fra la distanza fra due punti A e B e la distanza dei loro corrispondenti A’ e B’.  E’ la proporzionalità fra le lunghezze di segmenti corrispondenti.
Saranno, allora, invarianti anche i rapporti fra le misure, di perimetri, aree e volumi, di figure corrispondenti.

Anche parallelismo e perpendicolarità sono proprietà invarianti.

Queste due geometrie, messe insieme, costituiscono quella che di solito viene chiamata “geometria euclidea”. 
È chiaro come si passa da una geometria all’altra. 

Dalla metrica si passa alla simile moltiplicando tutte le distanze per un numero K > 0 (rapporto        di similitudine); dalla simile si passa alla metrica ponendo K = 1 ottenendo così l’invarianza delle distanze fra punti corrispondenti.
Ne consegue che le isometrie sono particolari similitudini e quindi tutte le proprietà invarianti nella geometria simile sono anche invarianti nella geometria metrica.
Dato che ci siamo possiamo considerare un’altra geometria che era presente nei programmi del 1979 e che può essere osservata attraverso i raggi del sole che entrano in una finestra, proiettando, per esempio, l’ombra di un quadrato (diventa un parallelogrammo).

C - La geometria affine legata al gruppo delle affinità.  In essa è invariante il rapporto fra le aree di figure corrispondenti (rapporto di affinità).  Invariante è anche il parallelismo, ma non la perpendicolarità.

È chiaro che le similitudini sono particolari affinità perché se K è il rapporto, costante, di similitudine, K2  è il rapporto, costante, tra le misure delle aree di figure corrispondenti, cioè il rapporto di affinità.

Se indichiamo con h > 0 il rapporto di affinità si passa dalla geometria affine a quella simile imponendo che il rapporto tra le misure dei segmenti corrispondenti sia 

.

Possiamo visualizzare i rapporti fra queste tre geometrie, in termini di trasformazioni ed in termini di proprietà invarianti con i seguenti diagrammi di Eulero - Venn che non hanno bisogno di commenti:
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Potremmo anche parlare di geometria proiettiva e di geometria topologica, ma non ci sembra il caso.

Esercizi

1 – Costruire una corrispondenza tra due insiemi finiti che non sia né iniettiva né suriettiva e rappresentarla con le frecce.

2 - Costruire una corrispondenza tra due insiemi finiti che sia  iniettiva, ma non suriettiva e rappresentarla con le frecce.

3 - Costruire una corrispondenza tra due insiemi finiti che non sia  iniettiva, ma sia suriettiva e rappresentarla con le frecce.

4 - Costruire una corrispondenza tra due insiemi finiti che  sia  iniettiva e suriettiva e rappresentarla con le frecce.

5 – Quando si usava l’insiemistica si usavano le corrispondenze biunivoche. A che proposito? Con quali risultati?

6 – La corrispondenza di “opposto” in Z è biunivoca?
CAPITOLO TERZO 
LE ISOMETRIE

Incominciamo lo studio della prima grande famiglia di trasformazioni geometriche, quella che dà origine alla geometria che abbiamo chiamata metrica.

La parola “isometria” significa, etimologicamente, “di uguale misura”. Le misure, però, sono tante: misure di lunghezza, misure di area, misure di volume. A quale di esse si riferisce la parola isometria? Si riferisce alle misure di lunghezza. La parola richiama alla mente i segmenti e la possiamo intendere in due modi:
· Lunghezza come grandezza. Le grandezze possono essere misurate e la misura è un numero.

· Lunghezza come distanza tra i due estremi del segmento. Anche la distanza è un numero.

Noi parleremo indifferentemente di misura delle lunghezze o di distanza tra gli estremi dei segmenti.             Se P e Q sono gli estremi di un segmento, indicheremo la loro distanza con d (P, Q).

Che cosa sono le isometrie? La definizione che ora daremo si riferisce al piano, ma ha carattere generale, cioè si riferisce ad ogni “ambiente”.

DEFINIZIONE

Si chiama isometria piana una trasformazione del piano in sé che conserva le distanze.

In altre parole, se P e Q sono due punti del piano e P’ , Q’ sono i loro trasformati, allora                    
d(P’, Q’) = d(P,Q).

Noi siamo abituati a parlare in geometria di uguaglianza o congruenza: segmenti uguali (o congruenti), criteri di uguaglianza (o congruenza) dei triangoli, ecc. Per parlarne spesso si fanno intervenire i “movimenti rigidi” per sovrapporre una figura all’altra. Sarebbe meglio parlare solo di congruenza, della quale ora daremo la definizione precisa, e riservare l’uguaglianza al suo significato di “identità logica” e, quindi, usarla, per esempio, in aritmetica. Tuttavia non è il caso di battersi il petto se continuiamo ad usare la parola uguaglianza. Ecco, allora, la definizione di congruenza:
DEFINIZIONE

Due figure piane F ed F’ si dicono congruenti se si corrispondono in una isometria cioè se esiste una isometria che trasforma una nell’altra.
La relazione di congruenza tra figure che possiamo indicare, tanto per metterci d’accordo, con il           simbolo ≡, è una relazione di equivalenza, cioè una relazione riflessiva, simmetrica e transitiva e tutto questo è legato al fatto che le isometrie sono un gruppo.
Proprietà riflessiva: ogni figura F è congruente a se stessa: F ≡ F. Qui interviene la identità.

Proprietà simmetrica: se F ≡ F’ allora F’ ≡ F. Qui interviene l’inversa.

Proprietà transitiva: se F ≡ F’ e  F’ ≡ F’’  allora F ≡ F’’. Qui interviene la composizione di isometrie.

Quali sono le proprietà invarianti per isometrie? Moltissime. Sono invarianti, per esempio, le misure di lunghezza, di area, di volume, di ampiezza angolare. E’ invariante il parallelismo, cioè rette parallele si trasformano in rette parallele. In altre parole: se due rette sono parallele anche le loro isometriche sono parallele. E’ invariante la perpendicolarità cioè se due rette sono perpendicolari anche le loro isometriche sono perpendicolari.

Le isometrie, però, non sono tutte uguali. Nella grande famiglia delle isometrie si distinguono quattro “famigliole”:

le simmetrie assiali

le traslazioni

le rotazioni

le glissosimmetrie.

Le prime tre sono sempre nominate nei programmi, la quarta mai. Noi studieremo le prime tre.

CAPITOLO QUARTO 
LE SIMMETRIE ASSIALI: LA VOGLIA DI ESSERE LE PRIME DONNE
1 – INTRODUZIONE
Voglio iniziare questo capitolo riportando alcune riflessioni di H. Weyl (La simmetria, Feltrinelli, 1962).
“Se non sbaglio la parola “simmetria” ha nell’uso comune due significati. Da un lato l’aggettivo “simmetrico” è sinonimo di ben proporzionato e di ben equilibrato, e “simmetria” designa allora quel rapporto tra le diverse parti per cui esse si integrano in un tutto. La bellezza è intimamente legata alla simmetria. In questo senso Policleto adopera la parola simmetria: autore di un libro sulla proporzione, egli fu molto lodato dagli antichi per l’armoniosa perfezione delle sue sculture; anche Durer segue questa definizione nel fissare un canone di proporzioni per la figura umana. L’idea di simmetria presa in questo senso non si limita affatto agli oggetti spaziali; il suo sinonimo “armonia”, si riferisce più all’acustica ed alla musica che ad applicazioni geometriche.

La parola tedesca Ebenmass è un ottimo equivalente della parola greca “simmetria”: entrambe esprimono anche l’idea di “misura mediana”, il giusto mezzo al quale dovrebbero tendere nelle loro azioni gli uomini virtuosi secondo l’Etica Nicomachea di Aristotele, e che viene descritto da Galeno nel “De temperamentis” come lo stato d’animo egualmente distante dai due estremi… L’immagine della bilancia ci aiuta a passare al secondo significato in cui la parola simmetria è usata nei tempi moderni: la bilancia è un esempio di simmetria bilaterale, ossia di quella simmetria tra destra e sinistra, così evidente nella struttura degli animali superiori, e in  particolare del corpo umano. In contrasto con la vaga nozione di simmetria sopra enunciata, quella di simmetria bilaterale è un concetto assolutamente preciso, di carattere puramente geometrico… La simmetria, sia in senso lato sia in senso ristretto, è comunque un’idea che ha guidato l’uomo attraverso i secoli alla comprensione ed alla creazione dell’ordine, della bellezza e della perfezione.” Possiamo dire che la simmetria, prima che un concetto matematico, è una legge fondamentale della natura ed una delle idee più profonde attorno alla quale l’uomo ha organizzato il suo pensiero.
2 – UNA PRIMA DEFINIZIONE

Di “cose” simmetriche è piena la natura: cristalli, vegetali, animali.

Molte opere dell’uomo presentano elementi di simmetria: basta pensare a case e palazzi. Molte attività quotidiane, come piegature di fogli, di tovaglioli, ecc. richiamano alla mente l’idea di simmetria.

Diverse lettere dell’alfabeto, scritte in stampatello maiuscolo, presentano elementi di simmetria.

Lo specchio è uno strumento formidabile per costruire simmetrie. 

Cerchiamo ora di dare un senso matematico all’idea intuitiva di simmetria.

Quella di simmetria assiale è una definizione che tutti gli insegnanti elementari conoscono (nel loro cuore), applicano correttamente, ma raramente riescono ad enunciare in modo pulito. Durante i corsi di aggiornamento ho fatto. molte volte questa domanda:

	« Data la retta r e il punto P dove si trova il punto P’ simmetrico di P rispetto alla retta data? 

•
Risposta corale: nell’altro semipiano.

•
Disegnavo  allora il punto Q.

•
Coro di proteste: deve essere alla stessa distanza da r

•
Disegnavo il punto S

•
Proteste (meno compatte): deve stare sulla perpendicolare ad r condotta per P. Nasceva, così, P’.
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Mettendo assieme tutti questi elementi si ottiene una definizione pulita di “ simmetrico di un punto P rispetto ad una retta r ”.
Definizione 1

Data una retta  r  ed un punto P  non appartenente alla retta  r, si chiama simmetrico del punto P  rispetto alla retta  r  il punto P’ che sta nel semipiano opposto a quello di P, sulla perpendicolare ad r  condotta da P ed alla stessa distanza dalla retta r.

E’ una definizione un po’ complicata e, forse, troppo lunga. La si può sostituire con questa:

Definizione 2

Data una retta  r  ed un punto P  non appartenente alla retta  r, si chiama simmetrico del punto P  rispetto alla retta  r  il punto P’ tale che la retta r è l’asse del segmento PP’.

Queste due definizioni sono incomplete perché riguardano solo i punti che non appartengono alla retta r. Dobbiamo, allora, completarle aggiungendo: “se il punto P appartiene alla retta r il suo simmetrico coincide con il punto P stesso”.

Poi si può passare alla definizione di simmetria rispetto ad una retta r:
Definizione 3

Si chiama simmetria rispetto ad una retta r la trasformazione del piano in sé che associa ad ogni punto del piano il suo simmetrico.

Se riflettiamo un po’ ci accorgiamo che con queste definizioni abbiamo tracciato l’identikit completo della simmetria assiale. Infatti, in essa:
· I punti della retta r (l’asse di simmetria) sono fissi, coincidono con il proprio simmetrico. Si dice che questi punti sono uniti. Di conseguenza anche l’asse è unito ed è retta di punti uniti.

· I due semipiani generati dalla retta  r  si scambiano fra di loro.

· Se andiamo alla ricerca del simmetrico di P’ rispetto alla retta r, cioè se applichiamo due volte la simmetria rispetto alla retta r, ogni punto ritorna in se stesso. In altre parole: il simmetrico del simmetrico di P è ancora P. Quindi  applicando due volte la simmetria rispetto alla retta r  si ottiene l’identità. Si esprime questo fatto dicendo la simmetria è involutoria.

Il punto debole di questa impostazione è che bisogna dimostrare che la simmetria così definita è una isometria. E questo non è molto semplice.

Per questo noi preferiamo un altro approccio mettendo a frutto quanto abbiamo detto nei capitoli precedenti.

3 – UNA SECONDA DEFINIZIONE

Vogliamo presentare subito la simmetria come una trasformazione del piano in sé.
	Sia r una retta ed α’  e  α’’ i due semipiani di origine r.
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Si chiama simmetria assiale  (o ribaltamento) di asse r l’isometria piana che ha queste caratteristiche:


1  -
lascia fissi tutti e soli i punti di r



2  -
trasforma  α’ in α’’  e  α’’  in α’

3  -
applicata due volte dà l’identità.


Qualche commento.

•
La  simmetria di asse  r,   di solito, viene indicata con il simbolo  Sr .

•
I punti della retta r sono punti uniti, cioè ciascuno coincide con il proprio simmetrico.

•
L’asse r, di conseguenza, è una retta fissa, unita cioè coincide con la propria simmetrica. Si dice anche che  r  è  retta unita e  di  punti uniti. Questa frase lascia intravedere la possibilità che ci siano rette unite, ma non di punti uniti.

•
La proprietà 2 - ci fa capire perché la simmetria assiale si chiami anche ribaltamento. Bisogna, però, distinguere questo ribaltamento che avviene esclusivamente nel piano con lo scambio dei due semipiani,  dal ribaltamento fisico degli oggetti che avviene nello spazio.

•
La terza proprietà si esprime dicendo che la Sr è involutoria. Mettendo a frutto quanto abbiamo imparato possiamo scrivere: Sr * Sr = id
•
Osserviamo, anche, che lo studio dei punti e delle rette fisse in una isometria è importante perché serve per caratterizzare i vari tipi di isometrie.
Il punto debole di questa definizione è che non ci dà indicazioni operative per costruire il simmetrico di un  punto. Bisogna aspettare di definire la perpendicolarità  punto – retta usando la simmetria assiale per avere queste indicazioni.
Dopo questa lunga carrellata è naturale domandarsi: a che cosa servono le simmetrie assiali? Articolerò la risposta in più punti.

4 – SIMMETRIE E DEFINIZIONI  RIGUARDANTI LE RETTE.
Una relazione molto importante fra le rette è quella di perpendicolarità. Sono molti i modi di definire quando una retta b passante per un  punto A  è perpendicolare ad una retta a. Uno di questi fa appello alla simmetria assiale.

Consideriamo una retta a e un punto A non appartenente ad a.



[image: image2.wmf]H

A

A'

a



Sia A’ il simmetrico di A rispetto alla retta a:  A’ = Sa (A). La retta  AA’ taglia la retta a                          in un punto H perché A e A’ stanno in semipiani opposti, è distinta da a  e nella simmetria rispetto                       ad a è unita perché 





Sa (A) = A’   e   Sa (A’) = A


essendo Sa  involutoria.


Queste tre proprietà della retta AA’ sono quelle che caratterizzano la relazione 
           di  perpendicolarità e che mettiamo in risalto nella seguente

Definizione :
Una retta b si dice perpendicolare ad una retta a se e solo se:



1)
b è diversa da a


2)
b è incidente ad a






3)
nella simmetria di asse a la retta b  è unita, cioè  Sa (b) = b.

Qualche commento.
•
La perpendicolarità è una relazione binaria nell’insieme delle rette del piano perché                              riguarda  coppie ordinate di rette.

•
La prima condizione dice che nessuna retta è perpendicolare a se stessa.                                                           Quindi  la relazione di perpendicolarità ( che spesso si indica con il simbolo _|_ ) non è riflessiva,                   anzi è antiriflessiva.
•
La terza condizione dice che la retta b è globalmente unita, ma non che i suoi punti sono uniti.


La retta b possiede un solo punto unito, quello che, per la condizione 2),  ha in comune con la 
     retta a. Quindi b è una retta unita, ma non di punti uniti  nella Sa.

•
La relazione di perpendicolarità è un relazione simmetrica, cioè se a _|_ b allora b _|_ a.


Questa proprietà ci autorizza a semplificare il nostro linguaggio cioè a parlare di rette perpendicolari tra di loro.
Legato alla simmetria c’è il concetto di asse di un segmento.

Sono diversi i modi di definirlo. Forse tutti noi ricordiamo l’asse come “luogo di punti”: è il luogo dei punti del piano equidistanti dagli estremi del segmento. Questa definizione non ci dice come è fatto questo luogo. Ce lo dice, però, la definizione che fa intervenire la perpendicolarità: l’asse di un segmento è la perpendicolare nel suo punto medio. E ce lo dice la definizione che fa intervenire la simmetria assiale. Tenendo presente la figura precedente possiamo dare questa 
Definizione

 L’asse di un segmento AA’ è l’asse dell’unica simmetria che scambia fra di loro gli estremi del segmento.

In modo analogo possiamo definire la bisettrice di un angolo.
Definizione
Si chiama bisettrice dell’angolo AOB l’asse dell’unica simmetria che scambia fra di loro i lati OA e OB.

5 – SIMMETRIE E POLIGONI

5.1 – Triangoli

Data la definizione di triangolo, si introducono varie distinzioni fondandosi sulla lunghezza dei lati.

Triangolo scaleno: i tre lati hanno lunghezza diversa.

Triangolo isoscele: due lati (almeno) hanno lunghezza uguale

Triangolo equilatero: i tre lati hanno la stessa lunghezza.

Per il triangolo scaleno di solito non ci sono problemi: basta “guardare” i tre lati. Negli altri due casi si ricorre alla misura delle lunghezze. Si sa, però, che non esistono misure precise e che le misure dipendono dallo strumento usato e da chi lo usa. Si può arrivare allo stesso risultato facendo appello alla simmetria assiale che si concretizza nelle piegature:
Triangolo scaleno: 0 assi di simmetria

Triangolo isoscele: (almeno)  1 asse di simmetria. Ne deriva immediatamente che due lati sono congruenti e congruenti sono anche due angoli

Triangolo equilatero: 3 assi di simmetria. Ne deriva la congruenza dei tre lati e dei tre angoli.

5.2 – Quadrilateri
Ci sono quadrilateri di tutti i tipi completamente privi di assi di simmetria e quadrilateri di tutti tipi con almeno un asse di simmetria. Ci interessano solo i secondi.
	Deltoidi

Merita ricordare che ci sono quadrilateri con un  asse di simmetria che passa per due vertici opposti: è la famiglia dei deltoidi. La presenza dell’asse di simmetria garantisce che AB = AD e BC = DC.
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Quadrilateri concavi


Ce ne sono di semplici e di intrecciati. Alcuni hanno anche assi di 


simmetria, come:
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Quadrilateri convessi familiari.
	Trapezi isosceli
Sono isosceli i trapezi  che hanno  congruenti  gli 

“angoli alla base”, cioè i due angoli che hanno come lato comune uno dei due lati paralleli.
*
Una  conseguenza è che i romboidi e i rombi non sono trapezi isosceli, mentre lo sono i rettangoli e i quadrati.

*
Un’altra conseguenza è che i lati AD e BC sono congruenti perché sono congruenti (2° criterio di congruenza) i triangoli AHD e BKC.

I trapezi isosceli possono essere definiti anche in termini di simmetria assiale.
È isoscele un trapezio che possiede un asse di simmetria che sia asse di una coppia di lati paralleli.

È la definizione più semplice, più operativa e più forte. Adottando questa definizione è immediato dimostrare che sono congruenti gli angoli alla base e i lati  AD, BC.
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Parallelogrammi: contrariamente alle attese i parallelogrammi generici non hanno assi di simmetria. Ne possiedono, invece, i parallelogrammi speciali.
Rettangolo

	Il rettangolo può essere caratterizzato mediante gli assi di simmetria dicendo che un rettangolo è un parallelogramma con due assi di simmetria che passano per i punti medi dei lati opposti.

Quest’ultima precisazione è necessaria per distinguere il rettangolo dal rombo.
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Rombo

	Anche i rombi possono essere caratterizzati con gli assi di simmetria dicendo che il rombo è un parallelogramma con due assi di simmetria che passano per i vertici opposti.

. 
	        




Quadrato: è un parallelogramma con 4 assi di simmetria.
Siccome il quadrato è il quadrilatero regolare possiamo introdurre, dopo aver visto anche il triangolo equilatero, i poligoni regolari facendo appello alla simmetria assiale.

Poligono regolare

Un poligono di n lati è regolare se possiede n assi di simmetria.
Triangolo regolare: 3 assi di simmetria

Quadrilatero regolare: 4 assi di simmetria

Pentagono regolare: 5 assi di simmetria, ecc.

Ci sono, però, delle diversità.

Se il numero degli assi è dispari, essi passano tutti per un vertice e per il punto medio del lato opposto.

Se il numero degli assi è pari, metà passano per  le coppie di vertici opposti e metà per i punti medi dei lati opposti.

Gli assi si incontrano tutti in un punto che è il centro del poligono regolare. Cioè è il centro del cerchio inscritto e del cerchio circoscritto al poligono. Quando il numero degli assi è pari, questo centro è anche centro di simmetria (simmetria centrale), quando è dispari no. La conclusione è che quando il numero dei lati del poligono regolare è dispari, il poligono non ha un centro di simmetria, cioè non esiste una simmetria centrale che trasforma il poligono in se stesso.

Un piccolo problema: per sapere se un poligono di n lati è regolare devo proprio verificare che possiede n assi di simmetria? La risposta è negativa. Ne bastano di meno scelti bene. Proviamo per n =3, 4, 5, 6.

6 -  SIMMETRIE E PROBLEMI
Ricordiamo che una figura piana è un qualunque insieme non vuoto di punti del piano. Una figura è illimitata quando non esiste alcun rettangolo che la contiene tutta. Un figura è infinita quando è formata da infiniti punti. Infinite possono essere figure illimitate  come anche figure limitate.
Ricordiamo anche che una figura ha un asse di simmetria quando la simmetria rispetto all’asse considerato la trasforma in se stessa.

Figure illimitate.

E’ ovvio che il piano ha infiniti assi di simmetria: ogni sua retta è asse di una simmetria che lo trasforma in se stesso.

Quanti assi di simmetria ha un semipiano?
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Una retta divide il piano in due semipiani. Consideriamo il semipiano α’ di origine r. La simmetria di asse r trasforma il semipiano α’ nel semipiano α’’ e, quindi, non è asse di simmetria di α’. Lo sono, però, tutte le perpendicolari alla retta r. Quindi infiniti assi di simmetria.

Quanti assi di simmetria ha una retta a? Dopo quello che abbiamo detto sulla perpendicolarità, la risposta è immediata: infiniti. Ogni retta perpendicolare alla retta a è un asse di simmetria. Rispetto ad ogni asse i punti della retta “ballano”: quelli che stanno a “destra” vanno a finire a “sinistra” e viceversa. Un solo punto   resta fisso: il punto H di intersezione della perpendicolare con la retta a.                                                               [image: image3.wmf]H
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Fig. 1
C’è un altro asse di simmetria della retta a: è la retta a stessa. Nella simmetria rispetto alla retta a la retta non solo è fissa, ma è anche di punti fissi perché ciascun punto si trasforma in se stesso.
Quanti assi di simmetria ha una striscia?
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Fig. 2
La figura è abbastanza significativa per dare la risposta: infiniti. Tutte le rette, come AD e BC perpendicolari alla striscia, cioè perpendicolari ai due lati della striscia, sono assi di simmetria per la striscia stessa. In queste simmetrie la striscia si trasforma in se stessa, cioè ogni punto della striscia si trasforma in un punto della striscia, i due lati, le due parallele, si trasformano in se stessi. I punti hanno comportamenti differenti. I punti di intersezione della perpendicolare con i lati della striscia, come A e D, sono fissi perché appartengono all’asse; sono fissi, per lo stesso motivo, anche tutti i punti del segmento AD, che sono punti della striscia. Tutti gli altri punti della striscia “ballano”: quelli che sono a “destra” della retta AD si trasformano in punti che stanno a “sinistra” e viceversa.
C’è un altro asse di simmetria della striscia e che non è disegnato in Fig. 2: è la mediana della striscia, cioè la retta che passa per i punti medi dei due segmenti AD e BC e che è parallela ai lati della striscia. In questa simmetria si scambiano fra di loro i lati della striscia, i punti che stanno “sotto” la mediana si trasformano in punti che stanno “sopra” e viceversa, mentre i punti della mediana, che sono punti della striscia, sono uniti perché appartengono all’asse.
Quanti assi di simmetria ha un coppia di rette incidenti e perpendicolari? Ci riferiamo alla Fig. 1. Nella simmetria rispetto alla retta a, questa rimane unita e di punti uniti e la retta AA’ si trasforma in se stessa. Quindi la coppia di rette, nella simmetria rispetto ad a si trasforma in se stessa. Stesso discorso vale se consideriamo la simmetria di asse AA’. Nella simmetria rispetto alla bisettrice del primo e terzo quadrante le due rette si scambiano fra di loro, ma la coppia si trasforma globalmente in se stessa. Analogo discorso vale considerando la simmetria rispetto alla bisettrice del secondo e quarto quadrante. Possiamo concludere che la coppia di rette incidenti e perpendicolari possiede quattro assi di simmetria.

Quanti assi di simmetria ha un coppia di rette incidenti e non perpendicolari?
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La metà della situazione precedente, cioè 2, perché le due rette r ed s non sono più assi di simmetria della coppia. Sopravvivono solo le due bisettrici degli angoli opposti al vertice.

Quanti assi di simmetria ha una semiretta?
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Consideriamo la semiretta di origine O e che contiene il punto P. Quanti sono i suoi assi di simmetria? Diversamente da quello che succede per la retta le perpendicolari alla semiretta non sono assi di simmetria per la semiretta. Per esempio, la simmetria che ha come asse la perpendicolare nel punto  O, origine della semiretta, trasforma la semiretta OP nella semiretta OQ cioè nella  semiretta opposta. Anche la simmetria rispetto ad un retta perpendicolare ad un punto interno della semiretta, come il punto P, non trasforma la semiretta in se stessa. Nel caso considerato, l’ origine O della semiretta si sposta a “destra” di P mentre tutti i punti a “sinistra” di P si trasformano in punti alla sua “destra”. Una simmetria, però, che trasforma la semiretta di origine O  in se stessa c’è ed è la simmetria che ha come asse la retta sulla quale sta la semiretta.
Figure limitate

Abbiamo già visto il caso di alcuni poligoni.

Quanti assi di simmetria ha un cerchio? La risposta è facile: infiniti, cioè tutte le rette che passano per il centro. Il cerchio è l’unica figura limitata che ha infiniti assi di simmetria. Forse è il caso di osservare che i diametri non sono assi di simmetria perché sono segmenti e non rette, come sono, invece, gli assi.
Quanti assi di simmetria ha una ellisse? Solo 2 perpendicolari fra di loro.

Quanti assi di simmetria ha la figura formata da due segmenti congruenti?

Naturalmente bisogna essere convinti che due segmenti, congruenti o no, comunque posti, costituiscono una figura geometrica. 
Per rispondere conviene esaminare le possibili configurazioni.

· I due segmenti AB e CD stanno sulla stessa retta e sono consecutivi ed hanno un estremo in comune.
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Due assi: r ed s perpendicolari in B=C. Di solito non si pensa all’asse r sul quale stanno i due segmenti. Nel caso dell’asse r tutti i punti sono uniti; nel caso dell’asse s unito è solo il punto B=C
· I due segmenti stanno sulla stessa retta e sono disgiunti:
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Due assi: r ed s perpendicolari nel punto medio del segmento BC. Nel caso dell’asse r tutti i punti sono uniti; nel caso dell’asse s nessun punto dei due segmenti è unito.
· I due segmenti stanno sulla stessa retta, ma non sono disgiunti.

 __A__________C______B__________D_______________r
Ancora due assi r e s con s perpendicolari nel punto medio di CB. Nel caso dell’asse r tutti i punti sono uniti; nel caso dell’asse s è unito solo il punto medio di CB.
· I due segmenti non stanno sulla stessa retta, ma hanno un estremo in comune:
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Un asse: la bisettrice dell'angolo. In questa simmetria i due lati si scambiano fra di loro e solo il vertice A=C è punto unito.
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I due segmenti si tagliano nei punti medi, ma non sono perpendicolari.

Due assi: le due bisettrici r e s. I due segmenti si scambiano fra di loro e l’unico punto unito è il punto di intersezione.
· I due segmenti si tagliano nel punto medio e sono perpendicolari
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Quattro assi: le rette AB e BD e le due bisettrici. Si veda quanto abbiamo detto a proposito delle rette perpendicolari. Sono i quattro assi del quadrato ADBC.
· [image: image13.emf] 
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I due segmenti sono perpendicolari, ma nel punto medio di uno solo

Un solo asse: la retta CD. In questa simmetria il segmento CD è tutto di punti uniti mentre i punti del segmento AB si scambiano fra di loro.
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I due segmenti sono perpendicolari, non si tagliano nel punto medio, ma in parti rispettivamente uguali

Un asse di simmetria: la bisettrice s. I due segmenti si scambiano fra di loro ed unito è il solo punto di intersezione.
· [image: image15.emf] 
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Negli altri casi di perpendicolarità: nessun asse.

· I due segmenti sono paralleli e formano i lati opposti di un rettangolo:
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Due assi di simmetria: quelli del rettangolo. Uno è perpendicolare ai due segmenti nel rispettivo punto medio, l’altro è la mediana del “pezzo” di striscia disegnato. Nella prima simmetria ogni segmento si trasforma in se stesso; nella seconda i due segmenti si scambiano fra di loro.
· I due segmenti sono paralleli e formano i lati opposti di un romboide.
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Nessun asse di simmetria.

· I due segmenti non sono paralleli e non sono incidenti
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Nessun asse di simmetria.

Problema ricco, un po' noioso, da studiare a tappe, adatto per rivedere tanti concetti di geometria.
Quanti assi di simmetria ha un segmento AB? Solo due ed è facile trovarli.

A----------------------------B 
Queste sono le lettere maiuscole dell’alfabeto italiano scritte in Times New Roman
A, B, C , D, E, F,G, H ,I, L, M, N, O, P, Q, R, S, T, U, V, X, Y, Z.

Trovare se hanno assi di simmetria e se si, quanti ne hanno.

Queste sono due coppie di punti simmetrici: A e A’  e  B e B’. Con una riga non graduata, con la quale si possono solo tracciare solo rette e non fare misure, trovare l’asse di simmetria.

A

                  B

                 B’

A’ 

La retta  r  è l’asse della simmetria nella quale si corrispondono in punti P e P’. Con una riga non graduata trovare il simmetrico di Q.

P

                                     Q

---------------------------------------------------------------------------r

P’

Secondo voi il problema è sempre risolubile?

7 – QUALCHE GIOCO CON LA SIMMETRIA

Una sosta in cantina.
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Un maestro possiede una cantina rettangolare e un numero di  bottiglie di vino pregiato, compreso fra 20 e 32 (estremi inclusi). Siccome è amante della matematica ed ha gusto estetico, vorrebbe collocare il numero di bottiglie che decide di volta in volta nei 4 vertici e nei 4 punti medi in modo che la somma delle bottiglie su ciascun lato fosse 9 e che almeno uno dei due assi di simmetria del rettangolo fosse asse di simmetria anche per il numero di bottiglie richiesto. 

Come avrà fatto?   

Siccome questa idea gli era venuta il 25 aprile, allora ha incominciato a giocare con 25 bottiglie. Per collocare 9 bottiglie su ogni lato in modo che il totale fosse 25 ha ragionato, pressappoco così come facciamo noi.
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· Il numero complessivo delle bottiglie collocate sui lati AB e CD è 18. Ne restano 7 da collocare nei punti medi N e S. Se ne pongono 6 in N e 1 in S.

· Sul lato BC dobbiamo collocarne 3. Ne mettiamo 2 in B e 1 in C. 

· Sul lato AB ne collochiamo 4 in A e 3 in M

· Il resto è obbligato: 4 in D e 4 in R.

Abbiamo usato cinque numeri diversi. Un'altra soluzione usa la terna (1,2,6).

Si trova un'altra soluzione collocando 5 bottiglie in N e 2 in S.

Le soluzioni sono diverse. La più economica ed elegante usa solo i numeri 2 e 5. Nuova soluzione ponendo 4 bottiglie in N e 3 in S. Il nostro maestro le ha trovate tutte queste soluzioni, ma nessun asse di simmetria del rettangolo funzionava. Se la cantina fosse stata quadrata… ma non lo era.
Ha avuto, però, una grande gioia quando ha giocato con 32 bottiglie ed ha trovato questa soluzione con due assi di simmetria.
1            7           1






7                         7






1            7           1

Stessa gioia quando ha provato a giocare con 20 bottiglie.
1            4           1






4                         4





1            4           1

Ora tocca a noi giocare con gli altri numeri per vedere quando la soluzione è completa anche di assi di simmetria.

Aiutare il contadino nella sua fatica.
Un contadino dopo aver lavorato tutta la giornata, si trova nella posizione A. Siccome a casa, che si trova nella posizione B, non ha l’acqua corrente deve andare ad attingerla al fiume, indicato dalla retta r, e poi tornare a casa. Aiutiamolo a fare il cammino più corto.
                                                                       *B

· A                                                    

-------------------------------------------------------------------------------------------------------r
Il giardino di Boboli
Un professor di matematica, ormai in pensione, volle mettere le sue conoscenze matematiche a disposizione del capo giardiniere del giardino di Boboli per creare delle composizioni artistiche.

Creare delle aiole circolari o a forma ellittica era un gioco da ragazzi e tutti erano capaci di farlo. Le coniche, però, erano un mondo molto ricco. In particolare gli frullava nella mente un teorema di Pappo sull’esagono inscritto in una conica. Perché non sfruttarlo per creare una composizione che destasse l’ammirazione dei visitatori ed il desiderio di qualche approfondimento nello studio della matematica? Il problema non era semplice, ma alla fine venne l’idea luminosa: piantare 9 rose su 10 rette, mettendo 3 rose su ogni retta facendo in modo che 2 sole rette fossero assi di simmetria di tutta la composizione. Fantasia e matematica fecero il miracolo. Proviamo anche noi?

La prima idea che tutti hanno è di disegnare una composizione come questa:
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Qui c’è abbondanza di rette di simmetria (sono 4), ma le rette che si possono tracciare sono solo 8.

Proviamo a ragionarci sopra.

· Ci devono essere due sole rette di simmetria. Esse, quindi, sono perpendicolari. Allora tracciamo le rette 1  e  2.

· Nel punto di intersezione, O, mettiamo una rosa.

· Sulla retta 1 dobbiamo piazzare altre due rose che devono essere simmetriche rispetto alla retta 2. Nascono così le rose C  e  D.

· In modo analogo sulla retta 2 nascono le rose A  e  B.

· A questo punto che cosa offre il convento? Offre la retta CB (retta 5) ( per due punti passa una ed una sola retta) e la sua simmetrica rispetto alla retta 1 cioè la retta CA (retta 6). Ricordiamo che C è un punto unito nella simmetria di asse 1 perché appartiene all’asse.

· Su ciascuna di queste due rette, la 5 e la 6, dobbiamo piantare un’altra rosa. Basta piantarle in modo che siano allineate con D. Nascono le rose E ed  F e con esse la retta  EDF, cioè la retta 3.

· Siamo a buon punto: abbiamo piantato 7 rose su 5 rette, ma la strada è ormai tracciata. Nascono, infatti, le rette,  simmetriche rispetto alla 1, DB  e  DA. Su di esse piazziamo due rose allineate con C e simmetriche rispetto alla retta 1. Nascono così le rette 7  ed  8 e la retta 4.

· A questo punto abbiamo esaurito le 9 rose, ma le rette disegnate sono 8 e non 10. Dobbiamo trovare le due mancanti sfruttando le rose già piantate.

· Non è difficile: sono le rette IOF e GOE.

· Abbiamo finito.
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8 – SFORTUNATE O GENEROSE?

Le simmetrie assiali sono isometrie e, quindi, le possiamo comporre fra di loro. Che cosa succede se componiamo due simmetrie assiali?

Prendiamo una figura  F  e ne troviamo la simmetrica  F’ rispetto a una simmetria di asse r. Poi troviamo la simmetrica di  F’, la chiamiamo  F’’, rispetto ad una simmetria di asse  s diverso da  r.

La figura F’’ è certamente isometrica, congruente, alla figura F di partenza. Il problema è: la figura  F’’ e’ anche  simmetrica di  F rispetto a qualche asse oppure no?

I casi che possiamo considerare sono i seguenti:
i due assi   r  ed  s   sono paralleli

i due assi   r  ed  s   sono incidenti

i due assi   r  ed  s   sono perpendicolari.

Non diamo adesso la risposta; la daremo più avanti considerando i rapporti fra simmetrie assiali ed isometrie.
Rimane, quindi, la domanda: sfortunate o generose? E rimane nebuloso il titolo del capitolo.
9 – ESERCIZI
1 – Trovare parole scritte con lettere maiuscole che presentino un asse di simmetria.

2 – Le tabelle della addizione e della moltiplicazione presentano un asse di simmetria. A che cosa serve?

3 – Giocare con due dadi e scrivere la tabella dei possibili risultati pensati come somma delle due facce che escono. La tabella presenta un asse di simmetria?

4 – Piantare 10 rose su 5 rette mettendone 4 per retta in modo che la configurazione abbia un asse di simmetria (vedere lucido).

5 – Piegare e ritagliare un foglio in modi diversi (vedere lucidi).
6 – La figura formata da due segmenti diversi può avere assi di simmetria?

7 – Prendere in triangolo ABC letto in senso orario e trovarne il simmetrico A’B’C’ rispetto ad un qualsiasi asse. Come si legge il nuovo triangolo in senso orario? Possiamo concludere che nella simmetria assiale non è invariante il verso di percorrenza di una figura.

8 – In un sistema di riferimento cartesiano ortogonale disegnare un triangolo mediante le coordinate dei suoi vertici. Trovare le coordinate del simmetrico rispetto all’asse X e poi il simmetrico del simmetrico rispetto all’asse Y. Come sono le coordinate dei vertici di quest’ultimo triangolo? Sono simmetriche rispetto a “qualcosa”?

9 – Un angolo piatto ha una bisettrice?
CAPITOLO QUINTO
LE SIMMETRIE CENTRALI: NASCOSTE (FORSE) MA PRESENTI
1 – INTRODUZIONE
Nessun programma parla esplicitamente delle simmetrie centrali. Si può pensare che le abbiano inglobate nelle rotazioni perché effettivamente si tratta di rotazioni. E’ bene, tuttavia, studiarle a parte perché le simmetrie centrali sono isometrie “eclettiche” nel senso che sono imparentate con le simmetrie assiali, con le rotazioni e con le traslazioni.

In natura ci sono molte “cose” che presentano un centro di simmetria: cristalli di neve, radiolari, ecc.; anche molte “cose” costruite dall’uomo hanno un centro di simmetria: rosoni delle chiese, ruote di veicoli, ecc.

2 – VERSO LA DEFINIZIONE
Abbiamo visto che protagonista di una simmetria assiale è una retta. Ogni retta del piano dà origine ad una simmetria che l’ha come asse. Protagonista della simmetria centrale è, invece, un punto. Qualunque punto del piano, lo possiamo indicare con O, può essere centro o polo di una simmetria centrale. Il centro è un punto fisso, un punto unito, anzi è l’unico punto unito, della simmetria centrale. Siccome essa è una isometria, ha le caratteristiche delle isometrie, cioè di mantenere le distanze.  Che cosa succede dei punti P  diversi da O? Ogni punto P si trasforma in un punto P’, il suo simmetrico, la sua immagine, il suo corrispondente, il quale avrà da O la stessa distanza che ha P. Di questi punti P’ ce ne sono infiniti e sono tutti i punti della circonferenza di centro O e di raggio OP. Si tratta di sceglierne uno. E’ quello che facciamo con la seguente
Definizione
Fissato nel piano un punto qualunque O, chiamiamo simmetria di centro O una isometria, che indichiamo con SO, nella quale
· Il centro O è fisso                                          P----------O----------P’

· A ciascun punto P di verso da O corrisponde il punto P’ della retta OP che sta nella semiretta opposta a quella di P, di origine O, e alla stessa distanza di P da O.

La parentela della simmetria centrale con quella assiale è sottolineata dal fatto che anch’essa involutoria, cioè SO * SO = id. In altre parole: se il simmetrico di P è P’, il simmetrico di P’ è P. Con scrittura simbolica, alla quale siamo ormai abituati:
(  SO * SO ) (P) =  ( SO ( SO  (P)) =  SO  (P’) = P

3 -  ALCUNE  PROPRIETÀ
3. 1 – Punti uniti: ce n’è uno solo: il centro della simmetria- Questa proprietà è caratteristica delle rotazioni. Per questo la simmetria centrale è parente delle rotazioni, anzi, è una particolare rotazione.

3. 2 – Rette unite. Abbiamo visto che nella simmetria assiale, è unito l’asse (che è anche retta di punti uniti) e sono unite, ma non di punti uniti, tutte le infinite perpendicolari all’asse. Nella simmetria centrale sono unite tutte le rette che passano per il centro O.

3. 3 – In una simmetria centrale ogni retta viene trasformata in una retta ad essa parallela. Questa proprietà è il “punto di contatto” fra simmetrie centrali e traslazioni.

4 – FIGURE CON SIMMETRIA CENTRALE
Diciamo subito che ci sono figure, anche ricchissime di simmetrie assiali, che non hanno simmetrie centrali, e figure prive di simmetrie assiali che posseggono simmetrie centrali.

Piano: ogni suo punto è centro di una simmetria che lo trasforma in sé.

Retta: ogni suo punto è centro di una simmetria che la trasforma in sé
Segmento: è trasformato in sé dalla simmetria che ha centro nel suo punto medio.

Semiretta: nessuna simmetria centrale la trasforma in sé.

Striscia: ogni punto della mediana è centro di una simmetria che trasforma la striscia in se stessa scambiando fra lo i due lati della striscia.

Angoli opposti al vertice: uno viene trasformato nell’altro nella simmetria che ha centro nel vertice comune.

Triangoli: nessun centro di simmetria. Questo vale anche per tutti i poligoni regolari con un  numero dispari di vertici. Il motivo è semplice: in una simmetria centrale che trasforma il poligono in se stesso i vertici si dividono in coppie di vertici corrispondenti. Questo non è possibile quando il numero dei vertici è dispari.

Parallelogrammi: tutti i parallelogrammi hanno un centro di simmetria. Questo può essere un modo per definire il parallelogramma: una quaterna ordinata di punti ABCD è un parallelogramma se e soltanto se esiste una simmetria centrale che scambia fra di loro A e C  e  B e D.
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Per vedere “come è fatto” un parallelogramma così definito, si fissa un punto O, si disegnano i punti simmetrici A e C, poi B  e  D e si uniscono nell’ordine ABCD. Si ottiene effettivamente ciò che ci aspettiamo. Il vantaggio di questa definizione è che si ottengono, come per incanto, tutte le proprietà del parallelogrammo:

· AD  e  BC sono paralleli e congruenti perché si corrispondono in SO; lo stesso dicasi per AB  e  CD

· Le diagonali si bisecano perché O è il centro di simmetria

· Gli angoli opposti sono congruenti perché si corrispondono in SO
Poligoni regolari con un numero pari di vertici: hanno tutti un centro di simmetria.

Cerchio: ha un centro di simmetria, il centro.

5 – SIMMETRIE ASSIALI E SIMMETRIE CENTRALI

Oltre alla “parentela” già vista tra simmetrie assiali e simmetrie centrali, la involutorietà, vi è un legame più profondo tra i due tipi di simmetria che ci dice come ottenere una simmetria centrale usando le simmetrie assiali. Il legame è espresso dalla seguente proprietà:

Una simmetria centrale di centro O si può ottenere come composizione di due simmetrie assiali i cui assi sono due qualsiasi rette fra loro perpendicolari che si incontrano in O.

Con questa proprietà si incomincia a intravvedere la “funzione generatrice” delle simmetrie assiali nel mondo delle isometrie. Infatti il prodotto di due simmetrie assiali ad assi coincidenti dà l’identità; se gli assi sono perpendicolari si ottiene la simmetria centrale.
6 – ESERCIZI

1 -  Esistono quadrilateri non convessi con un centro di simmetria?

2 – I poligoni che hanno due assi di simmetria perpendicolari hanno anche un centro di simmetria? E quelli che hanno un centro di simmetria hanno anche due assi di simmetria perpendicolari?
3 – Di solito si dice che gli angoli opposti al vertice sono congruenti. Perché?

4 – Quali lettere maiuscole dell’alfabeto italiano hanno un centro di simmetria?
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5 – Questa figura ha un centro di simmetria?

6 – Se in un riferimento cartesiano un punto P ha coordinate x e y, quali coordinate ha il suo simmetrico rispetto all’origine?
CAPITOLO SESTO
LE TRASLAZIONI: SIGNORE TRANQUILLE

1 – INTRODUZIONE
Le traslazioni, anche quando pensiamo a quelle che facciamo nella vita quotidiana, ci appaiono veramente delle “signore tranquille”. Facciamo traslazioni, per esempio, quando andiamo su e giù con un ascensore, quando viaggiamo su un euro star con l’alta velocità su un tratto rettilineo, quando siamo in crociera su navi, che sono come paese galleggianti, che scivolano su un mare tranquillo.
Certo tutto questo non è sufficiente per darci l’idea matematica di una traslazione. Ci proviamo mantenendoci, però, sempre in perfetta tranquillità.

2 – VERSO LA DEFINIZIONE
Ci mettiamo a tavolino e su un foglio bianco disegniamo alcuni punti ed alcune rette. Al foglio bianco sovrapponiamo un foglio traslucido sul quale ricopiamo quello che abbiamo disegnato sul foglio bianco. Senza ruotarlo, strisciamo il foglio traslucido mantenendolo sul tavolo. Che cosa osserviamo?
· I punti si muovono tutti come i buoni collegiali (di tanto tempo fa): vanno sempre avanti senza deviazioni. In altre parole non capita che un punto si sposti verso l’alto ed un altro verso il basso, oppure uno a destra ed un altro a sinistra. Si spostano tutti in “buon ordine” cioè su rette parallele, nella stessa direzione.

· Si mantengono inalterate le distanze fra i punti.

· Le rette sono abitudinarie, non cambiano direzione. In altre parole una retta, alla fine si trasforma in una retta parallela.

Cerchiamo, ora, di matematizzare questi dati intuitivi offerti da un movimento fisico di traslazione, avvertendo subito che questa matematizzazione riguarda tutti i punti del piano e non solo le figure sulle quali fissiamo la nostra attenzione.
Definizione

Si chiama traslazione una isometria che gode delle seguenti proprietà:

· I punti si muovono tutti nella stessa direzione (che è la direzione della traslazione), cioè su rette parallele;

· Ogni retta del piano si trasforma in una retta parallela.

Si tratta di una definizione semplice che rispecchia perfettamente la nostra intuizione. La matematica, però, supera anche la nostra intuizione e non le fa sconti quando c’è di mezzo la coerenza. Per questo. Fra le traslazioni include anche l’identità, nella quale tutto resta fermo, dato che ne verifica la definizione. Ad ogni modo essa fa comodo quando si tratta di descrivere la vita sociale delle traslazioni.
3 -  ALCUNE  PROPRIETÀ

3. 1 – Punti uniti
Finora abbiamo assistito ad una specie di “deregulation” nella “fissità” dei punti:

· Identità: tutti i punti sono fissi

· Simmetria assiale: sono fissi tutti e soli i punti dell’asse

· Simmetria centrale: un solo punto fisso, il centro.

Nella traslazione, diversa dalla identità, tocchiamo il fondo: nessun punto unito. Se un  punto P trasla in un punto P’ diverso da P, tutti gli altri punti lo imitano compiendo un analogo cammino.

3. 2 – Rette unite

La prima proprietà della definizione ci dice che tutti i punti si muovono nella stessa direzione, cioè su rette parallele.

Consideriamo la traslazione che porta il punto P nel punto P’:       P------------>P’

Che cosa succede delle rette che sono parallele alla retta PP’ come le rette a  e  b?
       -------------------------------------------------------------  a

       ---------------------------------------------------- b

Anch’esse si “muovono” perché i loro punti si spostano, ma globalmente si trasformano in se stesse. Quindi in una traslazione sono globalmente unite le rette che hanno la direzione della traslazione.
3. 3  Altre figure unite
Finora abbiamo trovato figure limitate globalmente unite in una simmetria assiale o in una simmetria centrale.
Per trovare figure unite in una traslazione dobbiamo disturbare le figure illimitate. Oltre alle rette che hanno la direzione della traslazione, è sempre unito tutto il piano. 
Un semipiano è unito in una traslazione nella quale è unita la sua origine. 
Una striscia è unita se sono uniti i suoi lati.

4 – A CHE COSA SERVONO LE TRASLAZIONI?
Dobbiamo dire che servono a poco. Sono “signore tranquille” anche nel lavorare. L’unico impiego significativo è nella definizione di parallelogramma:

una quaterna ordinata di punti  ABCD è  un parallelogramma se la traslazione che porta  A in B  porta anche  D in C.

A------------>B                 

       D------------->C

Per   la definizione data, infatti, i segmenti AB e DC  sono paralleli e congruenti, come pure i segmenti AD  e  BC.

5 – CHE COSA SERVE PER DETERMINARE UNA TRASLAZIONE?

Per determinare completamente una simmetria assiale, basta conoscere l’asse. Noto l’asse, infatti, di ogni punto P del piano siamo in grado di terminare il simmetrico P’.

Per determinare completamente una simmetria centrale basta conoscere il centro. Noto il centro, infatti, di ogni punto P del piano siamo in grado di terminare il suo simmetrico rispetto al centro.

E per determinare completamente una traslazione, cioè per costruire il traslato Q’ di un qualunque punto Q del piano? Basta poco: è sufficiente conoscere una coppia di punti corrispondenti cioè P e P’ = t(P)  (t indica la traslazione).

Supponiamo di conoscere il punto P ed il suo traslato P’. Sia dato Q. Vogliamo conoscere                 Q’ = t(Q). Ci sono due casi:

· Q non sta sulla retta PP’                         P------------P’                 

                                                        ---------------------Q------------Q’

La retta PQ si trasforma nella retta per P’ parallela alla PQ. Quindi Q’ apparterrà a questa retta. Q’, inoltre, starà sulla retta per Q parallela alla retta PP’. Quindi Q’ è l’intersezione di queste due rette.

Siccome P’PQQ’ è un parallelogrammo, allora Q’ è l’unico punto che con P’PQ forma un parallelogrammo.

· Se Q sta sulla retta PP’, si considera un  punto T che non sta sulla retta PP’, se ne costruisce il traslato e si usa questa nuova coppia per costruire il traslato di Q.

6 – RAPPRESENTAZIONE DI UNA TRASLAZIONE

Per determinare completamente una traslazione basta, come abbiamo visto, assegnare una coppia di punti corrispondenti (P,P’). I due punti P e P’ determinano sulla retta PP’ un segmento

-----------------P-------------->P’---------------

· La sua lunghezza dice di quanto si muove ogni punto nella traslazione considerata

· La direzione della retta PP’ indica la direzione della traslazione

· Siccome è P che va in P’ viene stabilito anche il verso della traslazione. 

Ebbene, un oggetto matematico, che sia caratterizzato da un lunghezza (o intensità), da una direzione e da un verso, si chiama vettore. Esso descrive completamente una traslazione.

E’ ben noto che i vettori si usano anche in fisica per rappresentare forze, velocità, accelerazioni. Questi sono esempi di grandezze vettoriali.

7 – ORGANIZZAZIONE SOCIALE DELLE TRASLAZIONI

Anche se non sono “aquile del lavoro” le traslazioni sono ben organizzate nel loro mondo.
Quando due traslazioni si mettono a lavorare una dopo l’altra, non perdono mai la faccia: quello che producono è sempre una traslazione. In altre parole componendo due traslazioni otteniamo ancora una traslazione. Questa composizione è sempre associativa. Quella fra le traslazioni è anche commutativa. L’identità è una traslazione ed ogni traslazione ha una inversa che è ancora una traslazione. Possiamo, quindi, concludere che le traslazioni formano un gruppo commutativo.
8 -  TRASLAZIONI E SIMMETRIE

Abbiamo già visto i rapporti fra simmetrie centrali e simmetrie assiali: la composizione di due di esse ad assi perpendicolari è una simmetria centrale. E’ naturale domandarsi se non succeda qualcosa di analogo anche con le traslazioni, cioè se la “capacità generatrice” delle simmetrie assiali non si estenda anche alle traslazioni. La risposta è positiva e la esprimiamo attraverso questa proprietà:

Ogni traslazione si può ottenere come prodotto di due simmetrie assiali ad assi paralleli. Viceversa, il prodotto di due simmetrie assiali ad assi paralleli è sempre una traslazione.                  

Vale anche una proprietà analoga per il rapporto fra traslazioni e simmetrie centrali:
Ogni traslazione t si può ottenere come composizione di due simmetrie centrali. Viceversa, la composizione di due simmetrie centrali è sempre una traslazione.
CAPITOLO SETTIMO

ROTAZIONI: LE CUBISTE DELLA GEOMETRIA

1 – INTRODUZIONE
Nella vita quotidiana è tutto un continuo ruotare, anche se non sempre ci facciamo caso. Incomincia la terra a ruotare intorno al suo asse e intorno al sole (movimento di rivoluzione). Ogni volta che apriamo un finestra o una porta, eseguiamo una rotazione. In un balletto le rotazioni non finiscono mai. La più grande scoperta tecnologica dell’umanità è la ruota la quale…ruota. Tutte queste rotazioni avvengono nello spazio, ma ci danno qualche idea di che cosa sia una rotazione.
2 – VERSO LA DEFINIZIONE
Possiamo eseguire rotazioni anche stando tranquillamente seduti. Basta pensare a quando tracciamo un arco di cerchio con il compasso. Possiamo anche fare un cammino analogo a quello descritto per la traslazione. Poniamo un foglio bianco su una scrivania e disegniamo su di esso una figura, per esempio un triangolo. Sovrapponiamo al foglio bianco un foglio traslucido sul quale riportiamo il triangolo disegnato. Fissiamo i due fogli con una puntina da disegno e ruotiamo il foglio traslucido per esempio di un angolo di 90 gradi in senso orario. Che cosa si osserva al termine di questo movimento fisico di rotazione? Si osserva che non varia la distanza fra i punti e che c’è un punto fisso, ed uno solo, il centro della rotazione. L’angolo di cui ruotiamo il foglio ed il verso di rotazione sono “ad libitum”. Volendo matematizzare i dati offerti dalle osservazioni perveniamo alla seguente definizione di rotazione:
Definizione

Dato un punto O del piano, si chiama rotazione di centro O una isometria che è o l’identità oppure lascia fisso il solo punto O.

Questa definizione fissa gli elementi essenziali di una rotazione, cioè il fatto che è una isometria e che ha un solo punto unito. Abbiamo fatto entrare nella definizione anche l’identità, anche se fa un po’ senso, perché ci serve per la struttura di gruppo delle rotazioni di assegnato centro. E l’angolo di rotazione? Ed il verso di rotazione? Non sono necessari alla definizione matematica, anche se è bene aggiungerli a livello didattico.
3 -  ALCUNE  PROPRIETÀ

3. 1 – Punti uniti

C’è poco da dire. In forza della definizione una rotazione, diversa dalla identità, ha un solo punto unito: il suo centro. Questo fatto la differenzia dalle simmetrie assiali e dalle traslazioni, mentre garantisce che la simmetria centrale è una particolare rotazione.
3. 2 – Rette unite

Una rotazione diversa dalla identità e dalla simmetria centrale non ha rette unite.

3. 3  Altre figure unite

Tutte le figure che hanno un centro di simmetria sono unite in almeno una rotazione, cioè esiste una rotazione che le trasforma in se stesse. Ci sono, però, figure che sono trasformate in sé da rotazioni diverse dalla simmetria centrale. Le vedremo fra poco.

4 – A CHE COSA SERVONO LE ROTAZIONI?
Una prima applicazione riguarda gli angoli. Uno dei tanti modi per definire gli angoli è di fare appello alle rotazioni come vediamo subito.

Definizione:
Date due semirette  a  e  b  di origine O si chiama angolo di vertice O e lati a e b (e si può scrivere angolo aÔb) la rotazione di centro O che trasforma a in b .
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Gli angoli così definiti sono orientati.  Questo significa che l’angolo aÔb è diverso dall’angolo bÔa perché la rotazione che porta b in a è diversa (è l’opposta) dalla rotazione che porta a in b.
Le rotazioni si prestano anche per definire i poligoni regolari.

La definizione più nota di poligono regolare è quella che fa appello alla congruenza dei lati e degli angoli. Noi abbiamo introdotto la definizione che fa entrare in scena le simmetrie assiali. Ora possiamo anche disturbare le rotazioni.

Un poligono A1A2A3…An è regolare se esiste una rotazione che trasforma ogni vertice nel successivo, cioè A1 in A2, A2 in A3… An in A1.

Abbiamo visto che ogni poligono regolare ha un centro che è il punto di incontro dei suoi assi di simmetria. Questo centro è anche il centro della rotazione che definisce il poligono regolare.
5 – FIGURE CON UN CENTRO DI ROTAZIONE

Tutte le figure che hanno un centro di simmetria, hanno anche un centro di rotazione, cioè esiste una rotazione che le trasformano in sé. Per esempio tutti i parallelogrammi, avendo un centro di simmetria, hanno un centro di rotazione. Questo significa che esiste una rotazione che trasforma i vertici del parallelogrammo in vertici dello stesso parallelogrammo. Ci sono, però, figure che non hanno un centro di simmetria, ma hanno un centro di rotazione, cioè esiste una rotazione che le trasforma in sé. E’ il caso dei poligoni regolari con un numero dispari di vertici. Il punto di incontro dei loro assi di simmetria è il centro del cerchio inscritto e circoscritto al poligono ed è il centro della rotazione che trasforma ogni vertice nel successivo.
Per esempio, il triangolo regolare ABC non ha un centro di simmetria, ma il punto di incontro dei suoi tre assi di simmetria è il centro di una rotazione che trasforma A in B, B in C, C in A. Facendo intervenire anche l’ampiezza della rotazione, questa è la rotazione di ampiezza 120 gradi sessagesimali. In generale, se n è il numero dei vertici, la rotazione che trasforma ogni vertice nel successivo ha ampiezza  360/n  gradi sessagesimali.

6 – ORGANIZZAZIONE SOCIALE DELLE ROTAZIONI

Visto il titolo del paragrafo c’è da aspettarsi che anche le rotazioni, oltre che traslazioni, siano organizzate a gruppo. E’ vero, ma con un paletto preciso. Non bisogna considerare tutte le possibili rotazioni del piano, come nel caso delle traslazioni, ma solo le rotazioni di centro assegnato. Ecco la proprietà:
le rotazioni di assegnato centro sono un gruppo commutativo rispetto alla composizione di trasformazioni geometriche.

Il paletto che abbiamo posto è necessario perché il prodotto di due rotazioni con centri diversi può non essere una rotazione. Basta ricordare che il prodotto di due simmetrie centrali con centri diversi è una traslazione..
Le rotazioni, però, hanno un vantaggio sulle traslazioni: ci sono figure limitate che hanno il loro “gruppetto” di rotazioni che le trasformano in sé.
Prendiamo, come esempio, il triangolo equilatero ABC.
Chiamiamo R1 la rotazione che manda A in B, B in C, C in A (rotazione di 120°); R2 quella che manda A in C, B in A, C in B (rotazione di 240°); R3 quella che manda A in A, B in B, C in C (identità) e compiliamo la tabella.
	*
	R1
	R2
	R3

	R1
	R2
	R3
	R1

	R2
	R3
	R1
	R2

	R3
	R1
	R2
	R3


Questa è la tabella del gruppo delle rotazioni che trasformano che trasformano in sé il triangolo equilatero.

7 -  ROTAZIONI E SIMMETRIE ASSIALI

Abbiamo già visto i rapporti fra simmetrie assiali e quelle particolari rotazioni che abbiamo chiamato simmetrie centrali. Anche le rette delle due simmetrie erano particolari trattandosi di rette perpendicolari. Come le simmetria centrale sono un caso particolare di rotazione, così la perpendicolarità è un caso particolare di incidenza. C’è quindi da aspettarsi che le rotazioni siano legate alla composizione di simmetrie assiali ad assi incidenti. E’ quanto afferma la seguente

Proprietà

Ogni rotazione si può ottenere come prodotto di due simmetrie assiali ad assi incidenti nel centro della rotazione. Viceversa, il prodotto di due simmetrie assiali ad assi incidenti in O è sempre una rotazione di centro O.

Abbiamo qui una nuova manifestazione della “capacità generatrice” delle simmetrie assiali nel mondo delle isometrie.

8 – PIASTRELLATURE

Anche alla scuola elementare ci si può divertire a ricoprire completamente un foglio con poligoni regolari, senza lasciare buchi. Un foglio a quadretti ci dice che con i quadrati le cose funzionano. E’ possibile farlo con altri poligoni regolari tutti isometrici fra di loro? Se si, con quali?

Per rispondere dobbiamo precisare le nostre richieste: noi ammettiamo che due poligoni adiacenti possano avere in comune o solo un vertice, oppure un intero lato, con i vertici che sono estremi di quel lato. Quindi non ammettiamo che due poligoni adiacenti abbiano in comune solo un “pezzo” di lato. Per rispondere alle domande sono importanti due numeri:
n: numero dei lati dei poligoni regolari impiegati

m: numero dei poligoni che hanno un vertice in comune.

Scegliendo il grado sessagesimale come unità di misura delle ampiezze angolari, sappiamo che la somma delle misure degli angoli interni di un poligono di n lati è (n – 2) x 180. Trattandosi di poligoni regolari ogni angolo interno misura (n – 2) x 180/n. Siccome non ci devono essere “buchi” la somma delle misure degli angoli che hanno uno stesso vertice deve essere  2 x 180.

Se  m  è il numero dei poligoni regolari che hanno un vertice in comune possiamo scrivere la relazione

((n – 2) x 180/n) x m = 2 x 180.  Da essa si ricava:
m (n – 2) = 2n  cioè  mn – 2m – 2n = 0  (1)

Nella (1) aggiungiamo e togliamo 4 e otteniamo : mn – 2m – 2n + 4 - 4= 0 .

Raccogliendo  m  nei primi due numeri e  -2  nei secondi due otteniamo

m (n – 2) – 2 (n – 2) – 4 = 0 .  Raccogliendo, infine, (n – 2) otteniamo (n – 2) (m – 2) = 4.

Questa uguaglianza ci dice che tanto (n – 2) quanto (m – 2) devono essere presi tra i divisori di 4 cioè fra 1, 2, 4. Abbiamo, allora, le tre seguenti soluzioni:

n – 2 = 1,  m – 2 = 4    cioè  n = 3,  m = 6

n – 2 = 2,  m – 2 = 2    cioè  n = 4,  m = 4
n – 2 = 4,  m – 2 = 1    cioè  n = 6,  m = 3

La prima soluzione rappresenta una piastrellatura a triangoli equilateri: sono sei le piastrelle che hanno in comune un vertice.

La seconda soluzione rappresenta una piastrellatura a quadrati: vi sono quattro piastrelle per ogni vertice.

La terza soluzione rappresenta una piastrellatura a esagoni regolari: vi sono tre piastrelle per ogni vertice.

Queste sono le tre soluzioni possibili, ma sono anche realizzabili.

9 – ESERCIZI

1 – Costruire la tabella del gruppo delle rotazioni che trasformano in sé un quadrato.

2 – Quante sono le rotazioni che trasformano in sé un segmento?

3 – Date due coppie di punti P e P’  e  Q e Q’ che si corrispondono in una rotazione, trovare il centro della rotazione.

4 – Quante  sono le rotazioni che trasformano in sé una retta?

CAPITOLO OTTAVO

ISOMETRIE E SIMMETRIE ASSIALI

1 – INTRODUZIONE
Con questo capitolo terminiamo la nostra lunga cavalcata nel mondo delle isometrie. Nei capitoli precedenti ci siamo accorti che in questo mondo delle isometrie le simmetrie assiali rivestono un ruolo particolare (sono le prime donne).

Infatti possiamo ottenere le simmetrie centrali componendo due simmetrie assiali ad assi perpendicolari, le traslazioni componendo due simmetrie assiali ad assi paralleli (in particolare se i due assi sono coincidenti otteniamo la identità) e le rotazioni componendo due simmetrie assiali ad assi incidenti.

E se aumentiamo il numero delle simmetrie assiali, considerandone 3, 4, 5, ecc? In questo capitolo vedremo che è sufficiente fermarsi a tre. Per vederlo, però, dobbiamo fare un passo alla volta. Un ruolo essenziale lo giocheranno i punti uniti.

2 – IL PRIMO PASSO

Noi sappiamo che cosa è l’asse di un segmento e che cosa significa che un punto O è unito in una isometria f:  f(O) = O. 

Per fare il primo passo, che enunciamo sotto forma di proprietà, ci “arrampichiamo” sull’asse di un segmento.
Proprietà

Sia f  una isometria del piano, O un punto unito in  f  e P un punto non unito in f, cioè  f(P) = P’ ≠ P. Allora il punto unito O appartiene all’asse del segmento PP’.

Nei prossimi passi introdurremo una specie di “deregulation” sul numero di punti uniti per vedere, ogni volta, in quale isometria ci imbattiamo.
3 – SECONDO PASSO

Noi sappiamo che l’identità è una isometria perché ne verifica la definizione, anche se fa un po’ senso considerarla una “trasformazione” perché lascia fissi tutti i punti del piano.

Nasce, allora, questo problema: per verificare se una isometria è l’identità è necessario controllare che ogni punto del piano rimanga fisso? L’impresa sarebbe disperata perché i punti del piano sono infiniti.

I matematici hanno trovato una “via regia” per risolvere il problema: basta controllare come si comporta l’isometria in questione su tre punti non allineati per decidere se è o no l’identità. 

Ecco la proprietà che descrive il secondo passo.

Proprietà

Se una isometria  f  ha tre punti uniti  P, Q, R,  non allineati, allora f è l’identità.
4 – TERZO  PASSO

Diminuiamo di uno il numero dei punti uniti. Immaginiamo una isometria che abbia (almeno) due punti uniti ed andiamo a scoprire di quale isometria si tratta.

Essa potrebbe avere un terzo punto unito non allineato con i primi due. Allora sappiamo che è l’identità.

E se questo terzo punto unito non c’è? L’isometria in questione potrebbe avere solo due punti uniti? Oppure essi si trascinano dietro altri punti uniti (ovviamente allineati con essi?). A tutte queste domande risponde la seguente

Proprietà

Se una isometria  f  ha almeno due punti uniti P e Q allora essa è l’identità oppure la simmetria che ha come asse la retta  PQ.

La conclusione che si può trarre è che nessuna isometria può avere due soli punti uniti. Se ne ha due uniti, o li ha tutti uniti (è l’identità), oppure ha uniti tutti i punti della retta che passa per i due punti uniti di partenza.

5 – QUARTO PASSO

Consideriamo ora una isometria  f  che ha  almeno un punto unito. Che cosa possiamo dire di f? La risposta è affidata alla seguente

Proprietà

Una isometria  f  che ha almeno un punto unito  P è

· O l’identità

· O una simmetria il cui asse passa per P

· O la composizione di due simmetrie assiali i cui assi passano per P.
Le proprietà che abbiamo enunciato sono come dei gradini che ci portano alla sommità del tempio. Possiamo quasi dire che non hanno una loro autonomia e la loro funzione è di portarci gradualmente verso chi sta assiso sulla sommità del tempio. Ora siamo arrivati, ma prima di godere delle nostre fatiche dobbiamo raccogliere le fila e tradurle in una nuova e definitiva proprietà.

6 – IL TRAGUARDO

Quanto abbiamo detto nei capitoli precedenti e nelle proprietà di questo capitolo mostra chiaramente che nel mondo delle isometrie le simmetrie assiali hanno il ruolo di “generatrici” perché combinate variamente fra di loro “generano” le altre isometrie.
Con la prossima proprietà diamo la consacrazione ufficiale a questo fatto.

Proprietà

Ogni isometria piana  f   si può ottenere componendo al più tre simmetrie assiali.

OSSERVAZIONE 1

Qualcuno potrebbe accusarmi di avere barato al gioco. Nell’ultima proprietà, infatti, ho parlato di “al più tre simmetrie assiali” mentre nei capitoli precedenti abbiamo visto all’opera solo due simmetria assiali per ottenere le altre isometrie. Quindi 
· O non si possono comporre tre simmetrie

· O si possono comporre e non si ottiene niente di nuovo rispetto alla composizione di due simmetrie assiali

· O si possono comporre tre simmetrie assiali e si ottiene qualcosa di  nuovo, una nuova famiglia di isometrie che tu ci vuoi nascondere.

E’ vera l’ultima ipotesi: si possono comporre tre simmetrie assiali e si ottiene una nuova famiglia di isometrie. E’ la famiglia delle glissosimmetrie. La composizione di tre simmetrie assiali, qualunque siano i loro assi, è sempre una glissosimmetria. Non ne ho mai parlato perché questa famiglia non è mai citata nei programmi, neppure delle superiori. Ora sapete che c’è, anche se, sinceramente, non sappiamo che cosa farcene a scuola.

OSSERVAZIONE 2

In forza dell’ultima proprietà le simmetrie assiali ci appaiono come le “regine madri” nel mondo delle isometrie.

Non esiste, però, una specie di “triunvirato” femminile. In altre parole non succede che tre simmetrie assiali, opportunamente scelte, generino tutte le isometrie. Di simmetrie ne occorrono al massimo tre, ma cambiando isometria cambiano anche le simmetrie generatrici.
OSSERVAZIONE 3

In forza dell’ultima proprietà possiamo suddividere il mondo delle isometrie in due grandi famiglie:

· La famiglia delle isometrie pari, cioè che si ottengono con  la composizione di un numero pari di simmetrie assiali. Questo numero può essere anche grandissimo, ma può sempre essere ridotto a due. Quindi l’isometria in questione è una rotazione (eventualmente una simmetria centrale) o una traslazione. La famiglia delle isometrie pari ha una struttura di gruppo.

· La famiglia delle isometrie dispari, cioè quelle che si ottengono componendo un numero dispari di simmetrie assiali. Si tratta sempre di simmetrie assiali o di glissosimmetrie. Questa famiglia non è organizzata a gruppo perché il prodotto di due isometrie dispari dà origine ad un isometria pari.

CAPITOLO NONO

SIMILITUDINI: MADRI DI TUTTE LE TRASFORMAZIONI GEOMETRICHE DEL PRIMO CICLO SCOLASTICO.

1 – INTRODUZIONE

Nella nostra vita quotidiana ci imbattiamo spesso in “cose” che sono simili fra loro. Pensiamo, per esempio, ai modelli di automobili, di navi, di aerei, ecc. Noi vogliamo che i modellini “siano fatti bene”, cioè che riproducano “fedelmente la realtà”. Riprodurre “fedelmente la realtà” significa che devono essere mantenuti i rapporti fra oggetto e suo modello. Ovviamente questo non significa che le “lunghezze” presenti nell’oggetto devono essere tali e quali presenti anche nel modello, altrimenti non c’è più distinzione fra oggetto e modello; significa, invece, che se una lunghezza nell’oggetto è 100 e la stessa nel modello è 1, lo stesso rapporto ci deve essere fra tutte le lunghezze dell’oggetto e le corrispondenti del modello.
Un discorso analogo vale, per esempio, anche per le fotografie. Per riconoscermi in una fotografia non ci devono essere “sproporzioni” fra realtà e fotografia.

2 – VERSO LA DEFINIZIONE

A scuola noi parliamo spesso di figure che “hanno la stessa forma”. Che cosa vuol dire? Per esempio, due triangoli isosceli hanno sempre la stessa forma? E due cerchi? E due rettangoli? E due quadrati?
Alla scuola media si studiano i “Criteri di similitudine dei triangoli”. L’elemento fondamentale, o contenuto direttamente nell’enunciato oppure derivato, è la costanza del rapporto fra lati corrispondenti. Proprio questa costanza del rapporto tra segmenti corrispondenti è l’elemento caratteristico di una similitudine come vediamo nella seguente definizione.

Definizione

Si dice similitudine una trasformazione biunivoca del piano in sé nella quale, se P e P’ sono due punti corrispondenti e Q e Q’ sono altri due punti corrispondenti, si ha                              d(P’Q’) = k d(PQ) dove k è un numero reale positivo detto rapporto di similitudine e scala.
Mentre nelle isometrie le distanze si mantengono inalterate, nelle similitudini esse vengono moltiplicate tutte per lo stesso numero positivo k. Se k > 1 abbiamo un ingrandimento;          se k < 1 abbiamo un impicciolimento; se k = 1 le distanze si mantengono inalterate ed abbiamo una isometria. Quindi le isometrie sono particolari similitudini. Anche l’identità, quindi, è una similitudine.

In base alla definizione data due triangoli equilateri sono sempre simili perché è costante il rapporto fra i lati corrispondenti; analogamente due quadrati sono sempre simili. Più in generale due poligoni regolari con ugual numero di lati sono sempre simili. Anche due cerchi sono sempre simili.

Due triangoli isosceli possono essere simili come possono non esserlo. Per esempio, non lo sono un triangolo con i lati lunghi 7, 7, 2 (centimetri) ed il triangolo con i lati lunghi 7, 7, 4 (centimetri).

Lo stesso discorso vale per i rettangoli, per i rombi, per i parallelogrammi.

Con le similitudini possiamo dare un senso preciso alla espressione “avere la stessa forma”: due figure hanno la stessa forma se si corrispondono in una similitudine.

3 – ORGANIZZAZIONE SOCIALE DELLE SIMILITUDINI

Ormai l’abbiamo capito. Il titolo del paragrafo vuole insinuare che le similitudini formano un gruppo rispetto alla solita operazione di composizione. E’ vero, ma ci conviene osservare due cose:

· Se s1 è una similitudine di rapporto k1 ed s2 è una similitudine di rapporto k2, la loro composizione s2*s1 è una similitudine di rapporto k1 * k2
· Se s è una similitudine di rapporto k, la sua inversa s-1 è una similitudine di rapporto 1/k.
La geometria che ha come protagoniste le similitudini si chiama geometria simile, mentre quella che ha come protagonista le isometrie si chiama geometria metrica. Le due insieme formano la geometria elementare.
4 - SIMILITUDINI PARTICOLARI: LE OMOTETIE
Le omotetie sono similitudini molto semplici, familiari e importanti. Le presentiamo con questa
Definizione

Dato un punto O del piano ed un numero k reale positivo, si dice omotetia di centro O e rapporto k la similitudine nella quale

· O è unito

· Ad un punto P ≠ O  viene associato un punto P’ che sta sulla semiretta OP e tale che                 d(OP’) = kd(OP).
Questa definizione richiama alla mente la simmetria centrale con la quale l’omotetia condivide 

Alcune proprietà.
1 – Punti uniti: uno solo, il centro O. Tutti gli altri punti “viaggiano” su semirette di origine O.

2 – Rette unite: tutte e sole quelle che passano per O.

3 – Il destino delle altre rette: l’omotetia trasforma una retta non passante per O in una retta ad essa parallela.

5 – UN PROBLEMA DI COSTRUZIONE

Parlando di similitudini nasce il seguente problema: dato una segmento AB lungo, per esempio, 2 cm, ed un segmento A’B’ lungo 6 cm, come trasformare AB in A’B’? Più in generale: dati due punti qualsiasi P  e  Q ed altri due punti qualsiasi P’  e  Q’ con                             d(P’Q’) = kd(PQ) come trasformare P in P’ e Q in Q’?

Bastano tre passi: 

· Si fissa un  punto O e si considera la omotetia di centro O e rapporto k. In essa il segmento PQ viene trasformato in una segmento P’’Q’’ con  d(P’’Q’’) = kd(PQ)
· Siccome i due segmenti P’’Q’’  e  P’Q’ sono congruenti basta costruire l’isometria che trasforma P’’Q’’  in  P’Q’ (ci voglio al più tre simmetrie assiali)

· Si compone l’omotetia con la isometria. Questa trasformazione porta P  in  P’, Q in  Q’ ed è tale che  d(P’Q’) = kd(PQ), cioè è una similitudine.

Abbiamo ottenuto questo risultato: componendo una omotetia di rapporto k con una isometria, si ottiene una similitudine di rapporto k. Vale anche il viceversa: una similitudine di rapporto k può essere rappresentata come composizione di una omotetia di rapporto k e di una isometria.
6 – UNO SGUARDO ALLE AREE
Consideriamo due triangoli simili ABC  e  A’B’C’  con rapporto di similitudine uguale a k. E’ ovvio che  anche il rapporto fra i loro perimetri è k. Che cosa succede delle loro aree? Stanno nello stesso rapporto delle lunghezze dei loro lati o no? Basta calcolare l’area A del primo triangolo e l’area A’ del secondo tenendo presente che il rapporto k fra le lunghezze dei lati corrispondenti vale anche fra le altezze corrispondenti per trovare immediatamente che             A’ = k2A. Quindi il rapporto fra le aree di due triangoli simili è uguale al quadrato del loro rapporto di similitudine. Questa affermazione vale per tutte le figure simili che hanno un’area.
7 -  ESERC IZI

1 – Due rombi sono sempre simili? Perché?

2 – Due rettangoli isoperimetrici sono sempre simili? Perché?

3 – Un rettangolo R ha area doppia del rettangolo T. I due rettangoli sono simili? Perché?

4 – Il rapporto fra le aree di due rettangoli simili è 2. Quanto vale il rapporto di similitudine fra i loro perimetri?
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