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CAPITOLO 0
 INTRODUZIONE
Nella educazione matematica elementare, i numeri, distribuiti nei vari “mondi numerici” con tutte le loro attività e relazioni, hanno sempre occupato la posizione più importante. Questa importanza è stata ribadita in tutti i programmi, a partire da quelli del 1985, anche se in essi sono stati aggiunti nuovi argomenti come la statistica, la probabilità e l’informatica.
In questo corso di aggiornamento studieremo i numeri, le operazioni e le relazioni che li caratterizzano; vedremo somiglianze e differenze fra i diversi mondi numerici; violeremo la privacy di qualche singolo protagonista, come lo zero, e ficcheremo il naso in qualche classe di numeri particolarmente importante, come, per esempio, la classe dei numeri primi e la classe dei numeri decimali.. Gli argomenti sono tradizionali, ma la riflessione su di essi, il linguaggio che possiamo usare, i problemi che possiamo proporre e risolvere, la meditazione su alcuni punti critici possono indubbiamente giovare alla nostra preparazione professionale ed alla nostra attività in classe.
In questi appunti c’è una vistosa e voluta assenza: quella degli insiemi. Non ne parlerò sia perché essi non sono necessari per studiare e “godere” i mondi numerici, sia perché le Indicazioni del  2004 e quelle del 2007, li hanno completamente esclusi dalla scuola elementare. Le Indicazioni del 2007 li hanno esclusi anche dalla scuola secondaria di primo grado. Altre nazioni, come la Francia, l’avevano fatto prima. In una circolare del 17 luglio 1987, a commento dei programmi francesi del 1985, era scritto esplicitamente: “ I simboli di unione, intersezione e complementazione, sono fuori dal programma, così come tutte le nozioni riguardanti gli insiemi e le relazioni.” Eppure la Francia era stata la patria della introduzione degli insiemi nella scuola elementare.
E’ vero che ci sono ancora insegnanti che li utilizzano, magari in modo massiccio ed in  prima elementare; è vero che ci sono sussidiari che ad essi dedicano più o meno spazio; è vero che ci sono riviste “omnibus” per insegnanti che ne prevedono l’uso in prima ed in seconda. Li ritengo fenomeni deprecabili dovuti ad ignoranza dei programmi, a pigrizia mentale, alla non conoscenza delle “insidie e difficoltà” degli insiemi. Naturalmente non chiedo a tutti di sposare queste mie posizioni, comunque ne possiamo discutere liberamente.
CAPITOLO 1
IL GRANDE BOSS: LO ZERO

Chiamando lo zero “il grande boss” non intendo connotarlo negativamente, anzi intendo sottolineare la sua grande importanza addirittura per la storia dell’umanità. Riporto una citazione da: Stella Baruk, Dizionario di matematica elementare, Zanichelli, 1998, pag. 645-646: “Tra gli “oggetti”, sia linguistici sia matematici, che utilizziamo per parlare, leggere e scrivere, “zero” ha uno statuto particolare, che si manifesta soprattutto tramite gli innumerevoli errori che provoca, su cui è stato spesso scritto, ma sui quali si potrebbero ancora scrivere volumi. Al contrario, dai matematici e dagli storici della matematica, lungi dall’apparire sorgente di difficoltà, lo zero è apprezzato per le facilitazioni che procura e celebrato per i risultati che solo la sua esistenza ha permesso di ottenere. Essi lo considerano il punto decisivo di un’evoluzione senza la quale non sarebbe stato concepito il progresso della scienza, dell’industria, del commercio moderni, un’invenzione che ha giocato un ruolo fondamentale in tutte le branche della matematica; nella storia della civiltà, in effetti, la scoperta dello zero resterà sempre una delle opere  individuali tra le più considerevoli della razza umana.” 
Pensieri analoghi si trovano in Tobias Dantzig, Il numero, linguaggio della scienza, La Nuova Italia, 1967, pag. 37 – 38: “Concepito molto probabilmente come il simbolo per indicare una colonna vuota nell’abaco, l’indiano sunya era destinato a diventare la chiave di volta di una evoluzione senza la quale non si potrebbe concepire il progresso moderno della scienza, dell’industria e del commercio. Non solo, ma l’influenza esercitata da questa grande scoperta  non si limitò all’aritmetica. Aprendo la via al concetto generalizzato di numero, essa ebbe un ruolo fondamentale praticamente in ogni ramo della matematica. Nella storia della cultura, la scoperta dello zero si ergerà sempre come una delle più grandi conquiste individuali del genere umano.”

Potremmo coniare lo slogan: “lo zero, se non ci fosse, bisognerebbe inventarlo”. Non è, quindi, da meravigliarsi se allo zero sono stati dedicati interi volumi. Ne ricordo qualcuno:
Robert Kaplan, Zero. Storia di una cifra, BUR, 1999

John D. Barrow, Da zero a infinito. La grande storia del nulla, Oscar Mondadori, 2001

G. Capucci, A. Codetta Raineri, G. Cazzaniga, Lo zero e il senso comune, Armando Editore, 2001
Charles Seife, Zero. La storia di una idea pericolosa, Bollati Boringhieri, 2002.

B. D’Amore, M. I. Fandino Pinilla, Zero. Aspetti concettuali e didattici, Erickson, 2009.

1.1  Ciò che lo zero non è
I due autori che prima ho citato, Baruk e Dantzig usano due parole diverse per illustrare c iò che hanno fatto gli Indiani a proposito dello zero. Baruk parla di “invenzione”. Dantzig di “scoperta”.

Si inventa qualcosa che prima non c’era. Una invenzione è il frutto della mente umana, è creazione della mente umana.

La scoperta riguarda qualcosa che già esisteva per suo conto ed alla quale, fino a quel momento, nessuno aveva fatto caso.

Questi autori sono rappresentanti di due scuole di pensiero riguardanti la natura dei numeri naturali e, più in generale, degli enti matematici:
· per molti matematici, forse la maggior parte, i numeri naturali hanno una propria esistenza indipendente dalla mente umana. Gli uomini si limitano a scoprirli, a descriverne le proprietà. Possiamo parlare di “platonismo matematico” o di “realismo”. Solo per fare una citazione. Il matematico francese Charles Hermite (1822-1901) ha scritto: “Credo che i numeri e le funzioni dell’analisi non siano il prodotto arbitrario dello spirito; sono convinto che esistano fuori di noi, con gli stessi caratteri di necessità degli oggetti della realtà oggettiva. Noi troviamo, scopriamo e studiamo questi oggetti proprio come fanno fisici, chimici e zoologi.”

· per altri matematici i numeri naturali sono una creazione della mente umana ed essi esistono solo nella mente degli uomini. Possiamo parlare di “costruttivismo matematico”. Solo per fare una citazione. Ha scritto il matematico tedesco Richard Dedekind (1831-1916): “Io intendo di considerare il concetto di numero come del tutto indipendente dalle rappresentazioni o idee dello spazio e del tempo e di riconoscere piuttosto in questo concetto una emanazione diretta delle pure leggi del pensiero.”

Queste scuole riguardano la filosofia della matematica, la epistemologia e non influiscono sui comportamenti delle zero.

La parola con cui gli Indiani, scopritori (o inventori) dello zero, lo hanno indicato, “sunya”, forse ha giocato un brutto scherzo. “Sunya”, infatti, significa “vuoto” e con questo significato essa è giunta nel mondo arabo, che l’ha tradotta con “sifr”. Nel mondo occidentale dove, nel latino di Leonardo Pisano, è diventata “zephirum”, ha mantenuto lo stesso significato. Così pure in italiano, dove è diventata prima, “zevero o zeuero” per approdare, infine, al nostro zero.
L’idea del vuoto, del niente (in un recipiente vuoto non c ‘è niente) ha continuato a connotare lo zero. Una difficoltà ad accettare, anche da parte dei matematici, i numeri negativi fu dovuta al fatto che “dal niente non si può togliere qualcosa”. Anche in ambiente scolastico è abbastanza naturale affermare che “se possiedo 5 mele e le do via tutte, alla fine che cosa mi rimane”? La risposta è: niente. Ci sono ancora adesso insegnanti i quali affermano che zero non è un numero “perché non è niente”.
L’idea del “nulla”, del “niente” fa parte della nostra filosofia quotidiana e del nostro linguaggio quotidiano; fa parte anche di una filosofia più raffinata (la filosofia dei filosofi) ed anche della teologia (creazione dal  nulla), ma non fa parte della matematica e del suo linguaggio.                                In matematica lo zero è un simbolo, una cifra, ed un  numero con molte virtù che cercheremo di descrivere.

1.2 – Un po’ di storia

Data la familiarità che abbiamo con lo zero e stante le enormi semplificazioni che il suo uso apporta nei calcoli, sarebbe naturale aspettarsi che esso sia stato uno dei primi numeri che l’umanità ha inventato (o scoperto). Le cose sono andate diversamente.
Popoli di antichissima civiltà, come gli Egizi, e popoli di raffinatissima civiltà, come i Greci, non hanno conosciuto lo zero come cifra. Essi potevano benissimo farne a meno perché i loro sistemi di numerazione erano additivi, come quello romano ben noto. I Greci, inoltre, che per primi hanno costruito una “teoria dei numeri” non potevano avere lo zero come numero in forza della loro definizione di  numero riportata nel libro settimo degli Elementi di Euclide: “numero è una pluralità composta di unità”. Per essi i numeri erano solo i numeri naturali a incominciare da 2. Anche 1, per i Greci, non era un numero.

I primi a introdurre lo zero come cifra, cioè come un simbolo che serviva per indicare la mancanza di una potenza di sessanta, furono i Babilonesi, ma in epoca tarda, nel  III secolo prima di Cristo. I Babilonesi avevano un sistema di numerazione posizionale in base sessanta, anche se non usavano sessanta cifre. Fino a quando non introdussero lo zero, rappresentato da due cunei messi in modo obliquo, la loro scrittura dei numeri presentava molte ambiguità.

Lo zero come numero, almeno dal punto di vista operativo, nasce in India. I matematici indiani, infatti, nel VII secolo dopo Cristo, ma forse anche prima, sapevano fare le quattro operazioni utilizzando lo zero, anche se avevano, come è ovvio, delle incertezze nella divisione per zero. Furono anche i primi a rappresentare lo zero come cifra con un circoletto, dal quale derivò il nostro simbolo 0. Per esempio Brahmagupta (nato nel 598), nella sua opera Brahmasphuta Siddhanta (Sistema corretto di Brahma), scrive: “La somma di zero e di un negativo è negativa; di un positivo  e di zero è positiva; di due zeri è zero”. “Il prodotto di zero e di un negativo, o di zero e di un positivo è zero; di due zeri è zero.”
Gli Arabi conobbero ed adottarono, almeno in parte, la matematica degli Indiani. Ne adottarono il sistema di numerazione posizionale e decimale. Attraverso gli Arabi il sistema di  numerazione indiano pervenne in Europa. Giustamente, quindi, diciamo che le cifre del nostro sistema di numerazione sono “cifre indo – arabiche”. 

Il grande sponsor delle cifre indiane (le figure indiane) e del sistema di numerazione decimale fu Leonardo Pisano (1176 – 1240) detto  Fibonacci, cioè figlio di Bonaccio, soprattutto con l’opera Liber Abaci (1202). Il bello è che Leonardo Pisano, come anche  Niccolò Tartaglia (1499-1557), pur ripetendo la definizione euclidea di numero, operavano con lo zero senza badare molto alla coerenza. Il nuovo sistema di numerazione, pur facilitando enormemente i conti con i numerosi algoritmi per le operazioni, trovò molte opposizioni soprattutto ad opera degli “abacisti” che, nel fare i conti, dei mercanti e dei signori, usavano l’abaco romano.
John Wallis (1616-1703), il più grande matematico inglese prima di Newton, si pone il problema, nella sua Mathesis Universalis del 1657, se lo zero sia un numero per concludere negativamente: zero non è un numero. Solo l’accettazione dei numeri relativi “costringe” i matematici a considerare lo zero come numero al pari degli altri.
Il libro di Barrow prima citato racconta la storia dello zero, molto più estesa di questa, nel capitolo 1 intitolato:” Zero: tutta la storia”. Ne consiglio la lettura.

1.3  Lo zero come cifra
La parola “cifra” nel linguaggio comune ha molti significati: somma di denaro (ho speso una bella cifra); un numero molto grande (cifra astronomica); un  numero arrotondato (cifra tonda); un numero qualunque (dimmi una cifra); la caratteristica di un artista, un simbolo per rappresentare i  numeri (cifre romane, cifre indo-arabiche).
In matematica la parola “cifra” indica un simbolo che insieme ad altri simboli serve per rappresentare i numeri. L’insieme delle cifre e delle regole per la loro combinazione costituiscono un sistema di numerazione. Nel nostro sistema di numerazione le cifre sono dieci: 0, 1, 2, …9. Esse, singolarmente prese, rappresentano, ciascuna, un numero (di una sola cifra); combinate fra di loro, secondo regole fisse, servono per rappresentare tutti i numeri che vogliamo. In matematica, quindi, c’è una netta distinzione tra “cifra” e “numero”. Le cifre sono poche (dieci per noi, sette per i romani) mentre i numeri sono infiniti.
Lo zero è una delle dieci cifre del nostro sistema di numerazione: non ha nessun privilegio e nessun handicap. Se è vera questa affermazione, come mai dedichiamo un paragrafo  allo “zero come cifra”? Per capirlo dobbiamo fare qualche riflessione sui sistemi di numerazione, cioè sui “modi” di scrivere i numeri.

Quasi tutti i popoli, per scrivere i numeri, hanno sviluppato un sistema di numerazione, cioè un complesso di convenzioni, di regole che permettesse di scrivere tutti i numeri che si volevano utilizzando un insieme abbastanza limitato di simboli, cioè di cifre.

La storia dei sistemi di numerazione è indubbiamente affascinante e ci sono anche in italiano opere che meritano di essere lette. Mi limito a ricordare: G. Ifrah, Storia universale dei numeri, Milano, Mondadori, 1983.

Non è male anche: A.C. Capelo – M. Ferrari – G. Padovan, Numeri, aspetti storici linguistici e teorici dei sistemi di numerazione, Decibel – Zanichelli 1990. 

Noi conosciamo, sostanzialmente, due categorie di sistemi di numerazione: la categoria dei sistemi additivi e quella dei sistemi posizionali.

Un rappresentante della prima categoria, in parte ancora usato, è il sistema di numerazione romano.

Esso è uno dei più elaborati che mai sia stato adoperato. Era

decimale: procedeva, cioè, per potenze di dieci. 

Le cifre principali, di tipo alfabetico, erano:  I = 1;  X = 10;  C = 100;  M = 1000 integrate dalle altre 

V =  5×1; L =  5×10; D =  5×100;

ripetitivo: le cifre venivano ripetute mantenendo inalterato il loro valore (trenta era XXX, cioè tre volte dieci);

additivo: il valore del numero si otteneva sommando quello delle singole cifre (XVI era dieci più cinque più uno);

parzialmente sottrattivo: talvolta per evitare di ripetere quattro volte di seguito la stessa cifra si introduceva una notazione sottrattiva collocando una cifra di valore inferiore alla sinistra di una di valore superiore. Per esempio il numero quattro lo troviamo scritto anche nella forma  IV.

Il principio sottrattivo non è mai stato usato sistematicamente, neppure in epoca medievale.

Per esempio, quattro lo troviamo scritto spesso nella forma IIII; 900 si trova spesso scritto nella forma DCCCC; il simbolo IIIX significava anche 13 (si ricordi il latino tredecim);  raramente si trova 400 scritto nella forma CD.

La raccomandazione è di non presentare come assolute ed inderogabili regole di scrittura che non lo erano.

Simile al sistema romano, nel senso di decimale ed additivo, era anche il sistema di numerazione degli Egizi e quello dei Greci.

In sistemi di questo tipo non è necessaria una cifra “zero” per indicare la “mancanza di qualche cosa” perché il numero viene scritto tutto e non ci sono possibilità di ambiguità.
Lo zero, invece, è assolutamente necessario per i sistemi della seconda categoria, quelli posizionali. Un tipico rappresentante della seconda categoria è il nostro sistema di numerazione. Esso è
decimale: sia perché procede per potenze di dieci, sia perché, a differenza di quello romano, usa dieci cifre;

posizionale: le cifre possono essere ripetute, ma il loro valore varia a seconda della posizione occupata nella scrittura del numero;

polinomiale: ogni numero può essere scritto sotto forma di polinomio nella base dieci. Per esempio, il numero 1042 si può scrivere in forma polinomiale in questo modo: 

1×10³ + 0×10² + 4×10¹ + 2×10º.

Il valore del numero si ottiene sommando i prodotti parziali (monomi) che compaiono nel polinomio. 

Dalla scrittura polinomiale si passa a quella compatta, usuale togliendo i simboli delle operazioni e le potenze di 10 e lasciando solo i coefficienti dei monomi che compongono il polinomio.
In questo sistema di numerazione la cifra “0” è assolutamente necessaria per indicare la mancanza di qualche potenza della base nella quale si scrivono i numeri ed eliminare, quindi, ogni possibile ambiguità.
Questo sistema di numerazione, il nostro,  risale agli Indiani. Essi, nei secoli VII e VIII dopo Cristo, combinarono fra loro tre principi:

una base decimale (già nota ai Cinesi ed ai Babilonesi);

una notazione posizionale (già usata dai Babilonesi con la base sessanta mescolata con la base dieci);

un simbolo diverso per ciascuna delle dieci cifre.
Il grande vantaggio della notazione posizionale consiste nel fatto che le regole del calcolo numerico sono tutte concentrate nelle tabelle della addizione e della moltiplicazione, facili da imparare e da mandare a memoria, e nella moltiplicazione per potenze di 10. In pochi altri casi il progresso scientifico ha così profondamente influenzato e facilitato la vita di tutti i giorni.

La diffusione, però, del nuovo sistema e delle nuove tecniche delle operazioni, nonostante i grandi vantaggi che apportava, non fu né immediata né indolore. 

La numerazione romana, allora in vigore, richiedeva particolari abilità nel fare i calcoli. Per questo in molte città, soprattutto in quelle economicamente più attive e sviluppate, vi erano i maestri abacisti, calcolatori di professione, ai quali si ricorreva per l’esecuzione dei calcoli soprattutto di carattere commerciale. 

Essi si opposero strenuamente agli algoritmisti, sostenitori del nuovo sistema e delle nuove tecniche di calcolo che rendevano l’aritmetica alla portata anche dei bambini, sollecitando, ed ottenendo,  anche proibizioni da parte delle  autorità costituite. La diffusione, però, continuò e all’inizio del secolo XVI la supremazia del nuovo sistema e delle nuove tecniche era ormai indiscussa. 
Il nostro sistema di numerazione è decimale, ma la base dieci non è necessaria per avere un sistema posizionale. Ogni numero naturale n>1 può essere base di un sistema posizionale.

Ritorniamo, ora, al nostro 0. I suoi diversi comportamenti dipendono dalle operazioni sui numeri e non sulle cifre. In questi casi, quindi, consideriamo il numero 0.

Forse è il caso di sottolineare che non esistono “cifre pari” e “cifre dispari”: pari o dispari sono i numeri e non le cifre. Ciascuno di questi  numeri ha un nome che può essere espresso in modo simbolico, cioè mediante cifre, o a parole. L’espressione di questi nomi dipende dal sistema di  numerazione e dalla lingua usata. Per esempio, il numero che nella lingua italiana chiamiamo “quindici”, in francese si scrive “quinze”, nel sistema romano di  numerazione si scrive XV, nel nostro 15, nel sistema in base sette è 21, ecc. Il nome di un numero è il suo numerale.
Nel nostro sistema di numerazione, dato che ogni  numero intero può essere rappresentato come polinomio in base 10, nessun numero, tranne il numero 0, può iniziare con la cifra zero. E’ una convenzione di carattere matematico, che non è rispettata, per esempio, nei numeri delle targhe automobilistiche; questi numeri, però, non sono quelli della matematica (non si possono sommare né moltiplicare).

1.4 – Ciò che lo zero è.

Ormai lo sappiamo. In matematica lo zero è
· Una cifra del nostro sistema di numerazione. In realtà lo è in qualunque sistema di numerazione posizionale, qualunque sia la base scelta. Ogni  numero naturale n > 1 può essere scelto come base di un sistema di numerazione. Le cifre di questo sistema sono:          0, 1, …n-1. Se n è dieci le cifre sono 0, 1, 2,…,9; se n è due le cifre sono solo 0,1.
E’ certamente un fatto notevole che, anche con solo due cifre, noi riusciamo a scrivere tutti i numeri che vogliamo. Non è solo un fatto economico, è anche un fatto estetico e, forse, qualcosaltro. Voglio riportare la conclusione della introduzione del libro “Storia universale dei numeri” di G. Ifrah (Mondatori, Milano 1983).

“La scoperta personale che vorrei dividere con voi, la più straordinaria che io abbia fatto elaborando il libro, è che le cifre – proprio le cifre – lungi dall’essere simboli secchi ed aridi che molti denunciano come armi e vettori della nostra società tecnologica, sono state in ogni tempo “anche” supporto di sogno, di trascendenza, di speculazione metafisica, nonché materiale di letteratura, sonde dell’incerto avvenire o almeno del desiderio di predirlo. Le cifre sono una sostanza poetica. Quasi come le parole, esse sono state gli arnesi del poeta e gli strumenti del contabile e dell’uomo di scienza. […]Le cifre non sono tutta la storia dell’uomo, ma la riuniscono, la riassumono, la percorrono da capo a capo. […] Le cifre  sono profondamente umane.”

· Un  numero, come tutti gli altri, con dei suoi comportamenti specifici rispetto alle operazioni ed alle relazioni che si introducono nei  mondi numerici. Proprio di questi comportamenti iniziamo lo studio.
1.4.1 – Lo zero: se, come, quando farlo nascere.

Forse conviene sapere che se tutti i matematici considerano lo zero un numero, non tutti, però, lo considerano un “numero naturale”. Giuseppe Peano (1858-1932), il primo che ha dato una sistemazione assiomatica all’aritmetica dei  numeri naturali, qualche volta considera lo zero un concetto primitivo e introduce il postulato “zero è un numero”, altre volte considera “uno” un concetto primitivo e introduce il postulato “uno è un numero”. Altri matematici fanno iniziare i numeri naturali con il numero 1. Non c’è da meravigliarsi. I numeri naturali sono quelli che servono per contare e normalmente noi iniziamo a contare dal  numero 1. Seguendo una prassi didattica consolidata noi consideriamo zero un numero naturale e quindi si pone il problema di quando introdurlo nella scuola elementare. Non abbiamo dubbi: lo zero va introdotto in prima elementare
· sia in vista della costruzione della linea dei numeri;

· sia per presentarlo come il più piccolo dei numeri naturali;

· sia perché si possono presentare situazioni (per esempio facendo raccolte di dati) nelle quali lo zero appare in modo naturale;

· sia perché può, inizialmente, servire come punto di partenza per interpretare l’addizione sulla linea dei numeri (per esempio, per fare 3 + 5  si può partire da 0 e fare prima 3 passi di lunghezza 1 verso destra e poi altri 5 passi);

· sia perché può indicare il punto di partenza nella descrizione di una passeggiata contrassegnata da elementi fissati e notevoli.

Nasce, però, il secondo problema : come introdurlo?

Ecco due possibili attività.

· Presenze/assenze degli alunni nei giorni di scuola. Diciamolo con i numeri. In un giorno in cui non ci sono assenti nasceranno le espressioni: “Tutti gli alunni sono presenti - Nessun alunno è assente”. Quest’ultima espressione, dicendola con i numeri, diventa: zero alunni assenti.

· Registrazione del tempo meteorologico, fissando prima il tempo da rilevare: sole, pioggia, nuvolo, neve. Quando alla fine del mese (o della settimana) si costruiscono le colonne ci saranno certamente mesi in cui non è nevicato. La colonna della neve è alta zero quadretti. 
Interessanti attività sulla introduzione dello zero in prima elementare sono descritte in

A. Tropeano, Nelle nostre classi. Lo zero in classe prima, IMSI, luglio 2008.

Nota Bene. Gli articoli pubblicati su IMSI sono tutti scaricabili dal sito del Centro Morin:

www.centromorin.it

Divertente anche il problema N. 5 della prima elementare del Quaderno Didattico N. 17 “Problemi di matematica per la prima e la seconda elementare” del CRDUM curato da C. Colombo Bozzolo e M. Ferrari.

Degli aspetti didattici di questa introduzione e delle eventuali difficoltà discuterete in seguito negli incontri di carattere didattico.
1.4.2 – La prima faccia dello zero: un buon pacioccone nella addizione.

L’addizione è la prima operazione che si introduce nella scuola elementare ed è naturale descrivere il comportamento dello zero rispetto ad essa. Dal punto di vista matematico le cose sono semplici e la terminologia ormai codificata: lo zero è l’elemento neutro o indifferente rispetto alla addizione perché
dato un qualunque numero  a  si verifica sempre l’uguaglianza:  a + 0 = 0 + a = a.

Ci si potrebbe domandare perché scrivere due uguaglianze quando ne basta una sola essendo l’addizione una operazione commutativa. E’ vero, ma le due uguaglianze esprimono la proprietà dell’elemento neutro anche se l’operazione considerata non è commutativa (si pensi alla identità nella composizione delle trasformazioni geometriche); inoltre le due uguaglianze mi dicono il comportamento dello zero rispetto alla addizione anche se non so che essa è commutativa; infine la doppia uguaglianza serve a convincere gli studenti che non 0 non è elemento neutro rispetto alla sottrazione perché non valgono tutte e due uguaglianze.
Appurato che lo 0 è un numero e che è elemento neutro rispetto alla addizione, ci si può domandare se esso è pari o dispari. In genere nessun insegnante dice che è dispari; parecchi, invece, affermano che non è né pari né dispari perché “è neutro”. L’affermazione è chiaramente errata: nessun numero è neutro in assoluto, di sua natura; può essere neutro rispetto ad una operazione e non rispetto ad un’altra operazione. Ebbene, lo 0 è un numero pari. Perché? Perché un numero naturale è pari quando è somma di due numeri uguali. Di qui nasce la formula generale che dà tutti i numeri pari:  n + n = 2n.          Siccome  0 + 0 = 0, cioè 0 è somma di due numeri uguali, allora lo 0 è un numero pari. Per questo nella tabella della addizione si trova sulla diagonale.
Dal punto di vista didattico si pongono diversi problemi:
· quando illustrare questo comportamento dello zero. Se in prima si introducono i “numeri amici rispetto alla addizione” è abbastanza naturale parlare anche del comportamento dello zero; altrimenti in seconda se si vuole costruire la tabella della addizione.
· Usare subito la terminologia matematica (elemento neutro o indifferente) oppure inventare qualche termine più familiare per indicare il comportamento dello zero? E’ ovvio che, in questo caso, al momento opportuno andrà introdotto il termine tecnico.

· Con quali attività illustrare il comportamento dello zero.

· Inventare strofette e vignette per illustrare questo comportamento. 

1.4.3 – Incomincia a fare le bizze: lo zero nella sottrazione

Lo zero è legato in modo naturale alla sottrazione quando il sottraendo è uguale al minuendo. Lo zero lo troviamo come risultato, ma questo non ci dice nulla sul suo comportamento rispetto alla sottrazione. Per scoprirlo dobbiamo considerare che cosa succede quando lo zero viene considerato come sottraendo o come minuendo.
Quando lo zero funziona come sottraendo si comporta come ci suggerisce il senso comune. Se da un gruppo di 5 oggetti io non tolgo nessun oggetto, il numero degli oggetti rimasti non cambia. Quindi, dato un qualunque numero  a  si verifica:  a – 0 = a.
Non possiamo, però, concludere, come fanno alcuni sussidiari, che lo zero è elemento neutro rispetto alla sottrazione. Dobbiamo vedere che cosa succede quando lo zero funziona come minuendo cioè quando consideriamo  0 – a. Qui possono succedere due cose. Se anche  a  è 0 allora 0 – 0 = 0; se, invece,  a > 0 allora si blocca tutto:  0 – a  non si può fare. Proprio per questo 0 non è elemento neutro nella sottrazione. Questo comportamento dello 0 non è la manifestazione di una volontà particolarmente cattiva, ma solo l’ubbidienza alla norma generale secondo la quale la sottrazione è possibile, nei numeri naturali, solo quando il minuendo è maggiore o uguale del sottraendo. Forse conviene subito dire, in classe, che questo fatto spiacevole succede se vogliamo rimanere all’interno dei numeri naturali, cioè se il nostro universo è quello dei numeri naturali. Come si vede il comportamento dello zero non è così liscio ed arrendevole come rispetto alla addizione. In matematica si usa dire, ma la cosa non è importante, che lo zero è , nella sottrazione, elemento neutro a destra, ma non a sinistra.
1.4.4 – La faccia truce dello zero: lo zero nella moltiplicazione.

Guardando il comportamento dello zero nella moltiplicazione e confrontandolo con quello rispetto alla addizione, vien voglia di dire che lo zero è come il “Giano bifronte”. Anzi, possiamo parlare di “rovescio della medaglia”. Infatti, rispetto alla moltiplicazione lo zero si presente come un elemento prepotente e livellatore: quando lui entra in scena come fattore, non c’è scampo: il risultato è sempre zero. Noi siamo abituati a tradurre questo fatto in  una uguaglianza di questo tipo:
dato un qualunque numero  a  succede sempre che  a x 0 = 0. In parole: se uno dei fattori è 0 allora il prodotto è zero. Per questo diciamo che lo zero è elemento assorbente o nullificante.

I matematici, però, si sono posti anche questo problema: se il prodotto di due fattori  a  e  b  è  0 che cosa possiamo dire dei due fattori? Cioè: se  a x b = 0  come sono i due fattori? La risposta è semplice: almeno uno dei due fattori è 0. 
Tutto quanto abbiamo detto finora può essere riassunto con una sola affermazione:

 a x b  =  0  se e solo se almeno uno dei due fattori è uguale a zero.
Questa affermazione va sotto il nome di “Legge di annullamento del prodotto” ed è una proprietà caratteristica di tutti i mondi  numerici.

Qualcuno potrebbe dire che il problema che si sono posti i matematici è un problema fasullo perché è evidente che se il prodotto è zero, almeno uno dei due fattori è zero. Forse conviene non esagerare con il proclamare “evidente” una certa affermazione. Facciamo qualche riflessione un  po’ “a latere”.
Se  a + b = 0  che cosa possiamo dire dei due addendi? Dobbiamo dire che ambedue gli addendi sono uguali a zero? Dipende dal mondo numerico nel quale ci poniamo. Nel mondo dei numeri naturali la risposta è positiva: a = b = 0. Già nel mondo dei numeri interi relativi, le cose cambiano. Se prendiamo due numeri opposti e diversi da zero, la loro somma è zero, ma nessuno di essi è zero (+1) + (-1) = 0.

E’ vero: la moltiplicazione non è la addizione e la legge di annullamento del prodotto vale in tutti gli insiemi numerici e non solo nei numeri naturali.

I matematici, però, hanno sviluppato anche quelle che si chiamano “le aritmetiche finite”, che servono a dare una veste matematica a fenomeni periodici che hanno bisogno, tutto sommato, non di infiniti numeri, ma di “pochi” numeri, cioè hanno bisogno di un numero finito di numeri.
Un classico esempio è l’aritmetica delle stagioni, chiamata anche “aritmetica modulo 4”. Protagonisti di questa aritmetica sono i possibili resti della divisione per 4, cioè 0, 1, 2, 3. Possiamo assegnare ad ogni stagione  uno di questi “numeri”. Per esempio: inverno → 0; primavera → 1; estate → 2; autunno → 3.
Su questi numeri possiamo definire una addizione e costruirne la tabella. In questo momento non ci interessa e non lo facciamo.

Possiamo anche definire una moltiplicazione (che ora ci interessa).
Siccome le stagioni si ripetono,  possiamo rappresentarle su una “linea dei numeri” circolare:




Sulla retta numerica solita la moltiplicazione, per esempio,  3 ( 2  ha questa interpretazione: si parte da  0 e si fanno 2 salti di lunghezza 3  verso destra. Il risultato è 6.

Sulla nostra circonferenza facciamo esattamente la stessa cosa andando in verso orario. Per calcolare  3 ( 2  partiamo da 0 e facciamo 2 salti di lunghezza 3 in senso orario. Otteniamo come risultato  2, cioè  3 ( 2 = 2.

Ecco la tabella della moltiplicazione:

	(
	0
	1
	2
	3

	0
	0
	0
	0
	0

	1
	0
	1
	2
	3

	2
	0
	2
	0
	2

	 3
	0
	3
	2
	1


Per indicare la moltiplicazione ho usato il simbolo ( per sottolineare che non si tratta della solita moltiplicazione tra numeri.
Sarebbe interessante confrontare questa tabella con quella della solita moltiplicazione fra numeri naturali per scoprire analogie e differenze. Si scopre, così, che è invariato il ruolo dello 0 e dell’1, mentre sulla diagonale compaiono solo 0 e 1 e sulla riga e sulla colonna del 2 compaiono solo 0 e 2.  

Questa moltiplicazione ha tutte le solite proprietà della moltiplicazione: commutativa, associativa, elemento neutro, distributiva rispetto alla addizione, ma…

Osservando la tabella troviamo una situazione nuova e inaspettata:

2 ( 2 = 0.    Il prodotto di due numeri diversi da zero è uguale a 0. 

Cade, quindi, la legge di annullamento del prodotto. Qualcuno potrebbe pensare che i matematici hanno costruito questa tabella “ad usum delphini”, cioè per far vedere che non vale la legge di annullamento del prodotto. No! I matematici non sono così perfidi. Tutto è frutto di una definizione generale che in alcuni, ma non sempre, casi produce questo “frutto amaro”. Ecco descritto il comportamento dei matematici.
Per definire 

a ( b  procediamo per gradi:

*  prima facciamo  a ×  b  cioè facciamo la solita moltiplicazione dei     numeri  a  e  b; chiamiamo  c il risultato: a ×  b = c. 

*  poi dividiamo questo risultato per  4:  c : 4. 

Come sappiamo, alla coppia (c, 4), cioè dividendo – divisore, viene associata la coppia (q, r) in modo che valga la uguaglianza:   c = 4 q + r, dove  q  ed  r  sono quoziente e resto della divisione e  r ( 0 e r < 4;

*  infine come risultato  di  a ( b  prendiamo il numero  r. 

In conclusione:  a ( b  =  r

Questa definizione ha carattere generale e vale qualunque sia il “modulo” e qualunque siano i numeri  a  e  b.

Per esempio nella aritmetica dei giorni della settimana dovremo dividere  c (= a  ×  b)  per 7; nella aritmetica dei mesi e delle ore dovremo dividere c (= a  ×  b)  per 12. Quando il modulo è un numero primo continua a valere la legge di annullamento del prodotto, quando, invece, è un numero composto la legge non vale più.
Tutta questa lunga digressione sulle aritmetiche finite serve a farci vedere l’importanza della legge di annullamento del prodotto e che non sia scontato che essa debba valere in ogni “aritmetica”.
Ritorniamo, ora, al nostro 0.  Siccome  0 x 0 = 0  allora  0 è un numero quadrato. Per questo nella tabella della moltiplicazione lo  0  si trova sulla diagonale.

Dal punto di vista didattico si pongono due problemi: 

· usare subito i termini tecnici o trovarne un altro più familiare da abbandonare al momento opportuno?

· come introdurre questo comportamento dello zero? A me sembra che il modo più adatto e l’unico efficace sia quello degli incroci. Ne discuterete in seguito.
1.4.5 – La malattia si aggrava: la schizofrenia nella divisione.

E’ ben noto che la divisione è difficile, ma ancor  più difficile è capire il comportamento dello zero. Bisogna abbandonare decisamente ogni aggancio a problemi pseudo reali di distribuzione di caramelle che non si hanno o a bambini che non ci sono, e ricorrere esclusivamente alle idee matematiche.

Che cosa significa fare  a : b?  Significa trovare un  numero  c, se esiste, che moltiplicato per b da  a, cioè  a = b x c.
In relazione alla domanda che ci siamo posti, noi possiamo assumere due posizioni:

· La prima è un posizione di libertà, cioè lasciare che i due numeri a e b svolazzino per tutto il mondo dei numeri naturali potendo assumere tutti i valori compreso lo 0.

· La seconda è un posizione di rigidità, che mette subito all’inizio un “paletto” sui comportamenti di b, cioè del divisore. Essa consiste nell’imporre b ≠ 0. In altre parole, il divisore può assumere tutti i valori che vuole, tranne uno, lo zero. Il divisore deve essere diverso da zero.
Assumendo questa seconda posizione, nella divisione possiamo trovare lo 0 solo nella situazione di dividendo, cioè affrontare la situazione: 0 : b. La risposta alla domanda iniziale è facile: il numero c esiste ed è uguale a 0 perché  0 = b x 0.
Se assumiamo la prima posizione, possiamo trovarci lo zero sia come dividendo, sia come divisore, sia nelle due posizioni contemporaneamente. Il titolo del paragrafo si riferisce a questa posizione.
Nella divisione lo zero ha comportamenti molto diversi che vanno studiati separatamente.

· Zero è dividendo ed il divisore è diverso da zero. Che cosa significa fare  0 : a ? Significa vedere se esiste un numero che moltiplicato per  a  mi da zero. Questo  numero esiste ed è 0. Quindi:   0 : a  =  0. La divisione si può fare ed il risultato è unico.

· Zero è divisore ed il dividendo è diverso da zero. Che cosa significa fare  a : 0 ? Significa vedere se esiste  un  numero che moltiplicato per  0  mi da  a  che è diverso da zero. Questo  numero, per il comportamento dello zero nella moltiplicazione, non esiste. Quindi  a : 0 non si può fare.
· Zero è dividendo e divisore. Che cosa significa fare  0 : 0 ? Significa vedere se esiste un numero che  moltiplicato per 0 mi da 0. Di questi  numeri ne esiste una caterva perché tutti i numeri moltiplicati per zero danno zero. Quindi  0 : 0  non ha un solo risultato, ma infiniti. Si dice che  0 : 0 è indeterminata.
I matematici non hanno ancora inventato una terminologia specifica per questi comportamenti dello zero e, quindi, in classe siamo liberi di inventarla. Una raccomandazione: non aver fretta di introdurre questi  comportamenti dello zero. Per me è roba da quinta elementare con le conseguen- ze che ne derivano anche per tabella della divisione. Comunque ne parlerete più avanti.

1.4.6 – La faccia umile dello zero: il più piccolo dei numeri naturali.

Dicendo “il più piccolo” bisogna precisare a quale relazione di ordine si fa riferimento. Ci riferiamo alla relazione di ordine solita che introduciamo già in prima elementare e che indichiamo con il simbolo > (o <). Questa precisazione è necessaria perché nel mondo dei numeri naturali si possono introdurre altre relazioni di ordine rispetto alle quali lo zero potrebbe essere addirittura “il più grande”. Per esempio, se diciamo che un  numero  a  è maggiore di un numero  b  quando a è multiplo di b, cioè  a  =  k b  allora il numero  0  è il più grande di tutti i numeri perché è multiplo di tutti i numeri.
E’ facile vedere perché, rispetto alla relazione >,  lo  zero è il più piccolo dei numeri naturali. Bisogna partire dalla definizione della relazione >.

Diciamo che  a >  b  se e solo se esiste c ( 0  tale che  a = b + c.
Prendiamo un qualunque numero  a  diverso da 0. Esso risulta certamente maggiore di zero. Infatti

a  = 0 + a   con  a (0. Questo significa che a è maggiore di zero. Quindi tutti i numeri diversi da zero sono maggiori di zero. E’ come dire che zero è minore di tutti gli altri numeri naturali.
E’ per questo che quando si costruisce la linea dei numeri e si depositano i numeri naturali, lo zero è quello “più a sinistra”. Questa sua “umiltà” scompare se cambiamo “universo” e consideriamo i numeri interi relativi.

La relazione di ordine espressa con il simbolo  >  è molto importante nel mondo dei numeri naturali.

Essa è una relazione di ordine totale, cioè con questa relazione noi possiamo sempre confrontare due numeri naturali per stabilire se sono uguali o quale dei due è il più grande. Questa proprietà ci sembra così naturale che ci sembra impossibile pensare ad una relazione di ordine che non la possegga. Basta, però, pensare alla relazione di multiplo che prima abbiamo introdotto. Diciamo le cose per bene ed anche in modo un po’ formale.
Definizione: dati due numeri a e b definiamo a ﺟ b  se e solo se  a  =  k b, cioè a è multiplo di b.
Per indicare la relazione di ordine ho usato un simbolo  diverso dal solito, ma che lo richiama per sottolineare che non è la solita relazione di ordine. Quella che abbiamo definito è una vera relazione di ordine perché ne possiede le proprietà caratteristiche, cioè è antisimmetrica e transitiva; tuttavia non è un ordine totale e dati due numeri potrebbe non essere possibile stabilire chi dei due è il maggiore. Per esempio, prendiamo i numeri 2 e 3. Sono diversi ed inoltre, 2 non è multiplo di 3 e quindi non è maggiore di 3 (secondo la definizione data), ma nemmeno 3 è multiplo di 2 per la stessa ragione. I due numeri, quindi, non sono fra loro confrontabili.

La “faccia umile” dello 0 nei numeri naturali rispetto alla relazione > ci permette di dire che questa relazione > è un “buon ordinamento”, cioè ogni sottoinsieme non vuoto di numeri naturali ha un     minimo.
Questo fatto, di cui non si parla mai nella scuola, è importantissimo ed è caratteristico dei numeri naturali. Già nei numeri interi relativi non vale più.
1.4.7 – Lo zero spartitraffico: lo zero nei numeri interi relativi.

I numeri interi relativi, il cui mondo viene indicato globalmente con la lettera Z, sono stati introdotti nella scuola elementare dai programmi del 1985: “confrontare e ordinare sulla linea dei numeri gli interi relativi facendo riferimento, se necessario, a esperienze personali (ad esempio, l’uso del termometro)”. Li ritroviamo nelle Indicazioni Nazionali (2004): “Ordinamento dei numeri interi relativi sulla retta numerica.” Sono presenti anche nelle Indicazioni per il curricolo (2007): “Interpretare i  numeri interi negativi in contesti concreti”.
Il mondo dei numeri interi relativi è un mondo nuovo rispetto a quello dei numeri naturali e, in un senso che andrebbe precisato, lo ingloba. Lo zero continua ad essere presente senza cambiare atteggiamento rispetto alla addizione ed alla moltiplicazione. Diventa, però, più “mansueto” rispetto alla sottrazione perché in questo mondo la sottrazione si può sempre fare anche quando il minuendo è minore del sottraendo dato che in questo mondo esistono gli “opposti” rispetto alla addizione. In questo mondo si ha:  a – b = a + (-b).  Quindi:  0 – a = 0 + (-a) =  - a.
In questo mondo cambia la situazione dello zero anche rispetto all’ordinamento. Egli rimane sempre più piccolo di tutti i numeri positivi, ma diventa più grande di tutti quelli negativi e per andare dai negativi ai positivi bisogna passare attraverso lo zero. E’ il numero che separa i numeri negativi da quelli positivi. Ecco perché è lo “spartitraffico”.
Si può notare che i programmi delle elementari non chiedono mai di fare le operazioni con questi numeri, ma chiedono sempre di confrontarli. Ecco perché anche in questo mondo è importante la funzione dello zero. Ovviamente nella scuola media si fa tutta l’aritmetica dei  numeri interi relativi.
1.4.8 – Lo zero nei numeri decimali. 

Nei numeri decimali lo zero può occupare posizioni diverse.
Può stare ed esaurire la parte intera. Lo possiamo chiamare “lo zero della miseria”: peggio di così non può succedere alla parte intera di un numero decimale (ovviamente consideriamo solo quelli positivi).

Può stare nelle prime posizioni della parte decimale. Con l’espressione “prime posizioni” intendo solo dire che lo zero è seguito da altre cifre nella parte decimale. Qui non c’è niente da dire.

Può stare nella posizione finale della parte decimale ed allora uno si può domandare perché vengono messi questi zero dato che, come si dice, essi “non valgono niente”.
E’ vero che 2,3 = 2,30 = 2,300  dato che si tratta di “numeri puri”. Se, però, questi numeri nascono da una attività di misurazione e sono riferiti ad una unità di misura, per esempio i metri, allora essi hanno significati diversi, perché esprimono una diversa precisione delle misure fatte e le uguaglianze non si possono più scrivere. Per esempio, 2,3 dice che nella misura lineare di un oggetto, mi sono accontentato di vedere quanti erano i metri e quanti i decimetri senza curarmi dei centimetri. In altre parole, 2,3 è certamente minore di 2,4, ma è compatibile con 2,31, …2,39.
Il numero 2,30 mi dice invece che nella mia misura mi sono curato anche dei centimetri ed ho visto che erano 0. Il numero 2,300 mi parla anche dei millimetri.

Queste diverse precisioni, espresse dagli zeri, spiegano anche perché su certi ponti è vietato il transito ad autocarri con peso, per esempio, a 15,000 tonnellate. Ovviamente anche qui gli zeri contano.

ESERCIZI
1 – Tra le frazioni ci sono anche quelle che hanno numeratore 0 come 0/3, 0/6 ecc. Si tratta di frazioni proprie, improprie o apparenti? Perché?
2 – Trovare due frazioni equivalenti a 0/13

3 – Ci sono frazioni che hanno denominatore 0? Perché?

4 – Tutti noi sappiamo che cosa è il M.C.D. di due numeri a e b nel mondo dei numeri naturali. Proviamo a pensarla, come è veramente, come operazione binaria e studiamo il comportamento dello 0.

5 - Tutti noi sappiamo che cosa è il m.c.m. di due numeri a e b nel mondo dei numeri naturali. Proviamo a pensarla, come è veramente, come operazione binaria e studiamo il comportamento dello 0.

6 – Certamente lo 0 non è un numero primo. E’ un numero composto? Perché?

7 – Consideriamo l’operazione di elevamento a potenza nei numeri naturali. E’ una operazione binaria che alla coppia ordinata (a, b) associa il  numero ab. Il comportamento dello 0 in questa operazione è soggetto a qualche restrizione? Perché?
8 – Si chiama fattoriale di un numero naturale  n il prodotto di tutti i numeri minori o uguali di n. Siccome fra essi c’è lo zero come si può definire il fattoriale di 0 in modo da non banalizzare la nozione di fattoriale?

CAPITOLO 2

IL NUMERO PIU’ VECCHIO DEL MONDO: L’UNO
1 – Introduzione
Può sembrare strano parlare dell’età dei numeri e dire che un numero è più vecchio di un altro. Sembra abbastanza naturale che quando un popolo si dota di un sistema di numerazione abbia a disposizione tutti i numeri. La realtà, però, è diversa. Ovviamente, di alcun i numeri sappiamo qualcosa di più, di altri qualcosa di meno o nulla. Fra i numeri di cui sappiamo qualcosa di più, certamente vi è il numero uno.

2 -  Senza di me non potete fare nulla.

La frase ha un sapore evangelico, ma il suo contenuto, nel nostro contesto, non è religioso.

Questa frase può essere tranquillamente pronunciata dall’uno pensato come cifra. Qualunque sistema di numerazione di qualunque tipo ha sempre annoverato, e non poteva fare diversamente, un simbolo per indicare la cifra uno. Anche i sistemi di numerazione variamente additivi che possono fare a meno dello zero, non possono fare a meno dell’uno.
La frase del paragrafo può essere pronunciata anche dall’uno pensato come numero, sia pure con qualche incertezza. Se vogliamo contare e se i numeri naturali sono lo strumento primordiale per contare è ovvio che dobbiamo avere uno fra i nostri numeri perché è da uno che noi iniziamo a contare. L’incertezza di cui sopra deriva dalla domanda: uno è o no un numero naturale?

3 – Vengo anch’io? Mah!

Nella nota canzone, la risposta era secca e negativa. Qui la domanda è fatta dall’uno e riguarda il suo ingresso nel mondo dei numeri naturali. Sembra una domanda un po’ strana: chi può negare all’uno il diritto di essere considerato un numero naturale? Bisogna ritornare indietro di più di due  millenni e situarci nella casa dei Greci, del popolo, cioè, che più di ogni altro ha sviluppato una cultura raffinata e profonda anche in ambito matematico. I Greci sono stati i primi a “pensare” la matematica, a “riflettere” sulla matematica, a “dare definizioni” di oggetti matematici ed a fornire “dimostrazioni” di proposizioni matematiche. La fonte da cui dobbiamo attingere per conoscere ciò che i Greci pensavano dell’uno sono gli Elementi di Euclide che raccolgono le tradizioni matematiche che risalgono a Talete, a Pitagora ed alla sua scuola ed a Platone. Ebbene, Euclide inizia il libro settimo degli Elementi, con una serie di definizioni di “oggetti” aritmetici. 
La prima è la definizione di unità: “Unità è ciò secondo cui ciascun ente è detto uno”. E’ un chiaro circolo vizioso che non dice niente sull’unità perché per definirla usa la parola “uno” che cerco di definire.

La seconda è la definizione di  numero: “Numero è una pluralità composta da unità”.

La conseguenza è che l’unità non è un numero e che i numeri iniziano da due.

Queste definizioni di Euclide sono state ripetute per secoli dai matematici i quali hanno anche seguito il cattivo esempio di Euclide nella incoerenza tra definizioni ed uso. Tanto per fare un esempio: l’unità non è un numero, ma un numero è primo “quando è  misurato [diviso] soltanto dall’unità”.
Bisogna arrivare a Newton per trovare una definizione di numero che fa entrare uno nel mondo dei numeri senza nessun sotterfugio. Nella Aritmetica Universalis (1722) Newton dà questa definizione di numero, che riporto in latino: “Per  numerus, non tam multitudinem unitatum, quam abstractam quantitatis cuiusvis ad aliam eiusdem generis quantitatem quae pro unitate habetur rationem intelligimus”.

Una carrellata sulle varie definizioni di numero si trova in 

E. Bortolotti, Definizioni di numero (numero cardinale),Periodico di Matematiche, N. 5, 1922.

Accettato finalmente l’uno nel mondo dei  numeri possiamo studiare il suo comportamento rispetto alle varie operazioni.

4 – Il numero 1 nella addizione: uno stachanovista formidabile.

Forse il povero Stachanov che nel 1935 ha battuto ogni record individuale di estrazione di carbone, non immaginava di finire un giorno su appunti di aritmetica per insegnanti. L’immagine, però, di Stachanov come lavoratore indefesso si applica bene al numero 1 nella addizione. Incominciando da 0 e facendo sempre +1 si possono raggiungere tutti i  numeri naturali. C’è solo un numero che sfugge al suo lavoro meticoloso e indefesso: lo zero. Facendo intervenire la sottrazione, il numero 1 accalappia anche lo zero, anzi raggiunge anche tutti i  numeri negativi.
Il numero 1 contribuisce anche a fornire l’identikit, nell’ambito dei numeri naturali e dei numeri interi relativi, di un concetto importante, familiare che si introduce fin dalla prima elementare: il concetto di successivo. Il successivo del numero n è n + 1.
5 – Il numero 1 nella moltiplicazione: il riposo del guerriero.

Il titolo del paragrafo è abbastanza significativo ed esprime l’atteggiamento del numero 1 rispetto alla moltiplicazione. Come sappiamo il numero 1 è elemento neutro o indifferente rispetto alla moltiplicazione. In simboli: 
dato un qualunque numero a  si verifica sempre:  a x 1 = 1 x a = a.

Una ovvia conseguenza è che  1 x 1 = 1.  Vien voglia di domandarsi:

che cosa possiamo dire dei due numeri  a  e  b  se succede che a x  b = 1?
Siamo costretti a considerare diversi casi.

Se siamo nel mondo dei numeri naturali c’è una sola soluzione: a =  b = 1

Se siamo nel mondo dei numeri interi relativi, le soluzioni sono due:

a =  b =  +1 e a = b = -1

Nel mondo dei numeri razionali e reali, le soluzioni sono infinite: a ≠ 0 qualunque e b = 1/a.

6 – Il numero 1 nella divisione:  niente di particolarmente interessante.
Forse non meriterebbe una considerazione apposita. Ci serve solo per dire che 1 non è l’elemento neutro nella divisione perché se è vero che vale a : 1 = a è anche vero che non vale che 1 : a = a  se a ≠ 1.
Anche il numero 1 ha atteggiamenti un po’ schizofrenici rispetto alla divisione:

a : 1 = a qualunque sia il numero a, cioè a qualunque mondo numerico appartenga;

1 : a = 1  se a = 1 e siamo nel mondo dei  numeri naturali; per  qualunque altro valore di a la divisione si blocca e diventa impossibile;

1 : a = ± 1 se a = ± 1 e siamo nel mondo dei numeri interi relativi; per  qualunque altro valore di a la divisione si blocca e diventa impossibile;

1 : a = 1/a  se  a ≠ 0  e siamo nel mondo dei numeri razionali o nel mondo dei numeri reali.
ESERCIZI

1 – Tutti noi sappiamo che cosa è il M.C.D. di due numeri a e b nel mondo dei numeri naturali. Proviamo a pensarla, come è veramente, come operazione binaria e studiamo il comportamento del numero 1.

2 - Tutti noi sappiamo che cosa è il m.c.m. di due numeri a e b nel mondo dei numeri naturali. Proviamo a pensarla, come è veramente, come operazione binaria e studiamo il comportamento del numero 1.

3 – Il numero 1 è primo o no? Ragioni pro e contro motivate.  Se non è primo è un numero composto? Perché?

CAPITOLO  3

INNOMINATO PER MILLENNI, MA SEMPRE MOLTO IMPORTANTE

1 – Introduzione

Il titolo del capitolo è un po’ misterioso, ma il numero al quale si riferisce si incontra già alla scuola elementare. Generalmente in questo livello scolastico non lo si chiama per nome; lo si designa con un “nomignolo” con un “diminutivo” che ci dice qualcosa di lui, ma non tutto; tuttavia questo “qualcosa” è sufficiente per le nostre necessità. Con il suo nome compare in tante parti della matematica anche molto lontane dal suo terreno di origine che è la geometria. Ormai tutti hanno indovinato chi è: è proprio lui  π.
Il nome gli è stato appioppato solo nel 1706 dal matematico inglese William Jones (1675 – 1749), ma la sua fortuna nell’uso comune è dovuta ad Eulero (1707 – 1783). Lui, però, come numero esisteva da sempre o, per lo meno, da quando l’umanità ha incominciato a maneggiare oggetti rotondi ed a porsi qualche problema su di essi. Il suo nome “π”è l’iniziale della parola “periphéreia” che in greco significa “circonferenza”.
2 – La preistoria

Il numero π lo si incontra, in qualche forma, in tutte le civiltà che hanno sviluppato un po’ di geometria dei corpi rotondi, in modo particolare dei cerchi. Il motivo è abbastanza intuibile. Cerchi diversi, cioè con raggi diversi, hanno anche lunghezza della circonferenza diversa ed area diversa. All’aumentare del raggio aumenta la lunghezza della circonferenza e l’area del cerchio. E’ abbastanza naturale pensare ad una proporzionalità fra lunghezza della circonferenza e lunghezza del raggio e fra area del cerchio ed area del quadrato che ha come lato il raggio. Ebbene il  numero π non è altro che il rapporto costante fra lunghezza della circonferenza e lunghezza del raggio, come anche dell’area del cerchio e dell’area del quadrato avente il lato lungo come il raggio. Il problema era di determinare numericamente questo rapporto. Popoli diversi hanno dato soluzioni diverse al problema. 
Per gli antichi Egizi questo rapporto valeva 256/81 cioè circa 3,1604….

I Babilonesi alle volte attribuivano il valore 3 a π, altre volte usavano π = 3 + 1/8.

Per gli antichi Ebrei π valeva 3.

Valori più precisi usavano i Cinesi (3,16; 3,1415) e gli Indiani (3,1416).

3 – La storia

Della storia di questo numero fanno parte i metodi per calcolarlo in modo sempre più preciso, i tentativi di calcolarlo in modo sempre più preciso, le motivazioni per questo calcolo e lo studio della “natura” di questo numero. Questi  aspetti sono sempre fra loro intrecciati. Chiaramente non andremo troppo per il sottile, ma faremo solo qualche cenno.

Una pietra miliare nella storia di π è certamente Archimede (287 – 212 a. C.). Egli propone un metodo per il calcolo ed una determinazione numerica di π nel libretto, formato da tre sole proposizioni, intitolato “Misura del cerchio”. Il metodo che egli usa è quello dei poligoni regolari inscritti e circoscritti ad un cerchio. Parte da un esagono regolare inscritto in un cerchio e lo raddoppia 4 volte (6, 12, 24, 48, 96). Agisce in modo analogo con un esagono regolare circoscritto e lo raddoppia 4 volte. Arriva così a dimostrare la proposizione: “La circonferenza di ogni cerchio è tripla del diametro e lo supera ancora di meno di un settimo del diametro e di più di dieci settantunesimi”.
In altre parole la circonferenza del cerchio è compresa tra i seguenti valori del diametro:
(3 + 10/71) d < π d < (3 + 1/7) d.
Come si vede Archimede propone un metodo di calcolo di carattere geometrico, metodo che sarà utilizzato per quasi duemila anni, e fissa i paletti entro cui è racchiuso il numero π:
(3 + 10/71)  < π  < (3 + 1/7) .
Dopo Archimede molti matematici seguirono il suo metodo aumentando il numero dei lati dei poligoni inscritti e circoscritti ed aumentando, di conseguenza, anche il numero delle cifre decimali esatte nel calcolo di π.

Durante il secolo XVII i matematici incominciarono ad usare un metodo non più geometrico, ma analitico, cioè  algoritmi infiniti come serie e frazioni continue per calcolare π. Aumentò il numero delle cifre esatte, numero che nell’era dei calcolatori elettronici, divenne vertiginoso. Attualmente si è arrivati a calcolare più di 206 miliardi di cifre decimali esatte di π.

Perché tutto questo interesse nel calcolo di π? Perché questo numero è legato ad uno dei tre problemi classici trasmessici dalla antichità greca, cioè il problema della quadratura del cerchio con riga e compasso. Il problema consiste in questo: costruire con riga e compasso un quadrato che abbia la stessa area di un cerchio assegnato. Il che è come dire di trovare l’area di un cerchio. I Greci hanno trovato la formula che dà l’area del cerchio, ma usando curve non costruibili con riga e compasso, come la quadratrice di Dinostrato.
Per vedere se il problema era o no risolubile con riga e compasso bisognava indagare la “natura” di π. E’ quello che fecero i matematici.

Il matematico svizzero Johann Heinrich Lambert (1728 – 1777) dimostrò, nel 1761, che π è irrazionale cioè non può essere espresso sotto forma di frazione con numeratore e denominatore interi.

Fra i numeri irrazionali ce ne sono di quelli che sono soluzioni di equazioni a coefficienti interi. Per esempio l’equazione  x2 – 2 = 0  è a coefficienti interi ed ha come soluzioni  ±√2. I numeri di questo tipo vengono chiamati algebrici.  Quelli, invece, che non sono soluzioni di equazioni a coefficienti interi sono chiamati trascendenti.
Assodato che π è irrazionale si trattava di stabilire se era algebrico o trascendente. La risposta venne solo nel 1882 quando un matematico tedesco, Ferdinand von Lindemann (1852 – 1939) dimostrò che π è trascendente.
Con questa dimostrazione si risolveva definitivamente, dal punto di vista matematico, il millenario problema della quadratura del cerchio con riga e compasso: con questi due strumenti, che sono gli strumenti classici della geometria elementare, non è possibile quadrare il cerchio, cioè costruire un quadrato che abbia la stessa area di un cerchio assegnato.

Sul numero π si può utilmente consultare il volume di

Stella Baruk, Dizionario di matematica elementare, Zanichelli 1998, alla voce PI GRECO.

Interessante, documentato, molto ricco, ma con qualche difficoltà di lettura è il volume

Jean-Paul Delahaye, L’affascinante numero π, Ghisetti e Corvi, 2003.

Si possono anche vedere i paragrafi 9 e 10 di

Vinicio Villani, Cominciamo dal punto, Pitagora Editrice, Bologna, 2006.

Leggibile, con un po’ di attenzione, è il capitolo “Archimede e la determinazione dell’area del cerchio” del volume di
William Dunham, Viaggio attraverso il genio. I grandi teoremi della matematica, Zanichelli, 1992

Una storia molto sintetica è quella narrata da

E. Togliatti, Storia di “π”, Periodico di Matematiche, giugno 1969.

CAPITOLO  4

DIFENDERE I PRIVILEGI: LE OPERAZIONI E LE LORO PROPRIETA’
La prima parte del titolo non deve far pensare che anche in matematica, segnatamente nella aritmetica, esista una “casta” ottusamente attaccata ai propri privilegi in atteggiamento di disprezzo per tutti gli altri. Questi “privilegi” che i matematici cercano di conservare nei vari mondi numerici sono, in realtà, a servizio di chi studia ed usa la matematica. Addirittura c’è l’aspirazione a fornire dei “modelli” per il mondo umano. Scrivevo in altra occasione:
“Molti si lamentano, e non a torto, che il mondo umano è disgregato, diviso. Ci sono paesi ricchi e paesi poveri, paesi sfruttatori e paesi sfruttati, paesi che comandano e paesi che devono ubbidire. Queste divisioni a livello mondiale le ritroviamo all’interno delle singole nazioni nei rapporti quotidiani fra le persone: individualismo, egoismo, sopraffazione, cura esclusiva dei propri interessi. Un panorama abbastanza desolante, senza voler fare del catastrofismo. Un panorama che può essere cambiato, se lo vogliamo. Una spinta al cambiamento ed al miglioramento ci può venire dalla osservazione delle dinamiche interne dei mondi numerici che noi iniziamo a studiare fin dalla scuola dell’infanzia. Una riflessione “umana” su questi mondi, insieme allo studio “tecnico”, potrebbe darci qualche spunto significativo.”
Con l’espressione “mondi numerici” intendiamo riferirci ai numeri naturali, ai numeri interi relativi, ai razionali ed ai reali lasciando fuori i numeri complessi. La locuzione “mondo numerico” dà l’idea di qualcosa di vivace, di dinamico, di vitale ed è preferibile, per me, a quella di “insieme numerico”, più usata, più tecnica, ma certamente più fredda, più cadaverica.
I mondi numerici, come del resto i mondi umani, hanno una loro vita sociale che si svolge attorno a pochi “centri di aggregazione”. Essi non sono fonte di divisione, anzi sono fra loro fortemente intrecciati. In questo capitolo studiamo i primi due centri di aggregazione. Si tratta di realtà ben note agli insegnanti, ma sulle quali è bene fare qualche riflessione.
4.1 – Il primo centro di aggregazione: l’addizione.

La parola “addizione” deriva dal latino “addere”, aggiungere, e, a partire dal secolo XVII, si è incominciato a preferirla, per indicare l’operazione, alla parola “somma” che viene, ora, usata per indicare il risultato della operazione. Non è il caso di scandalizzarsi, però, se si usa “somma” anche per indicare l’operazione. D’altronde è molto più diffusa l’espressione “sommare numeri” che “addizionare numeri”.
Il simbolo + è universalmente usato per indicare l’addizione, anche quando non si tratta di numeri. Per l’esempio, la composizione di traslazioni o di rotazioni aventi lo stesso centro è spesso chiamata addizione ed indicata con il simbolo +. Anche come simbolo per indicare l’addizione fra numeri il + è il punto di arrivo di un lungo cammino. Fin verso la fine del secolo quindicesimo si usava il simbolo  p,  iniziale del latino  “plus”, e la congiunzione  et  per indicare l’addizione. Il simbolo +, che sembra derivare da una stilizzazione del latino  et, fu utilizzato per la prima volta, in un’opera a stampa, dal tedesco Johann  Widmann (nato verso il 1460) nel 1489 in un libro di aritmetica commerciale. Usato da altri matematici tedeschi, come Michael Stifel (1487 circa-1567) e francesi come  François Viète (1540-1603), dopo un secolo di convivenza con il  p, divenne di uso universale a partire dal XVII secolo.
Qual è l’identikit di questo primo centro di aggregazione? Cioè quali sono le caratteristiche della addizione?

Anzitutto l’addizione è una operazione binaria interna.

Binaria significa che “lavora” su coppie ordinate di numeri. In altre parole, si sommano due numeri alla volta. Una operazione che “lavora” su un numero alla volta, spesso viene detta “unaria”. Per esempio, gli operatori additivi sono operazioni unarie.

Operazione. E’ una parola che ha un significato tecnico: significa che ad ogni coppia di numeri è associato un risultato. E’ come dire che non ci sono condizioni limitative per questa operazione: essa si può sempre fare. Questo fatto ha il suo influsso, per esempio, sulla tabella della addizione, tabella che è “piena”. Essendo una operazione binaria nasce un problema: posso sommare tre o più numeri? Se si come faccio?  La risposta è data dalla proprietà associativa della addizione.
Interna. Questo significa che il risultato della operazione (la somma) deve appartenere allo stesso insieme degli addendi. Con un linguaggio un po’ folkloristico possiamo dire che, con l’addizione, i numeri fanno le cose in famiglia.

Quando introducono una operazione in un insieme i matematici cercano anche di fissare le sue proprietà caratteristiche perché sono esse che tracciano l’identikit della operazione stessa. Sono proprio queste proprietà delle operazioni che i matematici vogliono conservare nei vari mondi numerici, a costo di dare delle definizioni strane, perché sono comode ed efficaci per fare i conti.
Le proprietà della addizione sono ben note.

Proprietà COMMUTATIVA. 

E’ la proprietà più familiare, la prima che viene in mente e la si trova sempre enunciata in modo corretto anche su sussidiari e libri di testo. La si legge facilmente anche nella tabella della addizione che è simmetrica rispetto alla diagonale.

E’ espressivo ed economico enunciarla in forma simbolica:

presi due qualunque numeri  a  e  b  si verifica sempre  

a + b = b + a.

Con un linguaggio poco matematico possiamo dire che i numeri, rispetto alla addizione, non fanno questioni di precedenza. Sia ben chiaro, però, che non sempre questo avviene.
I matematici e gli utilizzatori della matematica hanno sempre usato questa proprietà, ma il “nome di battesimo” è stato inventato dal matematico francese François-Joseph Servois (1767-1847) solo nel 1815.
Molto più difficile da descrivere a parole e spesso enunciata in modo errato in forma simbolica è la

Proprietà ASSOCIATIVA.

Il suo enunciato in forma simbolica è il seguente:
presi tre numeri qualunque a, b, c,  si ha  

( a + b ) + c  =  a + ( b + c ).
La conseguenza è che noi possiamo addizionare tre numeri qualunque: a + b + c, senza mettere le parentesi. Questa scrittura, infatti, significa uno qualunque dei due membri della uguaglianza prima scritta. La scrittura : a + b + c è un punto di arrivo e non presenta ambiguità perché la addizione è associativa.
Pur essendo una proprietà direi usata da sempre il “nome di battesimo” è stato inventato solo nel 1841 dal matematica irlandese William Rowan Hamilton (1806-1865).

Queste due proprietà, commutativa e associativa, favoriscono molto il calcolo mentale perché ci permettono di “spostare” i numeri come vogliamo sommando, per esempio, prima quelli più piccoli o quelli la cui somma è un “numero tondo”.

Osservazione 1
L’enunciato simbolico della proprietà associativa non presenta difficoltà, eppure sui libri di testo si trova di tutto, ma difficilmente l’enunciato matematicamente corretto. Ci sono libri di testo che rifuggono dall’uso delle lettere e dal simbolo di uguaglianza: sommano tre o quattro numeri in modo diverso disponendoli su righe diverse per mostrare che alla fine il risultato non cambia. Non scrivono mai l’uguaglianza che esprime la proprietà associativa.
Altri, invece, enunciano la proprietà associativa in questo modo:
a + b + c  =  a + (b + c)

dimenticando completamente che l’addizione è una operazione binaria.
Osservazione 2
Molti libri di testo per la scuola elementare e per la scuola media descrivono, magari incorniciandola per metterla in evidenza, anche la “proprietà dissociativa”. Nessun programma la cita, i matematici che si interessano di didattica si sbracciano da sempre per dire che non esiste, ma non c’è niente da fare: la proprietà dissociativa continua ad imperare. Cerchiamo di capirci qualcosa per poterlo anche spiegare agli alunni. Nella addizione ad ogni coppia ordinata di numeri viene associato un numero, un risultato (la somma). Questo vuol dire che l’addizione è una operazione binaria. D’altra parte, ogni numero naturale è “frutto” della addizione di almeno una coppia di numeri. E’ quella che viene chiamata la “suriettività” della addizione. Quindi in una addizione, se mi fa comodo, posso scrivere un numero come somma di due numeri e poi proseguire applicando la proprietà associativa. Quindi non esiste nessuna proprietà dissociativa.
Di solito viene invocata, nella scuola elementare, quando si deve fare il “passaggio alla decina” come in questo esempio:  

17 + 3 =  (10 + 7 ) + 3 = 10 + ( 7 + 3 ) = 10 + 10 = 20.

Questo non è che un esempio di applicazione della proprietà associativa: basta avere presente che  17 = 10 + 7.
Mi sembra che questa idea sia presente anche in alcun i libri di testo per la scuola media che pure annunciano la presenza della proprietà dissociativa. Per esempio nel libro di testo “Aritmetica” di M. Pellerey, edito dalla SEI di Torino, dopo aver descritto la proprietà dissociativa “La somma di due o più addendi non cambia se a uno di essi viene sostituita l’addizione di due o più numeri la cui somma è uguale all’addendo sostituito”, si legge questo commento: “ Questa proprietà ci consente di inserire correttamente nell’addizione, al posto di un addendo, più addendi aventi per somma l’addendo sostituito. Il calcolo si conclude riassociando poi, nel modo ritenuto più opportuno, i termini dell’addizione”.

Qualche libro di testo tenta anche di giustificare  questa fantomatica proprietà. Ne ho trovato uno che rasenta il ridicolo. Si trova nel libro di testo di L. Agnesi – M. Baldi – A. Locatelli, Il nuovo ABC… dell’aritmetica, vol. 1, edito dalla Ghisetti e Corvi di Milano. Eccolo.
Dopo aver enunciato la “Proprietà associativa:  a + b + c  = a + ( b + c ).” Dedica un paragrafo alla  
Proprietà dissociativa che voglio riportare.

“ Consideriamo ancora l’uguaglianza:  3 + 5 + 18 = 3 + (5 + 18)  e applichiamo la proprietà simmetrica dell’uguaglianza. Possiamo scrivere: 3 + (5 + 18) = 3 + 5+ 18

Ricordando che la somma indicata (5 + 18) rappresenta il numero 23, l’uguaglianza precedente può essere scritta: 3 + 23 = 3 + 5 + 18.

Questa uguaglianza esprime la proprietà dissociativa e si enuncia: “La somma di due o più numeri non cambia se a uno di essi si sostituiscono due o più addendi la cui somma è uguale al numero sostituito”. Possiamo quindi scrivere [messo bene in evidenza]:

per la proprietà dissociativa                  a + ( b + c)  = a + b + c” 

Se gli autori avessero applicato anche la proprietà transitiva dell’uguaglianza sarebbero arrivati a scrivere:  a +  b + c  = a + b + c, uguaglianza ben nota a tutti e valida in ogni caso.
Proprietà dell’ELEMENTO NEUTRO.
Parlando dello zero abbiamo già visto il suo ruolo nella addizione e la espressione simbolica di questo ruolo. Lo si legge facilmente anche nella tabella della addizione: la riga e la colonna dello 0 ripetono la intestazione della tabella. Forse è il caso di ripetere che si può parlare di “elemento neutro” solo in relazione ad una operazione; in questo caso si tratta della addizione.
Osservazione 3

L’addizione viene introdotta già in prima elementare. Non è difficile accorgersi che ci sono dei numeri che si possono ottenere sommando due numeri uguali, come 4, 6, 10, ecc, mentre altri è impossibile ottenerli in questo modo, come, 3, 5, 7, ecc. I primi sono i numeri pari ed i secondi sono i numeri dispari. Si tratta di un fatto veramente profondo che è all’origine della formula che esprime tutti gli infiniti numeri pari: 2n = n + n.
Al  variare di n nel mondo dei numeri naturali si ottengono tutti i numeri pari. Da questa definizione si ottengono le altre definizioni, logicamente equivalenti, di numero pari: un numero è pari quando è multiplo di 2 come anche un numero è pari quando è divisibile per 2.

I numeri dispari, come negazione di numeri pari, esprimono tutti con la formula : 2n + 1

I numeri pari sono quelli  che compaiono nella diagonale della tabella dell’addizione. I numeri pari e quelli dispari , considerati come classi numeriche, danno origine ad una loro interessante tabella additiva.
Tabella della addizione:

	+
	P
	D

	P
	P
	D

	D
	D
	P


P  e  D indicano la classe dei numeri pari e quella dei numeri dispari. In questa tabella non si sommano singoli numeri, ma classi di  numeri. 
Si può ricercare se in questa tabella vi è un elemento neutro. Quando mi è capitato di fare questa domanda ho visto spesso delle facce perplesse dato che nella tabella non compare lo zero. Lo zero è elemento neutro nella solita addizione fra numeri. Questa è una tabella di addizione fra classi di numeri. Si tratta, quindi, di vedere se una delle classi funziona da elemento neutro. Basta fare poche prove per scoprire che l’elemento neutro è la classe P.

Si può anche indagare se è vero o no che per ognuna delle due classi esiste  una opposta. In altre parole si tratta di vedere se per ognuna delle due classi c’è una classe che sommata a lei dà l’elemento neutro. Ci vuole poco a scoprire che l’opposta di P è P e l’opposta di D è D.

 Le formule dei numeri pari e dei numeri dispari possono servire per giustificare i risultati della tabella ed a fare i primi passi in un’algebra significativa.

P + P = P →  2n + 2m = (n + n) + (m + m). Utilizzando le proprietà  associativa e commutativa otteniamo
(n + n) + (m + m) = (n + m) + (n + m) = 2(n + m).

In modo analogo si procede nelle altre situazioni sempre con l’intervento delle proprietà associativa e commutativa dell’addizione. In seguito si potrà fare appello alla proprietà distributiva della moltiplicazione rispetto alla addizione per abbreviare i conti.

Possiamo considerare (P, D, + ( cioè l’insieme formato dai due elementi P e D con l’operazione di addizione definita dalla tabella. Ebbene questo insieme è , rispetto alla addizione, un gruppo commutativo perché l’addizione è una operazione binaria interna, commutativa, associativa, ha un elemento neutro (P) e ciascuna classe ha una opposta (P ha come opposta P e D ha come opposta D).
Osservazione 4

Quando finora abbiamo detto sui numeri pari, vale nel mondo dei numeri naturali nel quale ci sono effettivamente numeri pari e numeri non pari (dispari) e, quindi, ha senso la distinzione fra pari e dispari. La distinzione vale anche nel mondo dei numeri interi relativi.

E nel mondo dei numeri razionali? Ogni numero razionale, anche quelli che sembrano ufficialmente dispari come, per esempio, 0,7 o 1/5, ecc. si può scrivere come somma di due numeri uguali e, quindi, è pari. Allora tutti i numeri razionali sono pari secondo la definizione data e non c’è nessuna distinzione fra pari e dispari. Quindi non se ne parla più.
Proprietà di CANCELLAZIONE

E’ molto naturale anche se se ne parla poco:

dati tre numeri qualunque a, b, c  se a + c = b + c  allora a = b
LE DIVERSE DEFINIZIONI
L’addizione pur avendo in tutti i mondi numerici le proprietà elencate, in ciascuno di essi ha una diversa definizione.

Nei numeri naturali che cosa significa fare   a + b ?

Incomincio col dire che non bisogna ricorrere all’unione di insiemi disgiunti sia perché le Indicazioni nazionali del 2004 e le Indicazioni per il curricolo del 2007 non prevedono in nessun modo gli insiemi, sia perché la teoria degli insiemi è fintamente facile.

Una possibile definizione, che potrebbe essere data anche al termine della scuola primaria, è la seguente:

· se  b = 0  allora  a + 0 = a

· se  b > 0  allora  a + b = a + 1 + 1 + 1 +…+ 1  ( b volte )

E’ quello che si fa in prima elementare quando si interpreta la addizione sulla linea dei numeri: si parte dal primo addendo e si fanno tanti passi verso destra di lunghezza  1  quanti ne indica il secondo addendo. Come si vede, il primo addendo rimane fisso e si fa variare il secondo addendo.
Nei numeri interi relativi, la definizione è piuttosto barbosa e contempla 8 casi perché bisogna tenere conto dei segni e del valore dei due addendi. La riporto come utile ripasso per gli insegnanti ed anche perché va data nella scuola secondaria di primo grado. Eccola

· (+ a) + (+ b) = + (a + b)

· (+ a) + (-  b) =  bisogna distinguere i tre casi: se  a > b: allora = +(a – b);                                  se a = b: allora      = 0;  se a < b: allora = – (b – a)
· (- a) + (+  b) :  bisogna distinguere i tre casi:  a > b; a = b;  a < b. Situazioni analoghe alle precedenti
· (- a) + (-  b) =  - (a + b)

Osservazione 5
In questa definizione si fa un uso abbondante dei segni “+” e “–” ma il loro significato non è sempre lo stesso. Ci limitiamo al primo caso. Andando da sinistra a destra il primo segno  +  è un simbolo distintivo del numero, il secondo indica l’addizione nell’insieme dei numeri interi relativi, il terzo è ancora un segno distintivo come anche il quarto. Il quinto  +  invece indica l’addizione, ma nei numeri naturali. Non c’è da meravigliarsi se i ragazzi restano sconcertati. Caricare lo stesso simbolo nella stessa espressione di tre significati diversi non è il massimo della chiarezza didattica.
Osservo anche che in questo mondo esistono gli opposti additivi e quindi, i numeri interi relativi, rispetto alla addizione, sono un gruppo commutativo.
Nei numeri razionali.
Pensando i segni inglobati nelle lettere ed i denominatori sempre positivi, la definizione è la seguente:

a/b + c/d = (ad + bc)/ bd.

La definizione non è molto naturale, anzi è decisamente complicata. Spesso gli studenti, anche in prima superiore, pur avendo appreso la definizione appena ricordata, seguono una via più “spiccia” sommando fra loro i numeratori ed i denominatori:  

a/b + c/d = (a + c)/ (b + d).

( Si veda in proposito, K. Hart, Le frazioni sono difficili, in Numeri e operazioni nella scuola di base, a cura di L. Artusi Chini, pubblicato dalla Zanichelli nel 1985.)

Come mai, allora, i matematici hanno inventato una definizione del genere? Per “difendere i privilegi”, cioè per far si che lo 0, scritto sotto forma di “classe nulla” (0/1) sia ancora l’elemento neutro. Anche per “difendere la realtà”. Quanto farebbe, per esempio, ½ + ½ secondo la definizione degli studenti?
Una osservazione di carattere didattico, che svilupperete in seguito. In questo “centro di aggregazione” ci sono spazi per la riflessione, anzi per la contemplazione. Sono offerti dalla tabella della addizione.                    
                                      La tabella dell’addizione


4.2 – Il secondo centro di aggregazione: la moltiplicazione
Il primo centro di aggregazione, organizzato attorno alla addizione, è necessario per avere un “mondo numerico”, ma non è sufficiente. In matematica ci sono tanti insiemi dotati di una operazione con tutte le proprietà richieste che non sono “Mondi numerici”. Basta pensare, per esempio, all’insieme delle rotazioni che trasformano in sé un quadrato: c’è una addizione con tutte le proprietà (anzi ne ha una in più), ma non è un mondo numerico. C’è bisogno di un altro centro di aggregazione. E’ quello che si organizza attorno alla moltiplicazione.
La parola “moltiplicazione” deriva dal latino “multum” e “plicare” e significa piegare più volte e dà l’idea di aumento , di accrescimento. Chi scriveva in latino usava anche il verbo “ducere” o anche “facere”; il prodotto veniva chiamato “factum” donde il nostro termine “fattori”. Gli algebristi italiani del Rinascimento, come Luca Pacioli (1445-1514), Niccolò Tartaglia (1500 – 1557), Rafael Bombelli (1526-1573), che hanno scritto le loro opere matematiche in italiano, usavano la parola “via” per indicare la moltiplicazione: 3 via 4 fa 12. Non c’è da meravigliarsi: la parola “via” è la versione italiana di “ducere”. Per indicare la moltiplicazione si usava spesso l’iniziale M ( maiuscolo perché con  m (minus) si indicava la sottrazione ). 

La croce di S. Andrea “ ( ” per indicare la moltiplicazione fu introdotta dal matematico inglese William Oughtred (1574-1660) nel 1631 e, dopo l’adozione da parte di Newton, ebbe notevole diffusione. 

Il punto “ . ” fu introdotto da Leibniz, nel 1698, che lo preferiva al ( per evitare confusioni con la lettera x, normalmente usata per indicare una incognita.

Ai nostri giorni, quando non c’è pericolo di ambiguità, e soltanto nelle espressioni letterali, spesso non si usa alcun simbolo per la moltiplicazione e si giustappongono semplicemente le lettere.
Come l’addizione, la moltiplicazione è una operazione binaria, cioè lavora su coppie di numeri, interna, cioè il risultato fa parte del mondo dei fattori. Si tratta di una operazione in senso tecnico perché ad ogni coppia ordinata di  numeri associa un risultato. E’ per questo che la sua tabella è tutta piena.

L’identikit della moltiplicazione è fissato dalle sue proprietà che sono ben note.

Proprietà COMMUTATIVA
Dati due  numeri qualunque a  e  b  si ha sempre:  a x b = b x a
Proprietà ASSOCIATIVA
Dati tre numeri qualunque  a, b, c  vale sempre l’uguaglianza: (a x b) x c = a x (b x c)
Come si vede, per scrivere l’espressione simbolica di queste proprietà basta conoscere le analoghe della addizione e sostituire il “+” con il “x”.

Anche in questo centro di aggregazione è presente un “pacioccone”, una “mascotte” diversa, però, da quello che abbiamo già incontrato nel primo centro di aggregazione. Il termine tecnico è ancora    

 Proprietà dell’ELEMENTO NEUTRO O INDIFFERENTE: è il numero 1 perché

per ogni  numero a  si verifica sempre:  a x 1 = 1 x a = a
Al numero 1 abbiamo dedicato il capitolo 2 di questi appunti e non è il caso di ripeterci. 
Abbiamo già visto il comportamento dello zero nella moltiplicazione, ma lui reclama di essere ugualmente messo in risalto:

Proprietà dell’ELEMENTO ANNULLANTE O ASSORBENTE
Dato un qualunque numero a si verifica sempre: a x 0 = 0 x a = 0
A complemento di quanto abbiamo detto sugli Indiani a proposito del comportamento dello 0 possiamo aggiungere le affermazioni di Sridhara (secolo XI): “Nella moltiplicazione, e nelle altre operazioni sullo zero, il risultato è zero: Moltiplicando un numero per zero si ottiene zero.” [Le altre operazioni sono: divisione di zero per un altro numero, quadrato e radice quadrata di zero e cubo e radice cubica di zero.] 
Proprietà di CANCELLAZIONE

Dati tre numeri naturali qualunque a, b, c, con c ( 0  se a x c = b x c  allora a = b.
Notare che la limitazione c ( 0  è fondamentale.

A questo punto si pone un problema: come sono i rapporti fra i due centri di aggregazione che abbiamo introdotto? Sono rapporti di ignoranza reciproca, rapporti conflittuali o rapporti di buon vicinato, di armonioso accordo? L’ultima alternativa è quella che vale ed è espressa dalla

Proprietà DISTRIBUTIVA DELLA MOLTIPLICAZIONE RISPETTO ALLA ADDIZIONE.

I programmi del 1985 adottano una formulazione più economica: proprietà distributiva del prodotto rispetto alla somma. La realtà, però, è sempre la stessa ed è espressa con la seguente uguaglianza:

dati tre numeri qualunque a, b, c si ha sempre  

a ( ( b + c ) = (a ( b ) + (a ( c ).

La scrittura simbolica di questa proprietà è più chiara, espressiva ed economica rispetto alla sua descrizione verbale come si vede da questa frase che ho preso da un testo di scuola media: il prodotto di un numero per una addizione di due numeri è uguale alla somma dei prodotti di quel numero per ciascun addendo. Notare quanti termini vengono usati: prodotto, addizione, somma, addendi.

L’aggettivo “distributiva” risale a Servois (1815), ma l’uso della proprietà è antichissimo. 

E’ necessario sottolineare il ruolo essenziale delle parentesi perché ci indicano l’ordine di esecuzione delle operazioni. Senza le parentesi, il primo membro, per esempio, potrebbe essere letto come a (  b + c  oppure come a (  d  dove  d = b + c e si otterrebbero risultati diversi. Anche la solita convenzione che la moltiplicazione “lega di più” della addizione, cioè va eseguita per prima, non risolve il problema perché

                                      a (  b + c ≠  a ( b  + a ( c .

E’ a questa proprietà, senza nominarla, che si fa ricorso quando, per la prima volta si devono moltiplicare due numeri uno dei quali maggiore di 10 e, quindi, fuori dalla tabella.
Osservazione 6

Ci si può chiedere se vale anche la distributività della addizione rispetto alla moltiplicazione. La sua espressione simbolica, ricalcando la proprietà distributiva della moltiplicazione rispetto alla addizione, sarebbe:  a + (b x c) = (a + b) x (a + c). Basta scegliere tre numeri a caso per vedere che non vale. Eppure…
Nel libro “Aritmetica” di Pellerey, già citato, è solennemente enunciata la “Proprietà distributiva della addizione rispetto alla moltiplicazione” ottenuta invocando la proprietà commutativa della moltiplicazione. Questa non è altro che la proprietà distributiva della moltiplicazione rispetto alla addizione. Se si vuole essere pignoli, la proprietà distributiva della moltiplicazione rispetto alla addizione da noi enunciata è la “proprietà distributiva a destra”, mentre quella di Pellerey è la “proprietà distributiva a sinistra”, ma sempre della moltiplicazione rispetto alla addizione. Parlando di numeri, però, non si fa questa distinzione.
Ci possono essere coppie di operazioni per le quali vale la doppia distributività. Per esempio l’unione di insiemi è distributiva rispetto alla intersezione e l’intersezione è distributiva rispetto alla unione.

LE DIVERSE DEFINIZIONI

La moltiplicazione pur avendo in tutti i mondi numerici le proprietà elencate, in ciascuno di essi ha una diversa definizione.

Nei numeri naturali che cosa significa fare   a x b ?

Una possibile definizione è la seguente:

se  b = 0  allora  a ( 0 = 0;

se  b = 1  allora  a ( 1 = a;

se  b > 1  allora  a ( b = a + a + a +… + a  ( b volte ).

In questa definizione “comanda” il secondo fattore (il moltiplicatore). Si può dare una definizione analoga nella quale le leve del “comando” vengono assunte dal primo fattore. In questo caso il terzo “pezzo” della definizione diventa:

se  a > 1  allora  a ( b = b + b + b… + b  ( a volte ).

Questa, per esempio, è la scelta di Euclide che, nel libro settimo degli Elementi da questa definizione: “ si dice che un primo numero moltiplica un secondo numero, quando si ottiene un terzo numero componendo con la somma di tante volte il secondo per quante sono le unità del primo”.

E’ ovvio che nei due casi il risultato non cambia per la proprietà commutativa della operazione.
Osservazione 7

La definizione presentata è la definizione di moltiplicazione come addizione ripetuta nella quale, però, sono considerati come facenti parte della definizione, anche i “casi estremi” di b = 0 e b = 1. Il motivo è che l’addizione è una operazione binaria e quindi, bisogna sommare almeno due numeri. La qual cosa non succede quando b = 0 e b = 1. Le espressioni che si leggono, o si dicono, “a sommato a se stesso una volta o zero volte” sono prive di senso. Se, quindi, vogliamo moltiplicare per 0 e per 1 dobbiamo considerare a parte questi due casi.

Per quanto riguarda gli approcci didattici alla moltiplicazione, il più generale, perché acchiappa anche i “casi estremi”, è quello degli incroci. Un po’ meno generale è quello degli schieramenti che non riesce sensatamente a giustificare la moltiplicazione per 0, ma può far scoprire l’esistenza dei numeri primi. E’ da escludere, invece, il ricorso al prodotto cartesiano, operazione difficile, mai nominata nei programmi ed, inoltre, non commutativo né associativo.

Numeri interi relativi.
E’ veramente un “punctum dolens”, per studenti (di scuola media) e forse anche per noi che seguiamo questo corso. Tutti noi abbiamo imparato la “regola dei segni” a mò di cantilena: più per più fa più, più per meno fa meno, meno per più fa meno e meno per meno fa più. In modo più conciso: il prodotto di segni uguali è più e il prodotto di segni diversi è meno. O anche: il prodotto di due numeri concordi è positivo, altrimenti è negativo. 
I casi: più per più e meno per più non presentano difficoltà perché basta pensare alla moltiplicazione come addizione ripetuta.

Per gli altri due casi sarebbe completamente fuorviante ricorrere al modello commerciale dei debiti e crediti e anche alla moltiplicazione come addizione ripetuta. 

Per esempio, dire che  (+3) x (-4) è uguale a +3 sommato a se stesso - 4 volte è fare una affermazione priva di senso.

E’ contro la logica, poi, invocare la proprietà commutativa della moltiplicazione prima ancora di averla definita.
Perché i matematici hanno scelto questa definizione a costo di sembrare ridicoli? La risposta è chiara: per “difendere i privilegi”, quando partendo da un mondo numerico ne vogliamo costruire un altro.
Il mondo numerico di partenza è quello dei numeri naturali. In esso abbiamo visto il ruolo dello zero rispetto alla moltiplicazione, elemento nullificante, e la proprietà distributiva della moltiplicazione rispetto alla addizione. Sono due proprietà importanti e vogliamo che continuino a valere anche nel mondo dei numeri interi relativi.

Proviamo, allora, a tentare una definizione di (+3) x (-4). 
Abbiamo due possibilità: dire che il prodotto è +(3 x 4) oppure che è  –(3 x 4). Supponiamo che valga il primo. Complichiamo un poco le cose e consideriamo +3 x [(+4) + (-4)]. Siccome il secondo fattore è uguale a 0, allora il prodotto è 0. Eseguiamo il prodotto:

+3 x [(+4) + (-4)]. Sappiamo già che (+3) x (+4) = +(3 x 4 ) = +12. Avendo supposto che anche (+3) x (-4) = +(3 x 4) = +12 ne deriva che  +3 x [(+4) + (-4)] = + 24, mentre dovrebbe essere 0. Per ottenerlo dobbiamo per forza fare la seconda scelta cioè

(+3) x (-4) = –(3 x 4) = - 12

Quindi “più per meno uguale a meno”.

Con una procedura analoga si affronta il caso “meno per meno uguale a più”.

Supponiamo di dover eseguire (-4) x (-3). Due sono i possibili risultati: -(4 x 3) oppure +(4 x 3).

Scegliamo il primo risultato e, come prima, complichiamo un poco le cose considerando il prodotto (-4) x [(+3) + (-3)].  Siccome il secondo fattore è uguale a 0, allora il prodotto è 0.

Eseguiamo il prodotto (-4) x [(+3) + (-3)]. Sappiamo già che il prodotto (-4) x (+3) = -(4 x 3) = - 12. Avendo scelto il primo risultato, abbiamo che (-4) x (-3) = -(4 x 3) = - 12. Quindi, in definitiva:        (-4) x [(+3) + (-3)] = - 24 mentre dovrebbe essere 0. Per ottenerlo dobbiamo per forza fare la seconda scelta cioè                     (-4) x (-3) = + 12.

In conclusione “meno per meno uguale a più”.

In definitiva questa “strana” regola dei segni della moltiplicazione dei numeri interi relativi ha una sua logica e coerente giustificazione all’interno della matematica, come è giusto che sia, trattandosi di una situazione matematica. Solo chi fa appello a modelli errati, come quello commerciale dei crediti e dei debiti, può scrivere, come ha fatto Stendhal nella sua autobiografia: “Come è possibile che moltiplicando 10 000 franchi di debiti per 500 franchi di debito, uno arrivi a possedere una fortuna di 5 milioni di franchi?”

Se si vuole che anche nel mondo degli interi relativi continuino a valere la proprietà dello zero nella moltiplicazione e la proprietà distributiva l’unico modo per definire la moltiplicazione è quello scelto dai matematici.
La definizione di moltiplicazione nei  numeri razionali non presenta difficoltà: si moltiplicano fra di loro i numeratori e i denominatori. Dei numeri decimali parleremo in seguito.
Degli aspetti didattici discuterete al momento opportuno. Alcune indicazioni le potete trovare su M. Ferrari, I mondi numerici del primo ciclo scolastico: teoria-didattica-storia, Centro Morin, 2006, pag.37-44. Ora vorrei solo osservare:

· Di algoritmi per eseguire  moltiplicazioni ce ne sono tanti. Le Indicazioni Nazionali del 2004 hanno risuscitato la moltiplicazione araba. Per moltiplicare numeri di due o tre cifre può essere comodo anche lo “schema per crocetta” chiamata anche “moltiplicazione vedica” ed usata ancora oggi in India. Vi rimando a E. Picutti, Sul numero e la sua storia, Feltrinelli, pag. 74-75; George Gheverghese Joseph, C’era una volta un numero. La vera storia della matematica, Il Saggiatore, 2000, pag.245-248. Alcune tecniche di moltiplicazione indiane sono illustrate nell’articolo di M.P. Perelli D’Argenzio – P. Mangini, Aritmetica vedica. Alcune tecniche per eseguire moltiplicazioni. Prima parte, IMSI, luglio 2010.
Anche in questo centro di aggregazione ci sono spazi di silenzio, di deserto, di contemplazione offerti dalla       

Tabella della moltiplicazione.

 Si può osservare
· il ruolo dello zero: la sua riga e la sua colonna sono formate solo dallo zero;

· il ruolo dell’uno: la sua riga e la sua colonna riproducono l’intestazione della tabella;

· la presenza di numeri primi (sono quelli che compaiono solo due volte); 

· la presenza dei numeri quadrati: stanno sulla diagonale e sono il prodotto di due numeri uguali;

· la proprietà commutativa: la tabella è simmetrica rispetto alla diagonale. 
· il numero dei divisori di un numero che compare in tabella: sono tanti quante le coppie moltiplicative che lo ammettono come risultato. Per esempio, 6  nasce dalle coppie (1, 6), 

      (2, 3), (3, 2), (6, 1) e, quindi, ha quattro divisori.
· come si dispongono i numeri composti, cioè i numeri non primi maggiori di uno: si dispongono lungo un ramo di iperbole;

· il numero dei divisori di un quadrato perfetto: sono sempre in numero dispari;

· il numero dei divisori del quadrato di un numero primo: sono sempre tre.

Osservazione 8

Con la classe dei numeri pari (P) e con quella dei numeri dispari (D) si può costruire una tabella moltiplicativa. Eccola:

	×
	P
	D

	P
	P
	P

	D
	P
	D


In questa tabella esiste un elemento neutro? Se si, chi è? Esiste un elemento assorbente? Se si chi è? E’ vero che ogni elemento ha un reciproco?

Un’altra tabella moltiplicativa interessante è la seguente:

	×
	+1
	-1

	+1
	+1
	-1

	-1
	-1
	+1


Qui gli elementi sono i soliti numeri e non classi di numeri. Possiamo porcile solite domande: esiste un elemento neutro? Se si chi è? E’ vero che ogni elemento ha un reciproco? C’è qualche analogia fra questa tabella e quella additiva del P e D? Se si scoprirla. [I matematici parlano di tabelle isomorfe.]

ESERCIZI
1 – Nella tabella solita della addizione, che abbiamo riportata sopra, sono di più i numeri pari o i numeri dispari? O sono tanti quanti? Perché? E nella tabella la cui intestazione va da 0 a 9?

2 - Nella tabella solita della moltiplicazione, che abbiamo riportata sopra, sono di più i numeri pari o i numeri dispari? O sono tanti quanti? Perché? E nella tabella la cui intestazione va da 0 a 9?

3 – Quale analogia esiste fra la tabella additiva del P e D e quella moltiplicativa del +1 e -1? Che cosa vuol dire che le due tabelle sono isomorfe?

4 – Perché il numero dei divisori del quadrato di un numero primo sono solo e sempre tre?

5 – Rispondere alle domande fatte nella Osservazione 8. 

6 – I risultati nella tabella della moltiplicazione riportata sono 121. Quanti bisogna memorizzarne per conoscerli tutti?

7 – L proprietà di cancellazione vale anche per l’unione tra insiemi, cioè se  A ( C = B ( C allora A = B? 

CAPITOLO 5
SCIANCATE, POVERE, DIFFICILI. SONO VERE OPERAZIONI?
Nessuna intenzione di insultare degli “oggetti matematici”. Parleremo di sottrazione e di divisione. Esse, per stare in piedi, cioè per poterle eseguire, hanno bisogno di “stampelle”, di “paletti”. Per questo le ho chiamate “sciancate”. Inoltre, sono davvero “povere” di proprietà. Che, infine, siano “difficili” è ben noto ad ogni insegnante. Risponderò anche all’ultima domanda.
SOTTRAZIONE.

Consideriamo, anzitutto, il mondo dei numeri naturali. In esso, alla domanda: dati due numeri naturali qualunque  a  e  b  esiste sempre un numero  c tale che  a + b = c  diamo una risposta positiva. L’addizione, quindi, è una operazione in senso matematico, tecnico. Anzi, questa risposta positiva vale per tutti i mondi numerici.
Nello stesso mondo numerico, come in tutti gli altri, alla domanda: dati due  numeri naturali qualunque  m  e  n  esiste sempre un  numero  q tale che  m x n = q diamo ancora risposta positiva. La  moltiplicazione, quindi, è una operazione in senso matematico, tecnico.

Adesso ci poniamo solo nel mondo dei numeri naturali e formuliamo quest’altra domanda: dati due numeri naturali qualunque  a  e  b  esiste sempre un  numero c  tale che  a = b + c?

La risposta è nota: il  numero  c  esiste solamente quando il  numero  a (il minuendo) è maggiore o uguale di  b (il sottraendo). In questo caso il numero  c  è  la differenza fra  a  e  b  e si scrive          c  =  a – b.  Questa condizione di fattibilità:  a ≥ b  è la “stampella” cui deve appoggiarsi la sottrazione  per poterla eseguire.
La conseguenza è che la sottrazione non associa ad ogni coppia ordinata di numeri naturali  (a, b) un risultato che appartiene ancora al mondo dei numeri naturali. Quindi la sottrazione non è una operazione, in senso tecnico, nel mondo dei numeri naturali. Qualche autore parla della sottrazione come “operazione non ovunque definita”. Lo si può accettare.
E’ tradizione, però, nella prassi didattica e nei testi scolastici, chiamare operazione anche la sottrazione. Questa tradizione è stata recepita anche nei programmi del 1979, del 1985,  nelle Indicazioni Nazionali del 2004 e nelle Indicazioni per il Curricolo del 2007: tutti parlano delle “quattro operazioni” con i numeri naturali e con i numeri decimali. Possiamo tranquillamente farlo anche noi, consapevoli, però, di quanto prima detto. 

I programmi del 1979 per la scuola media, nel tema “Insiemi numerici”, parlano di “Operazioni dirette e inverse e loro proprietà nei diversi insiemi numerici”. Non si specifica quali sono le operazioni dirette e quali le inverse. Subito dopo, però, aggiungono: “Potenza e radice”. Nel mondo dei numeri naturali, ci limitiamo ad esso, l’elevamento a potenza, fissata la base, è una “operazione unaria”, perché lavora su singoli numeri, ed è una “operazione iniettiva” perché a numeri diversi associa potenze diverse. Per esempio, l’elevamento al quadrato, ad ogni numero  a  associa  a2. Da questo numero noi possiamo tornare indietro al numero di partenza  a  con l’operazione di radice quadrata:
a → a2 → √a2 = a

E’ un viaggio di “andata e ritorno” al numero di partenza. L’operazione di elevamento al quadrato è diretta e la radice quadrata è la sua operazione inversa. Si può dire la stessa cosa per le operazioni di addizione e di sottrazione?
Le Indicazioni Nazionali del 2004 per la scuola primaria, nel tema “Il numero” per la classe prima, parlano di “Comprendere le relazioni tra operazioni di addizione e sottrazione”. Anche se non si specifica quali siano queste relazioni, sembra di capire che gli autori delle Indicazioni pensavano alla sottrazione come operazione inversa della addizione.

Molti libri di testo per le scuole elementari e per le scuole medie, ma anche altri libri non di testo, presentano la sottrazione come l’operazione inversa della addizione. Che cosa si può dire?
L’addizione è una operazione binaria che non è iniettiva cioè non fa corrispondere a coppie diverse di addendi  risultati diversi. Per esempio, alle coppie diverse (4,1) , (3, 2) e (5, 0) è associato lo stesso risultato 5. Se vogliamo rappresentare l’operazione con una freccia, da tutte queste coppie parte una freccia che raggiunge il numero 5. L’operazione inversa, se esistesse, come nel caso di elevamento al quadrato e radice quadrata, dovrebbe essere rappresentata da un freccia che parte da 5 e raggiunge la coppia di partenza. In questo caso dal numero 5 partono ben 6 frecce e noi non sappiamo quale scegliere come freccia di ritorno, cioè a quale coppia approdare.. La conclusione è che l’addizione non ha operazione inversa.
Come si spiega, allora, il fatto che tanti presentano la sottrazione come operazione inversa della addizione? La mia convinzione è questa: quando questi autori presentano la sottrazione come operazione inversa della addizione, non considerano l’addizione come operazione binaria, ma come operazione unaria, cioè considerano gli operatori additivi e sottrattivi. Lo desumo dagli esempi che fanno che hanno tutti questa struttura: a((+b)((-b) = a.
Il punto di partenza non è una coppia di numeri (operazione binaria), ma un numero singolo (a) e, quindi, l’operazione è unaria. Trasformo a con l’operatore additivo +b e ottengo un  nuovo numero. A questo risultato applico una operazione unaria, cioè l’operatore sottrattivo –b e ottengo il numero di partenza a. Certo gli operatori +b  e –b sono uno l’opposto dell’altro e quindi l’operazione (unaria) –b è l’inversa della operazione (unaria) +b.  Nessuna meraviglia perché l’operazione unaria +b è iniettiva e quindi ammetta inversa (-b).
Ho detto che la sottrazione è difficile dal punta di vista didattico. Perché? 

Un primo motivo è per la “stampella” sulla quale si appoggia: la relazione (. Essa è composta da due relazioni (> e =) legate fra loro dal connettivo logico inclusivo “o”. 
Un secondo motivo è perché traduce situazioni problematiche diverse alle quali corrisponde anche una diversa terminologia.

Vi è, infatti, una sottrazione semplice, o sottrazione come resto. E’ il modello primitivo di sottrazione che hanno i bambini legato all’idea di diminuzione di ciò che si possiede inizialmente.

Esempio
Compero un pennello che costa 5 euro . Pago con una banconota da 10 euro. Quanto ricevo di resto?

Problemi di questo tipo si traducono nella equazione: M-N=X, dove M ed N sono i dati del problema.

Si parla anche di una sottrazione complementare che traduce situazioni problematiche forse meno familiari delle precedenti, ma ugualmente reali.

Esempio
La nonna mi ha regalato 5 euro. Voglio metterne 2 nel salvadanaio. Quanto posso spendere?

Problemi come questi si traducono nella equazione: M-X=N.

Spesso la sottrazione si presenta sotto forma di addizione complementare.

Esempio
Voglio comprare un oggetto che costa 7 euro, ma ho solo 4 euro. Quanto mi manca?

Problemi come questi si traducono nella equazione: M+X=N.

Proprio perché la sottrazione è difficile si richiede un approccio graduale e variegato.

La condizione di fattibilità  ( a  ( b ) (la stampella)  spiega il fatto che la tabella della sottrazione è semivuota. La costruzione di questa tabella potrebbe essere preceduta dalla costruzione della tabella del  >  e da quella dell’ =  (su fogli trasparenti). Se si sovrappongono si vede che sono occupate le stesse caselle che sono occupate nella tabella della sottrazione.

Tabella della sottrazione


L’unica proprietà della sottrazione, ricordata esplicitamente nei programmi del 1985, è la 

Proprietà INVARIANTIVA che enunciamo in forma simbolica:

a – b =  (a + c) – (b + c)

a – b =  (a - c) – (b - c).

Nel secondo caso, ovviamente, deve essere  b ( c.

La proprietà invariantiva può essere facilmente scoperta “contemplando” la tabella della sottrazione.

Andando dall’alto in basso si legge che “aggiungendo lo stesso numero a minuendo e sottraendo il risultato non cambia”. 

Per esempio: 4 – 2 = 5 – 3 = 6 – 4 =… = 2

Andando dal basso in alto si legge che “sottraendo lo stesso numero a minuendo e sottraendo il risultato non cambia”.

Per esempio:  9 – 5 = 8 – 4 = 7 – 3 = 6 – 2 = 5 – 1 = 4 – 0 = 4.

Sulla tabella si legge anche che lo zero non è elemento neutro per la sottrazione ( solo la sua colonna ripete l’intestazione) perché non vale la doppia uguaglianza:  

a - 0 = 0 - a = a

Adesso cambiamo mondo e andiamo in quello dei numeri interi relativi ed in quello dei razionali. E’ noto che in questi due mondi ogni  numero ha un opposto additivo, cioè per ogni  numero esiste un altro numero che sommato al primo da come risultato 0 cioè l’elemento neutro rispetto alla addizione. Nei numeri interi relativi l’opposto di +a  è  -a  e  l’opposto di  -a è +a perché                  (+a) + (-a) = 0  e  (-a) + (+a) = 0. Nei  numeri razionali l’opposto di +a/b  è  -a/b  perché sommandoli otteniamo il numero 0/b2  che è nella stessa classe di equivalenza  di  0/1 che è l’elemento neutro della addizione nei numeri razionali. 
Ebbene, in questi due mondi la sottrazione non ha più bisogno di “stampelle”, non è più richiesta la condizione di fattibilità in forza della stessa definizione di sottrazione nella quale entrano gli opposti. Infatti (mi limito solo agli interi relativi), la definizione è la seguente

a – b =  a + (-b)

e la sottrazione diventa una addizione e, quindi, è sempre fattibile e, perciò, una operazione in senso tecnico. In parole: per sottrarre da un  numero a il numero b, basta aggiungere ad  a l’opposto di b.
DIVISIONE
La parola “divisione” deriva dal latino “divisio” che ha lo stesso significato dell’italiano.
Spesso la divisione veniva indicata con il simbolo D e anche con l’attuale simbolo delle frazioni. Il simbolo “:” sembra sia stato introdotto nel 1633 nell’opera Johnsons Arithmetic mentre il simbolo “÷”, spesso usato nei paesi anglosassoni è stato introdotto dalla svizzero J. H. Rahn (1622-1676) nel 1659. 

Anche qui dobbiamo precisare il mondo in cui vogliamo muoverci. Ci poniamo nel  mondo dei naturali.
Nei numeri naturali la divisione nasce come caso particolare del problema della divisibilità.

Il problema può essere enunciato in questo modo:

data una coppia ordinata  ( a, b ) con  b ≠ 0 esiste una coppia ordinata  ( q, r ) con  r ( 0  e       r < b in modo che valga la seguente uguaglianza:   a = b ( q + r ?   (1)

Prima di dare la risposta facciamo alcune osservazioni. 
Sul numero  a (il dividendo) non facciamo alcuna ipotesi: potrebbe essere  a = 0 oppure  a > 0. Questa è la situazione normale nella quale operiamo.  Con  a = 0  avremmo sempre:  a = b x 0 + 0  qualunque sia il numero b.  
Sul numero b (il divisore) poniamo la condizione secca  b ≠ 0 che, nel mondo dei naturali, equivale a  b > 0. 
Questa condizione è correlata alla condizione posta su  r (il resto), cioè r < b. L’altra condizione sul resto, cioè r ( 0 è obbligatoria nel mondo dei numeri naturali. 
Anche sul numero  q (il quoziente) non si pone nessuna condizione.
La risposta alla domanda è positiva con la precisazione, stanti le condizioni imposte ad  r, che di queste coppie  ( q, r ) ne esiste una sola. Senza le condizioni imposte ad  r, di coppie (q, r) ce ne possono essere diverse. Per esempio, se prendiamo la coppia (15, 4), di coppie (q, r) possiamo avere: (1, 11), (2, 7), (3, 3). Infatti: 15 = 4 x 1 + 11 = 4 x 2 + 7 = 4 x 3 + 3.
La divisione espressa dalla formula (1) viene chiamata divisione euclidea o divisione con resto.
Quando capita che il resto sia uguale a zero la (1) diventa:   

a = b ( q .  (2)

Si dice, allora, che a  è  multiplo di  b  e, coerentemente, che  b  è divisore di  a  e, quindi,  a è divisibile per b.

E’ in questa situazione che si parla della “operazione di divisione”, o di divisione esatta e si può scrivere  a : b = q. In questo caso la divisione assume la fisionomia delle altre tre operazioni e se ne può scrivere la tabella.

La  (2) detta le condizioni di fattibilità (le stampelle) della divisione esatta: essa è possibile solo quando il dividendo è multiplo del divisore. E’ una condizione molto restrittiva che spiega perché la tabella della divisione sia fatta “a gruviera”. E’ chiaro, a questo punto, che la divisione non è una operazione in senso tecnico, ma, visto il comportamento dei programmi, possiamo anche noi chiamarla operazione. Non è, però, l’operazione inversa della moltiplicazione dato che questa non è iniettiva. Qui possiamo ripetere pari pari le considerazioni fatte per addizione e sottrazione, ma ce le risparmiamo.
Una questione di terminologia. Il numero  q  che appare nella  (1)  e nella  (2) in matematica viene chiamato  sempre e solo “quoziente” e basta. E’ inutile, e dannoso, parlare, di “quoto” o di “quoziente naturale esatto”, riferendosi alla (2) e di “quoziente naturale approssimato” riferendosi alla (1). E’ proprio il caso di ricordare il detto latino “non sunt multiplicanda entia sine necessitate”.

Del comportamento  dello zero nella divisione ho già parlato e non voglio ripetermi. Voglio solo riportare alcune affermazioni di matematici indiani che testimoniano le incertezze ed il lungo cammino nella comprensione del comportamento dello zero. Brahmagupta: “ zero diviso zero è zero. Un numero positivo o negativo diviso per zero è una frazione avente come denominatore zero.” Bhaskara II (1114 – 1185): “una quantità divisa per zero, diventa una frazione con denominatore zero. Enunciato: Dividendo 3. Divisore 0. Quoziente la frazione 3/0. Questa frazione, il cui denominatore è zero, è definita una quantità infinita: In questa quantità, consistente in ciò che ha come divisore lo zero, non c’è nessun cambiamento anche se vi viene aggiunto o tolto molto; come nessun cambiamento ha luogo nel Dio infinito ed immutabile durante la distruzione o la creazione di mondi anche se molte specie di esseri si estinguono o compaiono.”
Anche la divisione, come la sottrazione, è povera di proprietà perché possiede solo quella invariantiva, che si usa soprattutto nella semplificazione delle frazioni e nelle divisioni con i numeri decimali.

Proprietà INVARIANTIVA:
 se  a, b,  m,  sono numeri naturali ed  m  divide sia a  che  b e b divide a allora  

a  : b = ( a : m) : ( b : m )

se  a, b,  m,  sono numeri naturali con  m ≠ 0  e se b divide a allora 

a  : b = ( a ( m) : ( b ( m ).

Forse è il caso di dire esplicitamente che il numero  1  non è elemento neutro rispetto alla divisione perché non vale la doppia uguaglianza  a : 1 = 1 : a = a.  
Nel mondo dei numeri interi relativi le cose si complicano per via dei segni (+ o -) che possono assumere i vari  numeri. Dobbiamo sempre imporre  b ≠ 0, ma potrebbe anche essere b < 0. Se vogliamo che la coppia (q, r) sia unica dobbiamo imporre delle condizioni sul resto e cioè che sia sempre non negativo e minore del valore assoluto di b.
Nel mondo dei numeri razionali le cose si semplificano: la divisione non ha più bisogno di “stampelle” per essere eseguita, ma deve essere sempre b ≠ 0. La definizione di divisione è la seguente:
a : b = a x 1/b
In parole: per dividere un numero a  per  un  numero  b  basta moltiplicare a per l’inverso (o il reciproco) di b.

La tabella offre sempre uno spazio di contemplazione:


Delle quattro operazioni, indubbiamente la divisione è la più difficile e richiede certamente una didattica lunga. E’ la più difficile sia perché la stessa operazione matematizza situazioni diverse nella realtà, sia perché in essa ad ogni coppia ordinata di numeri (a, b) con  b > 0  si associa non un numero, ma una coppia di numeri  (q, r) con 0 ( r < b. Conviene ricordare esplicitamente che il resto  r  c’è sempre anche quando è uguale a zero.

Mi pare che la classe più adatta per introdurre la divisione sia la terza e ritengo che convenga introdurla mediante problemi che presentino i due aspetti della divisione: di ripartizione e di contenenza. Ritengo anche che sia meglio iniziare con problemi che si traducono in una divisione con resto diverso da zero. La situazione non è concettualmente più difficile, ha il vantaggio di essere più generale e favorisce la comprensione della uguaglianza fondamentale: a = b ( q + r.
Per finire riporto la tabella della divisione con quoziente e resto, tabella che si trova raramente in letteratura, ma che presenta indubbiamente dei motivi di interesse.
La tabella delle divisioni con quoziente e resto


Ogni casella della tabella contiene le coppie ordinate quoziente – resto (q, r) della divisione in cui il dividendo ed il divisore compaiono nella riga e nella colonna che si incrociano in quella casella. La lettura della tabella, da fare collettivamente, è molto istruttiva, anche se non facile. 

• La tabella è orientata

• La tabella è completa ( è sempre possibile eseguire divisioni con quoziente e resto )

• Sulla diagonale vi sono solo divisioni nel quale il resto è 0 ( ogni numero è sempre divisibile per se stesso)

• La prima colonna è costituita solo da divisioni nelle quali il resto è 0 ( 1 è divisore di qualsiasi numero naturale)

• Nella parte della tabella in alto a destra della diagonale il primo numero di ogni coppia, il quoziente, è sempre 0 ( ciò accade perché il dividendo è minore del divisore)
• Se consideriamo i numeri inseriti nella colonna-intestazione vediamo che qualche numero ha, nella riga corrispondente, solo due divisioni con resto 0: sono i numeri primi.

• Se consideriamo ogni numero  inserito nella riga-intestazione e scorriamo la colonna corrispondente possiamo vedere di quali numeri esso è divisore: basterà rintracciare le coppie con resto 0.  
ESERCIZI
1 – Quali sono i numeri minori di 100 che hanno esattamente tre divisori?

2 – Esistono numeri  n che hanno esattamente n divisori? E numeri n che ne hanno  n-1?

3 – C’è un numero di due cifre che ha sette divisori? Se si chi è?

4 – Trovare quoziente e resto, con il resto minore del valore assoluto del divisore, delle seguenti coppie di numeri: (-15, 4); (15, -4); (-15, -4).

5 – E’ vero che se 8 divide il prodotto  a x b e non divide  a, allora divide b?

6 – E’ vero che se 5 divide il prodotto a x b  e non divide a  allora divide b?

7 – Enunciare i criteri di divisibilità per 2, 3, 5, 9. Valgono qualunque sia la base utilizzata per scrivere i numeri?

CAPITOLO 6
GIUSTIZIA E’ FATTA: LA LEGGE E’ UGUALE PER TUTTI

Introduzione

Un detto latino afferma che “omne trinum est perfectum”. Non so se sia vero. Nella nostra ricerca delle “virtù nascoste” dei numeri siamo arrivati a “due centri di aggregazione”. Dobbiamo inventare un terzo centro di aggregazione per essere in linea con il detto latino? No, non dobbiamo inventare niente perché il terzo centro di aggregazione c’è già. Dobbiamo solo descriverlo.
6.1  L’ordine regna sovrano
Mentre i primi due centri di aggregazione sono legati ad operazioni binarie, il terzo, necessario per caratterizzare completamente un mondo numerico, è legato ad una relazione binaria e precisamente alla relazione di ordine. 
Confrontare i  numeri è una delle prime attività aritmetiche che si fanno in prima elementare. Con il confronto si stabilisce se due numeri sono uguali o diversi e, in questo caso, quale dei due è maggiore. 
La relazione di ordine viene indicata con il simbolo >.
Il simbolo > (maggiore), come il correlato < (minore) fu inventato dall’inglese Thomas Harriot (1560 -1621) e utilizzato in un’opera pubblicata postuma, nel 1631, dal titolo “Artis analyticae praxis”, opera che ebbe una larga diffusione. Il simbolo  >  non ebbe vita facile se si pensa che ancora nel 1710 la prestigiosa Accademia di Berlino consigliava di usare due segmentini sovrapposti di diversa lunghezza per indicare “maggiore” (segmentino più lungo in alto) e “minore” (segmentino più lungo in basso).
Quando i matematici introducono una qualunque relazione in un insieme, vanno alla ricerca delle sue proprietà perché sono esse che ne costituiscono l’identikit, che la distinguono da altre eventuali relazioni. Per esempio, le relazioni di equivalenza, come la congruenza tra figure ed il parallelismo tra rette, sono caratterizzate dalle proprietà riflessiva, simmetrica e transitiva.
Nel nostro caso, la relazione di ordine nei vari mondi numerici, nei quali già si sono istallati i due centri di aggregazione, di quali proprietà gode? Quali sono le proprietà che ne costituiscono l’identikit? Sono le seguenti.

Proprietà  TRANSITIVA . 
E’ ben nota la espressione simbolica di questa proprietà: 

Dati tre numeri qualunque a, b, c,   se a > b  e  b > c  allora  a > c.

E’ una proprietà molto naturale che permette di diminuire il numero dei confronti quando dobbiamo confrontare più numeri.

Il termine transitivo, che deriva dal latino “transire”, “andare oltre”, fu introdotto nel 1856 da Augustus De Morgan (1806-1871).

Con espressione un po’ folkloristica, possiamo dire che la relazione di ordine, per la proprietà transitiva, “rispetta le gerarchie”.
Osservazione 9

Questa proprietà è tipica di tutte le relazioni di ordine, anche diverse da quella che stiamo esaminando, e ce ne sono, che si possono introdurre nei mondi numerici o in qualsiasi altro insieme.
Proprietà    TRICOTOMICA ( O TRIPARTITIVA ).
Il termine tricotomico, come anche tripartitivo, non è molto comune ed è difficile trovarlo anche sui dizionari. Tutti sanno che la parola “atomo” significa, etimologicamente, “indivisibile”, “non tagliabile”. Ebbene tricotomico deriva, come “atomo”, dal greco “temno” che significa “tagliare”. Tricotomico significa “tagliato in tre parti”. E’ il contenuto della proprietà che andiamo ad enunciare:

dati due numeri qualsiasi  a  e  b  si verifica sempre uno ed uno solo di questi tre casi:

a > b; oppure a = b; oppure  b > a.

“ Oppure ” è il connettivo logico “ o ” preso in senso esclusivo come il latino “ aut ”.

Con parole meno solenni: due  numeri possono sempre essere confrontati in modo da stabilire se sono uguali o quale dei due è il maggiore. Verrebbe voglia di dire, anche per seguire il titolo del capitolo, che  nei mondi numerici la legge, quella del confronto, è uguale per tutti.

Proprio in forza di questa proprietà la relazione  >  si dice di ordine totale. Questo fatto lascia sospettare che ci siano delle relazioni di ordine non totali, cioè, parziali. 
Osservazione 10

Questa proprietà è tipica di tutte e sole le relazioni di ordine totale. Ci sono, però, anche nei mondi numerici, relazioni di ordine che non posseggono questa proprietà e, perciò, non sono totali. Ne abbiamo già dato un esempio parlando della “Faccia umile dello zero” nel capitolo 1 di questi appunti.
Proprietà  ANTISIMMETRICA

E’ una proprietà che enunciata per la relazione di ordine  >  fa un po’ senso, ma conviene ugualmente metterla in risalto perché è tipica di ogni relazione di ordine. Eccola:
dati due numeri qualunque  a  e  b  se a > b  e  b > a  allora a = b.

Questa è la formulazione solita della proprietà e suscita, per lo meno, questa domanda: come può essere  a > b e contemporaneamente  b > a. E’ vero: non può essere. Quindi il primo pezzo della proprietà è falso. Qui entra in gioco il connettivo “se… allora” che ci assicura che tutta la frase è vera e quindi la proprietà vale. Il tutto, però, non è molto convincente. Si può allora ricorrere ad un’altra formulazione della proprietà, certamente più accettabile. Eccola:

dati due numeri qualunque a  e  b  se a ( b  e  a > b, allora non può mai verificarsi  b > a.
Stanti le due ipotesi, la conclusione, tenendo conto della tricotomia, è inevitabile.

Proprietà  ARCHIMEDEA.

Il nome richiama il più grande matematico dell’antichità, il  siracusano Archimede (287-212), noto al grande pubblico o per gli specchi ustori con cui incendiava le navi romane che assediavano Siracusa (sicuramente una leggenda) o per le sue scoperte di  fisica. Tutti noi abbiamo sentito parlare del suo grido “Eureka” (ho trovato) relativo a quel che succede quando si immerge un corpo nell’acqua. Purtroppo la sua opera matematica, contenuta in diversi volumi a noi pervenuti, non è molto nota al grande pubblico, esattamente come la proprietà che ora ci accingiamo ad enunciare:                              

dati due numeri qualunque  a  e  b  maggiori di zero esiste un numero naturale  n  tale che  

n ( b > a.

Dei due numeri dati uno (a) può essere grandissimo e l’altro (b) piccolissimo: nonostante ciò esiste sempre un multiplo del piccolissimo che supera il grandissimo.
Ai due numeri a  e  b  abbiamo imposto la condizione di essere positivi. Il motivo è chiaro: se a fosse positivo e b negativo, nessun suo multiplo potrebbe superare a.
Questa proprietà ci dice che nei mondi numerici non c’è un numero più grande di tutti gli altri, non c’è un “lider maximo” cui tutti gli altri devono sottostare.
Osservazione 11

Questa proprietà non vale per tutte le relazioni di ordine. Nella relazione di ordine legata al concetto di multiplo e che abbiamo considerato nella “Faccia umile dello zero” non esiste questa proprietà dato che in questa relazione di ordine lo zero, essendo multiplo di ogni numero, è il “lider maximo”.
Proprietà di    COMPATIBILITA’  CON L’ADDIZIONE.

Questa proprietà, come l’analoga rispetto alla moltiplicazione, nasce dal problema seguente. Nei mondi numerici abbiamo introdotto una struttura additiva, legata alla addizione con tutte le sue proprietà, ed una struttura moltiplicativa, legata alla moltiplicazione con tutte le sue proprietà. Il raccordo fra queste due strutture è dato dalla proprietà distributiva della moltiplicazione rispetto alla addizione. Ora abbiamo introdotto una struttura di ordine, legata all’ordinamento con le sue proprietà. Ecco allora il problema: fra le prime due strutture e la terza esiste qualche rapporto? C’è accordo, armonia, coerenza, oppure ignoranza reciproca, incomunicabilità? La risposta, relativamente alla addizione, è contenuta nella proprietà che ora enunciamo:

dati tre numeri qualunque, a, b, c,     se  a > b  allora  a + c > b + c.

Questa è la proprietà di compatibilità o di coerenza fra ordine ed addizione.

La proprietà è del tutto naturale ed Euclide l’aveva inclusa fra le “Nozioni comuni” dei suoi Elementi: “E se a cose disuguali si aggiungono cose uguali, i tutti sono disuguali”.
Osservazione 12

Anche questa proprietà non vale per tutte le relazioni di ordine dato che si richiede che nell’insieme in cui è introdotta ci sia anche una struttura additiva. E anche se c’è una struttura additiva non è detto che valga la compatibilità fra le due strutture.
Proprietà di   COMPATIBILITA’ CON LA MOLTIPLICAZIONE

L’accordo con l’addizione si estende anche alla moltiplicazione con una piccola restrizione:

dati due numeri qualunque  a, b,  e preso  c > 0,    se  a > b  allora  a ( c > b ( c.

La condizione  c > 0 è essenziale. Se fosse, infatti,  c = 0 i due prodotti finali sarebbero entrambi  0  e non potrebbe essere  0 > 0; se fosse  c < 0, la disuguaglianza tra i prodotti finali si invertirebbe ed avremmo  a ( c < b ( c.
Osservazione 13

E’ analoga alla 12.
LE DIVERSE DEFINIZIONI

Questa relazione di ordine totale esiste in ciascun mondo numerico (naturali, interi relativi, razionali, reali), ma in ciascuno di essi ha una diversa definizione.
Numeri naturali. Definizione semplice e intuitiva che abbiamo già dato, ma che ripetiamo:

dati due numeri qualunque  a  e  b  diciamo  a > b  quando e solo quando esiste un numero 
c ≠ 0 tale che

a = b + c.

Una conseguenza immediata di questa definizione è che 0 è minore di qualunque altro numero naturale, come abbiamo già visto.

L’ordine introdotto con questa definizione è detto ordine stretto perché in esso nessun numero è maggiore di se stesso (questo fatto viene chiamato proprietà antiriflessiva). Lo si vede bene nella tabella del >.
                         La tabella del maggiore


Se lasciamo cadere la restrizione  c ≠ 0, cioè se ammettiamo che  il numero  c  possa essere uguale a zero, allora abbiamo la definizione di una nuova relazione di ordine, quella di maggiore o uguale:

dati due numeri qualunque  a  e  b  diciamo  a ( b  quando e solo quando esiste un numero c  tale che

a = b + c.

In questo ordinamento ogni numero è maggiore o uguale a se stesso (questo fatto viene chiamato proprietà riflessiva). La relazione  (  è composta da due relazioni: la relazione di maggiore  ( > ) e la relazione di uguale  ( = ) combinate fra di loro con il connettivo logico  “ o ” (disgiunzione inclusiva, corrispondente al latino vel). La relazione  (  si verifica quando almeno una delle due relazioni componenti è verificata. Siccome è vero che ogni numero è uguale a se stesso, allora possiamo scrivere che 

per ogni numero  a  si verifica  a ( a.

La relazione  (  è un esempio di ordine largo per via della proprietà riflessiva di cui gode.
Anche questa relazione ha la sua tabella a doppia entrata.

              La tabella del maggiore o uguale


Osservazione 14
Parlando della “Faccia umile dello zero” abbiamo detto che la relazione > è un buon ordinamento perché rispetto ad esso ogni sottoinsieme non vuoto di numeri naturali possiede un minimo, cioè un numero che è il più piccolo di tutti i numeri dell’insieme.  Si tratta di una proprietà importante, esclusiva del mondo dei numeri naturali: nessun altro mondo numerico la possiede.

L’espressione “buon ordinamento” è stata introdotta da Georg Cantor (1845-1918), il padre della teoria degli insiemi, nel 1895, ma questa proprietà dei numeri naturali era già stata utilizzata da Euclide nella descrizione dell’algoritmo per trovare il massimo comun divisore di due numeri (prop. 2 del libro VII).

Questa proprietà viene anche chiamata postulato di Campano, perché Campano da Novara (seconda metà del secolo XIII), cappellano presso il papa Urbano IV, fu il primo ad enunciarlo esplicitamente e ad inserirlo come postulato di carattere aritmetico, nella sua traduzione latina degli Elementi di Euclide, la prima data alle stampe nel 1482.

I matematici, che sono sempre dotati di una buona fantasia, hanno costruito, nei numeri naturali, altre relazioni di ordine che sono buoni ordinamenti. Ecco due esempi.

Dividiamo i numeri naturali in due blocchi: il blocco dei numeri pari e quello dei numeri dispari. Ordiniamo i numeri pari con la solita relazione di  <  e li disponiamo in successione. Otteniamo:

0, 2, 4, 6, 8, 10, ….

Facciamo la stessa cosa con il blocco dei numeri dispari. Otteniamo:

1, 3, 5, 7, 9, 11, …..

Mettiamo insieme le due successioni ponendo prima quella dei pari e poi quella dei dispari intendendo con questo che i numeri vengono ordinati dal minore al maggiore andando da sinistra a destra. Otteniamo:

0, 2, 4, 8, 10, …… 1, 3, 5, 7, 9, 11,……..(1)

Con questo ordinamento è ovvio  che ogni numero pari precede, è minore di ogni numero dispari. Per esempio, 10 è minore di 3.

Questa affermazione, di solito, lascia sconcertati gli insegnanti perché nel cuore di ciascuno scatta l’altra idea di ordinamento, quella che ci è più familiare.

Eppure questo nuovo ordinamento non è, poi, così strampalato. Se, per esempio, dividiamo i nostri alunni nel blocco dei maschi e nel blocco delle femmine e mettiamo in fila, in ordine di altezza crescente,  prima i maschi e poi le femmine è ovvio che tutti i maschi vengono prima, sono minori, di tutte le femmine.

L’ordinamento descritto in (1) è un buon ordinamento. L’insieme totale, infatti, ha come minimo il numero 0; ogni sottoinsieme non vuoto formato solo da numeri pari ha un minimo perché è ordinato con la relazione  <  che è un buon ordinamento; lo stesso vale per qualunque sottoinsieme non vuoto formato solo da numeri dispari; infine se in un sottoinsieme ci sono numeri pari e numeri dispari il minimo è il più piccolo dei pari.

Possiamo dare una veste più matematica a tutto ciò introducendo la relazione di ordine   (   così definita:

m ( n  se e solo se   m  ed  n  sono pari e       m < n    oppure

                               m  ed  n  sono dispari  e  m < n    oppure

                               m  è  pari ed  n  è  dispari.

Il secondo esempio si ottiene scambiando fra di loro il blocco dei pari e dei dispari. Otteniamo:

1, 3, 5, 7, 9, 11,…….. 0, 2, 4, 8, 10,…..

Ogni numero dispari precede, è minore di ogni numero pari; i numeri dispari e quelli pari, al loro interno, sono ordinati al solito modo. Con questo ordinamento, per esempio, 15 è minore di 0.

Anche questo è un buon ordinamento.

La veste matematica di questo ordinamento può essere facilmente confezionata dal lettore.

Questi due buoni ordinamenti, però, hanno il difetto di non essere  compatibili né con l’addizione né con la moltiplicazione.

Per esempio, con riferimento al primo “nuovo” ordinamento si ha :  8  (  7      ma  

8 + 1  (  7 + 1.

Numeri interi relativi. 
Abbiamo già detto qualcosa parlando dello “zero spartitraffico”. I numeri positivi si comportano come i numeri naturali, quelli negativi in modo opposto e lo zero è minore di tutti i positivi e maggiore di tutti i negativi e questi sono minori di tutti i numeri positivi.
Numeri razionali 
La definizione di ordine è molto semplice, ma, purtroppo, poco praticata nella scuola:
dati due numeri razionali qualunque  a/b  e  c/d  con b e d positivi diciamo  a/b > c/d quando e solo quando         a ( d > b ( c.

E’ la regola del “prodotto in croce” che richiede solo due moltiplicazioni (tra numeri naturali ) ed un confronto.
Sulla relazione di ordine si possono fare tante attività didattiche. Ne discuterete in seguito.

6.2   Sempre uno dopo l’altro?

La domanda richiama alla mente il concetto di successivo che si incontra già in prima elementare. Nessun dubbio che 4 è il successivo di 3 perché 4 è maggiore di 3 e fra 3 e 4, nei numeri naturali, non vi è nessun altro numero naturale. Nessuna dubbio che  -3  è il successivo di  -4 perché -3 è maggiore di -4 e fra i due non c’è nessun altro  numero intero relativo. E’ abbastanza spontaneo pensare che, per esempio,  2/3 sia il successivo di 1/3. E’ vero? Certo 2/3 è maggiore di 1/3, ma fra i due non c’è nessun altro numero razionale? Molti insegnanti sono convinti che il successivo di  0,6  è  0,7. Certo 0,7 è maggiore di 0,6, ma fra i due non c’è nessun altro numero decimale?

Forse ci conviene fissare bene la definizione di successivo di un numero. Eccola:

Dato un numero  m  diciamo che un numero  n  è il successivo di m e scriviamo  n = Sc(m) se sono verificate queste due condizioni:

· n > m

· non esiste alcun numero  t  del mondo numerico che consideriamo che sia maggiore di  m  e minore di  n.

La seconda condizione è fondamentale, come la prima, ma di solito non ci si pensa.

E’ chiaro, allora, che i successivi esistono solo nel mondo dei numeri naturali e in quello degli interi relativi, nei quali il successivo di  m, qualunque esso sia, è  m + 1.  Infatti,  m + 1 è maggiore di  m e fra i due numeri non esiste nessun altro numero naturale o intero.

E nei numeri razionali? Non si verifica mai la seconda condizione perché fra due numeri razionali ci sono infiniti numeri razionali. Per esempio la media aritmetica fra due numeri razionali è maggiore del più piccolo e minore del più grande. Questa proprietà dell’ordinamento nei numeri razionali ha un nome: si chiama densità. Conseguenza:
nel mondo dei numeri razionali non ci sono più i successivi.
ESERCIZI
1 – Il quadrato di un numero qualunque x è sempre maggiore di x, cioè  x2 > x?
2 – Nei numeri naturali il risultato di una moltiplicazione è sempre maggiori dei due fattori? E nei numeri interi relativi? E nei numeri razionali? Studiare i vari casi.

3 – Qual è il più piccolo numero naturale n per cui si ha 2n > 2n + 1?

4 – Esistono sottoinsiemi di numeri razionali che non hanno né massimo né minimo?

5 – Questa mattina la maestra ha scritto sulla lavagna questa successione di numeri: 10, 32, 45, 16, 78, 19, e pretendeva che noi dicessimo perché li aveva scritti in questo ordine. Siccome nessuno di noi è riuscito ci ha detto di pensarci a casa. Vogliamo aiutarli?
6 – Una frazione apparente è sempre maggiore di una frazione propria? Perché?

7 – Interpretare sulla linea dei numeri la compatibilità tra la relazione di maggiore e l’addizione e la compatibilità della relazione di maggiore con la moltiplicazione.

8 – Discutere da un punto di vista didattico la definizione di ordine nei numeri razionali (frazioni).
CAPITOLO 7
SIAMO TANTI, TANTISSIMI, INFINITI
Introduzione
Parlando di “mondi numerici”, la domanda su quanti sono i personaggi che popolano questi mondi è ineludibile. La risposta, corale,  sicura ed esatta, che sempre si riceve è: infiniti.

L’interrogazione continua: tutti i mondi numerici che abbiamo visto hanno la stessa infinità, la stessa “quantità” di personaggi, oppure le varie infinità sono diverse?

La risposta, prima che alla voce, è affidata alla espressione della faccia: come si può pensare a infinità diverse? L’infinito è …infinito e basta.

Non c’è da meravigliarsi. Anche il grande Galileo Galilei (1564-1642) davanti all’infinito si è arrestato quasi spaventato. Voglio riportare una pagina tratta dai “Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno a due nuove scienze attinenti alla meccanica ed i movimenti locali” del 1638, perché ci descrive l’atteggiamento di Galileo davanti all’infinito. I protagonisti del dialogo sono Simplicio, filosofo aristotelico, Sagredo, gentiluomo dilettante di scienze, e Salviati, lo “scienziato  nuovo” che rappresenta Galileo stesso.

“Salviati – Queste son di quelle difficoltà che derivano dal discorrer che noi facciamo con il nostro intelletto finito intorno a gl’infiniti, dandogli quelli attributi che noi diamo alle cose finite e terminate; il che penso che sia inconveniente, perché stimo che questi attributi di maggioranza, minorità ed egualità non convenghino a gl’infiniti, de i quali non si può dire, uno esser maggiore o minore o eguale all’altro. Per prova di che già mi sovvenne un sì fatto discorso, il quale per più chiara esplicazione proporrò per interrogazioni al Sig. Simplicio, che ha mosso la difficoltà.

Io suppongo che voi benissimo sappiate quali sono i numeri quadrati, e quali i non quadrati.

Simplicio – So benissimo che il numero quadrato è quello che nasce dalla moltiplicazione d’un numero in sé medesimo: e così il quattro, il nove, etc., son numeri quadrati, nascendo quello dal dua, e questo dal tre, in sé medesimo moltiplicati.

Salviati – Benissimo: e sapete ancora, che sì come i prodotti si dimandano quadrati, i producenti, cioè quelli che si moltiplicano, si chiamano lati o radici; gli altri poi, che non nascono da numeri multiplicati in sé stessi, non sono altrimenti quadrati. Onde se io dirò, i numeri tutti, comprendendo i quadrati e i non quadrati, esser più che i quadrati soli, dirò proposizione verissima: non è così?

Simplicio – Non si può dir altrimenti.

Salviati – Interrogando io di poi, quanti siano i numeri quadrati, si può con verità rispondere, lor esser tanti quante son le proprie radici, avvenga che ogni quadrato ha la sua radice, ogni radice il suo quadrato, né quadrato alcuno ha più di una sola radice, né radice alcuna più d’un quadrato solo.

Simplicio – Così sta.

Salviati – Ma se io domanderò, quante siano le radici, non si può negare che elle non siano quante tutti i numeri, poiché non vi è numero alcuno che non sia radice di qualche quadrato; e stante questo, converrà dire che i numeri quadrati siano quanti tutti i numeri, poiché tanti sono quante le lor radici, e radici sono tutti i numeri: e pur da principio dicemmo, tutti i numeri esser assai più che tutti i quadrati, essendo la maggior parte non quadrati. E pur tuttavia si va la moltitudine de i quadrati sempre con maggior proporzione diminuendo, quanto a maggiori numeri si trapassa; perché sino a cento vi sono dieci quadrati, che è quanto dire la decima parte esser quadrati; in dieci mila solo la centesima parte son quadrati, in un milione solo la millesima: e pur nel numero infinito, se concepir lo potessimo, bisognerebbe dire, tanti essere i quadrati quanti tutti i numeri insieme.

Sagredo – Che dunque si ha da determinare in questa occasione?

Salviati – Io non veggo che ad altra decisione si possa venire, che a dire, infiniti essere tutti i numeri, infiniti i quadrati, infinite le loro radici, né la moltitudine de’ quadrati essere minore di quella di tutti i numeri, né questa maggior di quella, ed in ultima conclusione, gli attributi di eguale maggiore e minore non aver luogo ne gl’infiniti, ma solo nelle quantità terminate.”

Il ragionamento di Galileo può essere facilmente rappresentato con questo schema:

0   1   2   3   4     5…  n…
↨   ↨   ↨   ↨   ↨     ↨      ↨

0   1   4   9   16   25 …n2 …
Io penso che questa bellissima pagina possa essere letta e commentata in classe. Chissà quanti dei nostri alunni sarebbero d’accordo con Galileo! Questo scritto può servire per introdurre l’idea di infinito in matematica, la sua delicatezza, i suoi paradossi (una parte è uguale al tutto). Dopo Galileo la matematica ne ha fatta di strada anche sul concetto di infinito al quale ora i matematici applicano tranquillamente quegli attributi di “eguale maggiore e minore” che sembravano impossibili a Galileo.

Non per tormentare gli uditori, ma solo per mostrare le difficoltà del concetto, mi viene spontaneo domandare: che cosa vuol dire  che i numeri sono infiniti?

Le risposte diventano incerte e vaghe del tipo: non finiscono mai, si può sempre andare avanti, non c’è un numero più grande di tutti.

Proviamo allora a fare un po’ di chiarezza.

7.1  Che cosa vuol dire “essere infiniti”?

Quando un insieme è infinito? Ci possono essere infiniti diversi o tutti sono uguali?

La risposta è stata data nel 1887 da Richard Dedekind (1831-1916):

diciamo che un insieme  A  è infinito se possiamo metterlo in corrispondenza biunivoca con un suo sottoinsieme proprio (cioè diverso da A); altrimenti si dice finito.

«Con questa sua famosa definizione, Dedekind capovolse un modo di pensare millenario. Si era sempre definito l’infinito a partire dal finito, appunto come non-finito; ora, invece, è il finito che diventa il non-infinito» (Lombardo Radice, pag. 54). 

Con questa definizione si fissava definitivamente il campo di validità della affermazione euclidea: “il tutto è maggiore della parte”. Essa vale solo per gli insiemi finiti.
La definizione di Dedekind ha carattere generale e vale anche per insiemi “amorfi”, cioè privi di qualunque struttura.

Con essa possiamo anche stabilire se un insieme ha la stessa infinità di un altro oppure una infinità maggiore.

Il “numero” degli elementi di un insieme è la sua “cardinalità” o anche la sua “potenza”.

La cardinalità  (  di un insieme A è uguale alla cardinalità  (  di un insieme B se i due insiemi sono in corrispondenza biunivoca. La corrispondenza biunivoca richiede che elementi diversi di A abbiano corrispondenti diversi in B (proprietà iniettiva) e che ogni elemento di B sia il corrispondente di almeno un elemento di A (proprietà suriettiva).
La cardinalità ( di un insieme A è minore della cardinalità ( di un insieme B  se  A è in corrispondenza biunivoca con un sottoinsieme proprio di B, ma non con tutto B.

In base alla definizione di Dedekind i numeri naturali sono infiniti perché sono in corrispondenza biunivoca con il sottoinsieme proprio dei numeri pari:  f ( n ) = 2n. Ogni numero naturale ha come corrispondente il suo doppio, numeri naturali diversi hanno doppi diversi ed ogni numero pari è il corrispondente di un  numero naturale.
Quindi i numeri naturali ed i numeri pari hanno la stessa cardinalità infinita (o la stessa numerosità). 

Qui abbiamo il “primo scherzo dell’infinito”. Intuitivamente i numeri pari sono la metà dei numeri naturali. Ebbene, nell’infinito la metà  è uguale al tutto (nel senso della numerosità).

L’infinità dei numeri naturali è chiamata infinità (o potenza) del numerabile ed è indicata con il simbolo (0 (si legge Aleph zero, dove Aleph è la prima lettera dell’alfabeto ebraico).   
7.2  Un solo infinito o tanti?

Consideriamo l’insieme Z, insieme dei numeri interi relativi. Certamente anche lui è infinito dato che contiene un sottoinsieme infinito e cioè l’insieme dei numeri interi non negativi. L’infinità di Z sarà più grande? A prima vista sembrerebbe di si dato che ci sono anche gli infiniti numeri interi negativi. L’infinità di Z sembrerebbe doppia di quella di N.

Sembrerebbe, ma non è perché anche Z ha la stessa infinità di N come si vede facilmente in questa rappresentazione:

  0     1     2     3     4     5     6 ….2m         2m + 1

  ↕     ↕     ↕     ↕     ↕      ↕    ↕        ↕           ↕

  0    -1   +1   -2   +2    -3   +3 ….+m        -(m + 1)

Come si vede allo 0 è associato lo 0, ai numeri dispari sono associati i numeri negativi ed ai pari quelli positivi.

La biiezione f fra N e Z può essere scritta così: 

f(0) = 0;

se n > 0 è pari, cioè n = 2m allora  f(n) = f(2m) = + m; 

se n è dispari, cioè n = 2m + 1 allora  f(n) = f(2m + 1) = -(m + 1)

È il secondo scherzo dell’infinito: il doppio è “uguale” alla metà.

Abbiamo ancora un passo da fare: considerare la infinità di Q cioè dei numeri razionali. Qui siamo davanti a una situazione nuova.

L’ordinamento dei numeri razionali, oltre che totale, cioè possiamo sempre confrontare due numeri razionali per stabilire se sono uguali o quale è il maggiore, è anche denso, cioè fra due numeri razionali diversi esistono sempre infiniti numeri razionali maggiori del più piccolo e minori del più grande.

Allora nell’intervallo [0,1) ci sono infiniti numeri razionali; così nell’intervallo [1,2), ecc.

In altre parole, i numeri razionali ci si presentano come una infinità di infinità.

C’è da aspettarsi che questa infinità di infiniti faccia “esplodere” l’infinito e gli faccia compiere un salto di qualità o, per lo meno, lo faccia salire di un gradino. C’è da aspettarsi che l’infinità dei numeri razionali sia maggiore di quella dei numeri naturali.

Purtroppo le nostre legittime aspettative vanno deluse, ma è dovuto intervenire il genio di Cantor con il suo “primo metodo diagonale”.

I numeri razionali vengono disposti in una “enorme” (infinita) tabella mettendo nella prima riga tutti gli infiniti numeri razionali con denominatore 1, nella seconda quelli con denominatore 2 ecc. e poi si incomincia a passeggiare nella tabella andando su e giù e da sinistra a destra lungo le diagonali come è schematizzato nella seguente tabella.
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Tutti i numeri razionali vengono così allineati in una successione.

Il “primo pezzo” della successione è questo:
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Questa successione può essere messa in corrispondenza biunivoca con la successione dei numeri naturali come si intuisce da questo schema
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È il terzo scherzo dell’infinito: la somma di infiniti infiniti dello stesso livello è ancora un infinito dello stesso livello.

Cantor non si è fermato ai numeri razionali, ma ha considerato anche i numeri algebrici, cioè i numeri che sono soluzioni di equazioni a coefficienti interi. Essi comprendono tutti i numeri razionali e, per esempio, tutte le radici quadrate, le radici cubiche, ecc. Sono esclusi numeri famosi come  π, e, ecc.
Utilizzando le altezze delle equazioni, Cantor ha dimostrato che anche i numeri reali algebrici sono numerabili.

A questo punto si sarebbe fortemente tentati di dire che tutti gli insiemi numerici hanno la potenza del numerabile, È, però, il caso di pregare “non indurci in tentazione”. Fu ancora Cantor a dimostrare, nel dicembre del 1873, che i numeri reali hanno una potenza superiore a quella dei numeri naturali. L’ha fatto considerando i numeri reali compresi nel segmento (0,1) e mostrando che essi non possono essere disposti in una successione. Il suo metodo dimostrativo viene chiamato “secondo metodo diagonale di Cantor” e fa intervenire anche il ragionamento per assurdo.

I numeri reali hanno la “potenza del continuo” e il suo simbolo è (1.

L’infinità non riguarda solo gli insiemi numerici. Per esempio, l’insieme dei punti di una retta ha la potenza del continuo, come pure ogni segmento indipendentemente dalla sua lunghezza. Per esempio un segmento lungo 3 centimetri ed uno lungo 4 chilometri pour avendo misure diverse hanno lo stessa numerosità, cioè i loro punti sono “tanti…quanti”. 

In questo modo Cantor ha risolto completamente il problema che angosciava Galileo: anche per gli insiemi infiniti si può parlare di uguale, maggiore e minore. In questo caso abbiamo: (0 <   (1.

L’avventura di Cantor, e ormai anche nostra, con gli insiemi infiniti non termina qui.

Egli era convinto che l’insieme dei punti del piano avesse una infinità maggiore della potenza del continuo, che è l’infinità dei punti della retta, e che l’insieme dei punti dello spazio avesse una infinità maggiore di quella dell’insieme dei punti del piano, cioè pensava che l’infinità fosse legata alla dimensione: maggiore la dimensione, maggiore la infinità.

Nel 1877, però, dimostrò esattamente il contrario e cioè che i punti di un quadrato, di tutto il piano, di un cubo, di tutto lo spazio a tre dimensioni, di uno spazio a n dimensioni hanno tutti la potenza del continuo.

Cantor ne è rimasto come paralizzato, tanto che in una lettera a Dedekind del 29 giugno 1877 scrisse: «Lo vedo, ma non ci credo».

A questo punto sembra che l’edificio degli infiniti sia costituito da una villetta con un piano terreno (la potenza del numerabile) ed un primo piano (la potenza del continuo). I tentativi di costruire un “mezzanino”, cioè un insieme con una cardinalità intermedia, sono tutti falliti.

Valeva la pena di spendere così tanto tempo e di impegnare tante energie per costruire una semplice villetta?

Il solito Cantor, il mago degli infiniti, ha fatto vedere che l’edificio degli infiniti non è una villetta, ma un grattacielo con infiniti piani.

Egli, infatti, ha dimostrato un formidabile teorema:

se un insieme A ha cardinalità ( (finita o infinita), l’insieme di tutti i suoi sottoinsiemi P(A) ha cardinalità ( strettamente maggiore di (.

Si costruisce, così, una gerarchia di infiniti sempre più grandi.

Vi devo confessare che a me, personalmente, non “è dolce naufragar in questo mar”, come cantava Leopardi ne “L’infinito”, anzi, mi vengono le vertigini e perciò abbandono Cantor al suo destino (è morto in una clinica psichiatrica nel 1918).
Per concludere questo discorso sull’infinito vi propongo un “paradosso” chiamato l’albergo di Hilbert.
Un albergo ha infinite stanze singole e tutte sono occupate. Arriva un cliente abituale e facoltoso che chiede una stanza singola. Il portiere dice che non c’è posto, ma il direttore, subito interpellato, riesce a sistemare anche il nuovo cliente senza cacciare via nessuno. Come avrà fatto?

È semplice: sposta ogni cliente nella camera successiva liberando così la camera numero 1 nella quale sistema il nuovo cliente.

Il giorno dopo l’albergo è ancora pieno ed arriva un pullman con infiniti viaggiatori che chiedono di essere alloggiati. Al portiere vengono le vertigini, ma il direttore, uomo freddo, navigato e studioso di matematica, non si scoraggia e riesce a sistemarli tutti. Come?

Prega ogni cliente di spostarsi nella camera con il numero doppio di quella occupata. Si liberano così tutte le infinite camere contrassegnate da un numero dispari nelle quali sistema tutti i nuovi clienti.

CAPITOLO  8
LA GRAN VOGLIA DI PRIMEGGIARE ANCHE FRA I NUMERI
I numeri primi sono stati introdotti nella scuola elementare con i programmi del 1985. Per il “terzo, quarto e quinto anno” essi prevedono: “riconoscere i  numeri primi”. Le Indicazioni Nazionali (2004) per la scuola elementare ne fanno un cenno nel secondo biennio: “Riconoscere e costruire relazioni tra numeri naturali (multipli, divisori, numeri primi,…)”. Le Indicazioni per il curricolo (2007) li ignorano completamente nella scuola elementare. I programmi del 1979 per la scuola media parlano di “scomposizione in fattori primi”, mentre le Indicazioni Nazionali (2004) per il primo biennio della scuola secondaria di primo grado, prevedono “i numeri primi” (prima colonna) e “scomporre in fattori primi un numero naturale” (seconda colonna). Anche le Indicazioni per il curricolo (2007) per la scuola media chiedono di “ scomporre numeri naturali in fattori primi e conoscere l’utilità di tale scomposizione per diversi fini”.
I numeri primi, a partire dall’antica Grecia, hanno sempre esercitato un fascino irresistibile su matematici professionisti e dilettanti. Essi non sono mai passati di moda, anzi, hanno attraversato tutta la storia della matematica rimanendo sempre sulla cresta dell’onda. Ai numeri primi vengono continuamente dedicati interi libri. Ricordo gli ultimi due usciti in italiano: 
Jean-Paul Delahaye, Stupefacenti numeri primi. Viaggio nel cuore dell’aritmetica, Ghisetti e Corvi, 2004; 
Marcus Du Sautoy, L’enigma dei numeri primi, Rizzoli, 2004. 

Veramente si può dire che “i numeri primi sono un mondo affascinante e  misterioso per grandi e piccini”. Scrive Martin Gardner, nel capitolo 9 del Volume 5° di “Enigmi e giochi matematici”: “Nessun ramo della teoria dei numeri è più saturo di mistero e di eleganza dello studio dei numeri primi: quegli esasperanti numeri interi ribelli che rifiutano di essere esattamente divisi da qualsiasi altro numero intero eccetto se stessi e 1. Alcuni problemi  concernenti i numeri primi sono così semplici che può capirli anche un bambino e tuttavia sono così profondi e lontani dalla soluzione che molti matematici ormai temono che possano non avere soluzione. Forse essi sono “indecidibili”. Forse la teoria dei numeri, come la meccanica quantistica, ha il suo principio di indeterminazione che obbliga, in certe zone, a abbandonare l’esattezza per una formulazione probabilistica”. 
8.1 – Le definizioni

Che cosa sono i  numeri primi? 
Una prima definizione la troviamo nel libro VII degli Elementi di Euclide:
“Numero primo è quello che è misurato [diviso] soltanto dall’unità”.

Per capire la definizione bisogna tenere presente che Euclide non considera un numero divisibile per se stesso e, quindi, ha a disposizione solo l’unità. La quale non è un numero, ma poco coerentemente, è considerata divisore di un numero. E’ ovvio che l’unità, non essendo un numero, non può essere un numero primo.
Una seconda definizione è quella data da Gardner poco sopra:

“Un numero è primo quando è divisibile solo per se stesso e per 1”. E’ ovvio che con questa definizione 1 è un numero primo.
Una terza definizione, preferita dai matematici, è la seguente:

un numero naturale  p  è primo quando p > 1 ed ha esattamente due divisori ( 1 e p ).

Con questa definizione, ovviamente, 1 non è un numero primo. 

Collegata con questa vi è la definizione di numero composto: è un numero maggiore di 1 e che ha più di due divisori.

Equivalente alla terza definizione è la seguente:

“Un numero naturale è primo quando ha esattamente due divisori diversi fra loro”. 
Anche con questa definizione 1 non è un numero primo.

Conviene o non conviene considerare 1 come numero primo?

Io preferisco non considerarlo numero primo per motivi estetici. Per i numeri primi, infatti, vale quella che possiamo chiamare “la legge del due”:

 i numeri primi hanno solo due schieramenti (lo si può vedere in seconda);

 i numeri primi compaiono solo due volte nella tabella della moltiplicazione (lo si può vedere in terza);

 i numeri primi sono multipli solo di due numeri: 1 e se stessi (lo si può vedere in terza);

 i numeri primi hanno solo due divisori (lo si può vedere in quarta).

Il numero 1 non verifica nessuna di queste condizioni.

Ci sono anche motivazioni matematiche che sconsigliano di inserire 1 fra i numeri primi, ma non voglio soffermarmi su di esse.
8.2 - A che cosa servono i numeri primi? 
Una prima risposta risale ad Euclide e riguarda solo la funzione dei numeri primi all’interno del mondo dei numeri naturali. Ora questa risposta passa sotto il nome di  Teorema fondamentale dell’aritmetica:
ogni numero naturale maggiore di uno o è primo o è il prodotto, in un solo modo, di numeri primi, se si prescinde dalla commutatività del prodotto.

Con un linguaggio un po’ folkloristico possiamo esprimere questo fatto dicendo che i numeri primi sono i mattoni con i quali, usando come cemento la moltiplicazione, si costruiscono gli altri numeri.

Una seconda risposta è stata trovata in tempi recenti e riguarda il mondo extra matematico, il mondo della nostra vita quotidiana; riguarda, udite! udite!, la nostra sicurezza.
Il capitolo 10 del volume di Du Sautoy prima ricordato, ha come titolo: “Scomporre numeri e decifrare codici”. Mi piace riportarne un breve brano. “Oggi la fattorizzazione dei numeri – la loro scomposizione nei numeri primi da cui sono formati -  non è più un passatempo per pomeriggi domenicali, ma sta al cuore delle moderne tecniche di decifrazione dei codici. I matematici hanno escogitato un modo per collegare il difficile problema della fattorizzazione ai codici che proteggono le finanze di tutto il mondo su Internet”.

Un qualunque libro recente di crittografia descrive il nuovo destino dei numeri primi.
8.3 - Quanti sono i numeri primi?

Sappiamo tutti che sono infiniti e possiamo anche ripetere la dimostrazione data da Euclide più di duemila anni fa. Euclide ha ragionato in questo modo.

Supponiamo che i numeri primi non siano infiniti, ma in numero finito. Se anche sono tantissimi li possiamo sempre disporre in una successione crescente: 2, 3, 5, 7,…, p. 

Quest’ultimo numero è il più grande dei numeri primi. Ora, sfruttando la moltiplicazione e l’addizione, costruiamo un nuovo numero:  

n = (2 ×3 × 5 × 7 × …× p) + 1.

Questo numero  n  è maggiore di  p, che è il più grande dei numeri primi della nostra successione, e, quindi, non può essere primo. Allora sarà composto. Per il teorema fondamentale dell’aritmetica dovrà essere il prodotto di numeri primi, cioè dovrà essere divisibile per qualche numero primo. Ora  n  non è divisibile per nessuno dei numeri primi della nostra successione: non è divisibile per 2 perché questa divisione ha come resto 1; non è divisibile per 3 per lo stesso motivo; non è divisibile per 5, per 7, per p sempre per lo stesso motivo. Allora ci deve essere qualche numero primo che divide n e non fa parte della nostra successione. 
Conclusione: i numeri primi sono infiniti.

E’ proprio vero quello che scriveva, a proposito di questa dimostrazione, il matematico inglese Godfrey H. Hardy (1887-1966): “ essa conserva la freschezza e l’importanza di quando è stata scoperta: 2000 anni non vi hanno lasciato una ruga”. Davvero il mondo dei numeri primi è affascinante. 
8.4 – Alcuni  misteri dei numeri primi
Riporto due problemi sui numeri primi che possono essere enunciati anche nella scuola elementare.
Il primo va sotto il nome di Congettura di Cristian Goldbach (1690-1764). Giocando con i numeri egli si era accorto che poteva scrivere i numeri pari maggiori di 2 come somma di due numeri primi:

4 = 2 + 2; 6 = 3 + 3; 8 = 3 + 5; 10 = 5 + 5; 12 = 7 + 5; 14 = 7 + 7; 16 = 11 + 5; 18 = 11 + 7;  ecc.

Avendo provato con moltissimi numeri pari ed essendo sempre riuscito a scriverli come somma di due numeri primi, lanciò l’idea che “ogni numero pari maggiore di 2 si può scrivere come somma di due numeri primi”. Correva l’anno 1742. I tentativi di dimostrazione di Golbach e del suo amico Eulero (1707-1783), al quale egli aveva sottoposto il problema, non sortirono l’effetto sperato. Molti altri matematici hanno speso tempo ed energie  nel tentativo di  dimostrare l’affermazione di Goldbach, ma, almeno finora, senza alcun risultato. Il bello, però, è che nessuno, finora, è riuscito a smentirla. Il problema è ancora irrisolto a più di 200 anni dalla sua formulazione.

Questa storia, con qualche eventuale abbellimento ed il coinvolgimento diretto dei bambini nel ricercare le coppie di numeri primi, merita di essere raccontata in una quinta elementare, e a maggior ragione nella scuola media, sia perché i bambini, usando il crivello di Eratostene (276-194), possono ripetere, in piccolo, l’esperienza di Goldbach, sia perché serve a “smitizzare” la matematica, a far vedere i suoi lati deboli, la sua umanità.

Abbiamo nominato il crivello di Eratostene. E’ facile costruirlo come quadrato 10 x 10 con i numeri che vanno da 0 a 99. Poi si procede così:

· si cancellano 0 e 1 che non sono numeri primi;

· si cerchia il primo numero non cancellato, cioè il 2, e si cancellano tutti i multipli di 2;

· si cerchia il primo numero dopo il 2 non cancellato, cioè il 3, e si cancellano tutti i multipli di 3;

· si prosegue in modo analogo fino al numero 7 che è il più grande numero primo il cui quadrato è minore di 99

· si cerchiano tutti gli altri numeri non cancellati.

I numeri primi sono quelli cerchiati. 
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Il secondo va sotto il nome di Congettura sui numeri primi gemelli.

Si chiamano gemelli le coppie di numeri primi che differiscono di 2 come (3,5), (5,7), (11,13), (17,19), (29,31), ecc. In quinta elementare i bambini, guidati dall’insegnante, possono scoprire non solo l’esistenza dei numeri primi gemelli, ma anche, contemplando il crivello di Eratostene, il loro andamento irregolare e la tendenza a diventare rari man mano che si procede nella successione numerica. Per esempio, fra 1 e 10 ci sono due coppie di numeri primi gemelli, come anche fra 10 e 20; per trovare la prossima bisogna aspettare (29,31) e così di seguito. In tutto fra 1 e 100 ci sono 8 coppie di numeri primi gemelli. Nella scuola media, usando la tabella dei numeri primi, che di solito i testi riportano alla fine, i bambini trovano conferma sia dell’andamento irregolare dei numeri primi gemelli, sia della loro “rarefazione”. Per esempio fra 9000 e 10000 ci sono solo 12 coppie di numeri primi gemelli. D’altra parte, utilizzando potenti calcolatori, sono stati trovati numeri primi gemelli grandissimi come (1 000 000 009 649, 1 000 000 009 651). Il problema, che può nascere come una curiosità, è di sapere quanti sono i numeri primi gemelli. 
Essi si trovano stretti fra l’incudine dei numeri primi, che sono infiniti, ed il martello dei “numeri primi trimelli” (il termine trimello non è matematico), cioè terne di numeri primi che differiscono di due come (3,5,7). Questa è l’unica terna di trimelli.

I numeri primi gemelli saranno infiniti come i numeri primi oppure ad un certo punto cesseranno completamente? 

Con il cuore i matematici dicono che sono infiniti, ma con la ragione devono confessare la loro ignoranza dato che tutti i tentativi di dimostrare l’infinità dei gemelli sono falliti.

ESERCIZI

1 – La somma di due numeri primi è sempre un  numero primo? Non è mai un  numero primo? Può essere un  numero primo?

2 – Il prodotto di due numeri primi può essere un numero primo? Perché?

3 – Considerando, per l’occasione, 1 come numero primo costruire un quadrato magico di ordine tre e costante magica 111 utilizzando solo  numeri primi (mettere 37 nella casella centrale).

4 – Se p  e  q  sono numeri primi, che cosa si può dire di  p x q + 1 e p2 + q2 +1?

5 – Se un numero è primo in base dieci, è primo in qualunque altra base che si utilizza per scrivere i  numeri?

6 – Ricostruire la seguente operazione sapendo che le cifre rappresentano numeri primi: 

        * * *   

  ______ *

     * * * *                                                                              
CAPITOLO  9
ROMPIAMO ANCHE I  NUMERI: LE FRAZIONI
La parola “frazione” deriva dal latino “frangere” che significa rompere. Anche i numeri, quindi, vengono “rotti”. Le frazioni, come anche i numeri razionali, venivano chiamati “numeri fratti” o “numeri rotti”.

Questo ultimo capitolo sarà diverso dai precedenti: molto più sintetico per non dire scheletrico.
Dò subito alcune indicazioni bibliografiche.

1 – M. Ferrari, I mondi numerici del primo ciclo scolastico: teoria – didattica – storia, Quaderno Didattico N. 20, Centro Ricerche Didattiche Ugo Morin, 2006, capitoli nono e decimo

2 – M. Ferrari, Dalle frazioni ai numeri razionali: come e perché, IMSI, novembre – dicembre 1999
Per lo studio dei numeri decimali.

3 – Bonotto C., Uno studio sul concetto di numero decimale e di numero razionale, IMSI,  Vol. 15  N. 5, maggio 1992.

4 - Bonotto C., Origini concettuali di errori che si riscontrano nel confrontare numeri decimali e frazioni, IMSI,  Vol. 16  N. 1, gennaio 1993.

5- Bonotto C., Sul modo di affrontare i numeri decimali nella scuola dell’obbligo, IMSI, Vol. 19 A  N. 2, marzo 1996.

6 – Basso M.-Bonotto C., Una esperienza didattica di integrazione tra realtà extrascolastica e realtà scolastica riguardo ai numeri decimali, IMSI, Vol. 19 A, N. 5 settembre 1996.

7 – Bonotto C.- Baccarin R.- Basso M.- Feltresi M., Studi esplorativi sull’emergere dell’oggetto “numero decimale” attraverso l’uso del righello, pubblicato nel volume Mala N.A – Marchini C. – Navarra G. – Tortora R., Processi innovativi per la matematica nella scuola dell’obbligo, Pitagora, 2002.
8 – Ferrari M., I numeri decimali, IMSI, Vol. 15, N. 3, marzo 1992;  Vol. 15, N. 5, maggio 1992; Vol. 15, N. 7, luglio 1992; Vol. 15, N. 9, settembre 1992.

9.1 - FRAZIONI E NUMERI DECIMALI: PRIMA L’UOVO O LA GALLINA?

Cosa dicono i programmi.

Programmi 1985: ambedue nel secondo ciclo
Indicazioni Moratti (2004): bisogna interpretare.
primo biennio (tema: la misura): sottomultipli delle unità di misura: sono le frazioni decimali?
secondo biennio: frazioni e  numeri decimali
Indicazioni Fioroni (2007) che sono ora in vigore:entro la terza: numeri decimali con addizione e sottrazione (da dove nascono e come? ci saranno prima le frazioni decimali?);
entro la quinta: frazioni e numeri decimali.
Problemi didattici

Problema 1 : quando introdurre le frazioni? in terza o in quarta?
Problema 2: introdurre prima le frazioni ordinarie (1/2; 2/3, ecc) come operatori, oppure le frazioni decimali sfruttando il righello , le misure, gli euro, oppure contemporaneamente?
Problema 3: quando introdurre i numeri con virgola, come scrittura abbreviata delle frazioni decimali, e in che modo?
9.2 – ASPETTI  TEORICI
1 – Che cosa sono le frazioni dal punto di vista matematico?

Sono coppie ordinate (a, b) di numeri interi relativi (per la primaria solo numeri naturali) con         b > 0. Sul numeratore  a  non si pone nessuna condizione: potrebbe essere negativo, uguale a zero, maggiore di zero, minore del denominatore, uguale o maggiore del denominatore.
La conseguenza è che dal punto di vista della teoria non ha nessuna rilevanza la distinzione delle frazioni in proprie, improprie, apparenti. Dal punto di vista didattico, invece, sono distinzioni che possono essere mantenute.
2 – Che cosa sono le frazioni decimali?

Sono le frazioni che hanno al denominatore una potenza di 10, cioè sono frazioni del tipo a/10n con n numero naturale qualunque. 
Conseguenza: siccome può essere  n = 0, oppure il numeratore multiplo del denominatore, i numeri naturali ed interi relativi sono frazioni decimali. Le frazioni decimali vengono anche chiamati  numeri decimali finiti o limitati.
3 – Che cosa sono i numeri con la virgola?

Sono un modo diverso, economico ed utile di scrivere le frazioni decimali. Sono un modo utile perché con essi è facile eseguire le operazioni. Basta ricordare che nessun programma delle elementari chiede di fare le operazioni con le frazioni, ma tutti richiedono di eseguire le operazioni con i numeri con virgola, chiamati normalmente numeri decimali. I numeri con virgola sono nominati esplicitamente solo nei programmi del 1985.

Nei  numeri con virgola si distingue una parte intera ed una parte decimale. Il numero delle cifre decimali si chiama “Ordine” del numero con virgola ed è determinato dall’esponente del denominatore della frazione decimale.
4 – Attenti alle definizioni!
Frazione propria.

Di solito si dice che una frazione è propria quando il numeratore e’ minore del denominatore.
Se ne dovrebbe concludere che le frazioni con numeratore 0 sono proprie. In realtà sono apparenti perché 0 è multiplo di ogni numero. Conclusione: le frazioni proprie sono quelle che hanno numeratore minore del denominatore, ma maggiore di zero.
Frazione impropria. 
Di solito si dice che una frazione è impropria quando  il suo numeratore e’ maggiore del denominatore. 
E se il numeratore è anche  multiplo del denominatore? Per tradizione diciamo che in questo caso la frazione è apparente. Ma allora le frazioni apparenti sono un sottoinsieme di quelle improprie? E dove mettiamo le frazioni con numeratore uguale al denominatore, che per tradizione chiamiamo apparenti?
Possibile via di uscita. Se non vogliamo mettere le apparenti fra le improprie dobbiamo definire le improprie quelle frazioni con numeratore maggiore del denominatore, ma non multiplo di esso.

Frazione apparente. 
Sono quelle nelle quali il numeratore è multiplo del denominatore (e bisogna ricordare che 0 è multiplo di ogni numero e che ogni numero è multiplo di se stesso).
Con le definizioni presentare l’insieme delle frazioni si suddivide in tre sottoinsiemi disgiunti.
Osservazione 15
Le frazioni nella pratica didattica nascono come frazioni proprie perché ha senso suddividere una certa grandezza in un certo  numero di parti uguali e considerarne alcune. Non ha molto senso considerarle tutte o addirittura un numero maggiore. Il passaggio, quindi, dalle frazioni proprie alle altre è molto delicato e va studiato bene.
Osservazione 16
In queste definizioni intervengono sempre e solo coppie di numeri (numeratore e denominatore) ed e’ giusto vista la natura delle frazioni.
5 – FRAZIONI EQUIVALENTI
Sui libri di testo si trovano definizioni diverse e non sempre esatte. Un esempio per tutti.
Testo della Flaccavento: due frazioni si dicono equivalenti se, operando con esse su una stessa grandezza, si ottengono grandezze congruenti.
Che si ottengano “grandezze congruenti” è chiaramente falso. E se opero su numeri o su insiemi di oggetti?
Qui i due numeri protagonisti delle frazioni sono scomparsi.
Non e’ meglio, non e’ più coerente rimanere nella casa dei numeri facendo intervenire la  moltiplicazione in croce? 
La definizione e’ la seguente:  a/b è equivalente a  c/d  se e solo se  ad = bc.
Con questa definizione assume significato anche la regola del moltiplicare o dividere numeratore e denominatore per uno stesso numero diverso da zero per ottenere frazioni equivalenti ad una frazione data.
Inoltre ci si libera dalla schiavitù verso l’intero.
6 – A CHE COSA SERVONO LE FRAZIONI EQUIVALENTI.

Qualche sprazzo dai programmi.
Elementari
1985: niente; 2004: niente;  2007: conoscere il concetto di frazioni equivalenti.
Medie
1979: dalle frazioni ai numeri razionali; 2004: riconoscere frazioni equivalenti;
2007: utilizzare frazioni equivalenti per denotare uno stesso numero razionale.
La risposta dei matematici.
Il punto di partenza è il mondo F delle frazioni. In esso introduciamo una
operazione di addizione:  a/b + c/d = (ad + bc)/bd
Essa è binaria, interna, commutativa, associativa
esiste elemento neutro: è la frazione 0/1. Infatti  a/b + 0/1 = a/b
Siccome il numeratore può essere negativo c’e’ da aspettarsi che di ogni frazione esista una opposta, cioè che data  a/b  esista c/d tale che    a/b + c/d = 0/1.  E’ vero?
Facciamo un esempio. Data  3/4  chi è la sua opposta?
La candidata è:  -3/4.  Se facciamo i conti secondo la definizione data,  otteniamo  0/16  che e’ diversa da 0/1. Quindi non esistono gli opposti additivi.
Una sconfitta dei  matematici  inflitta con le proprie mani?  Sembrerebbe di sì, ma …
Idea geniale e parola d’ordine: compattare le frazioni, rinchiuderle in scatole, metterle in classi. Per farlo i matematici hanno introdotto la relazione di equivalenza tra frazioni.
RELAZIONE DI EQUIVALENZA TRA FRAZIONI:

a/b  è  equivalente a  c/d se e solo se  ad = bc.

Questa e’ una relazione di equivalenza in senso tecnico perché gode delle proprietà
riflessiva
simmetrica
transitiva
Nascono allora le classi di equivalenza: ognuna e’ formata da infinite frazioni fra loro equivalenti. 
Questo è un fenomeno che succede spesso in  matematica.
Per esempio: la relazione di parallelismo in senso lato fra le rette del piano è una relazione di equivalenza. Le classi di equivalenza sono un nuovo oggetto matematico cioè la direzione di una retta.
Altro esempio. Nell’insieme dei segmenti del piano introduciamo la relazione di congruenza. Essa è una relazione di equivalenza. Le classi di equivalenza sono un nuovo oggetto matematico cioè la lunghezza del segmento.
E qui nel nostro caso?

Ogni classe di equivalenza è un  nuovo oggetto matematico, è un numero razionale. E’ nato un nuovo mondo numerico: il mondo Q dei numeri razionali.

In questo mondo tutto e’ a posto, anche gli opposti: infatti
a/b + -a/b = [ab + (-ab)] /b2 = 0/b2.

Ma  0/b2  è nella stessa classe di  0/1. Quindi siamo a posto.

Discorso analogo vale per gli inversi moltiplicativi.

La fatica e’ stata notevole, ma abbiamo costruito un mondo, non ancora perfetto, ma bello e ricco.

I matematici, che hanno una spiccata vocazione agreste, lo chiamano: campo dei numeri razionali.

Nasce, però, un problema di scrittura. Siccome ogni numero razionale è una classe di infinite frazioni equivalenti come facciamo a scrivere un numero razionale? Semplice: si ricorre ai rappresentanti. Ogni frazione della sua classe può essere scelto come rappresentante, ma di solito si sceglie il “capostipite” cioè la frazione ridotta ai minimi termini.
ESEMPI
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Non è molto praticata nella attività in classe, ma possiamo anche costruire la tabella delle frazioni

La tabella della frazioni


• Nella diagonale ci sono solo frazioni apparenti

• Nella prima riga, esclusa la prima casella, ci sono solo unità frazionarie in ordine decrescente

• Nella prima colonna ci sono solo frazioni apparenti in ordine crescente

• A destra in alto della diagonale ci sono solo frazioni proprie

• A sinistra in basso della diagonale ci sono solo frazioni improprie e frazioni apparenti
• Nella tabella si possono individuare le frazioni equivalenti di frazioni date; a titolo esemplificativo sono state cerchiate le frazioni equivalenti ad 1/2 (tutte proprie)  e a 2/1 ( tutte improprie): sarà interessante scoprire eventuali regolarità nella loro distribuzione in tabella.
7 – CONFRONTARE E ORDINARE LE FRAZIONI

I programmi delle elementari:
1985: confrontare e ordinare le frazioni più semplici utilizzando opportunamente la linea dei numeri.
2004: confrontare e ordinare le frazioni più  semplici utilizzando opportunamente la linea dei numeri.
2007: rappresentare i numeri conosciuti sulla retta
I programmi delle medie

2004: confronto tra  numeri razionali

2007: eseguire … confronti … tra frazioni e numeri decimali
La prassi didattica (scuola elementare e media): le tre situazioni
Frazioni con lo stesso denominatore.  
Frazioni con lo stesso numeratore.  
Frazioni con numeratore e denominatore diverso: varie possibilità
· se si conoscono le frazioni equivalenti: trasformare le due frazioni in frazioni equivalenti con lo stesso denominatore.  E se non si conoscono?
· se si conoscono i numeri decimali: dividere il numeratore per il denominatore e confrontare i risultati.  E se non si conoscono?
La risposta semplice dei matematici (già vista nel capitolo 6).
CAPITOLO 10
FINALE SUI PROBLEMI
I problemi sono sempre un “problema” nell’insegnamento della matematica. Voglio dare alcune indicazioni bibliografiche accessibili ed alcuni esempi di problemi aritmetici.

Alcuni articoli pubblicati sulla rivista “L’Insegnamento della Matematica e delle Scienze Integrate” a partire dagli anni novanta.

R. Zan, I modelli concettuali di “Problema” nei bambini della scuola elementare, Parte prima, vol. 14 (1991) N. 7; Parte seconda, N. 9; Parte terza, vol. 15 (1992) N. 1.

N. Malara, Il problema come mezzo per promuovere il ragionamento ipotetico e la meta conoscenza, vol. 16 (1993) N. 10:

M. Tonelli, R. Zan, Il ruolo dei comportamenti metacognitivi nella risoluzione dei problemi, Vol. 18 A (1995), N. 1;

B. D’Amore e altri, La ri-formulazione dei testi dei problemi scolastici standard, vol. 18 A, N. 2

Alcuni libri sui problemi.

F. Ferri, Apprendimento per problemi nella scuola elementare, Rapporto tecnico N. 14, comune di Modena, 1989

A. Martelli e altri, I problemi nella pratica didattica, Franco Angeli 1993

B. D’Amore, Problemi. Pedagogia e psicologia della matematica nelle attività di problem solving, Franco Angeli, 1993.

C. Colombo Bozzolo, A. Costa e C. Alberti (a cura di), Nel mondo della matematica, Vol. 1, Situazioni problematiche per alunni dai 6 agli 8 anni; Vol. 2, Situazioni problematiche per alunni dai 9 agli 11 anni, Erikson, 2005.

C. Colombo Bozzolo, M. Ferrari, Problemi di matematica per la prima e seconda elementare, Quaderno didattico N. 17, Centro Morin, 2001

C. Colombo Bozzolo, M. Ferrari, Problemi di matematica per la terza – quarta e quinta elementare, Quaderno didattico N. 18, Centro Morin, 2002.

ESEMPI DI PROBLEMI

I problemi proposti sono adatti alla prima ed alla seconda elementare.
Problemi tratti dall’articolo: M. Ferrari (a cura di), Insegnare matematica in prima elementare, parte seconda, IMSI, Vol.27 A N. 2 marzo 2004.

Problema 1
La maestra incarica Eugenio di contare gli alunni della prima A e Rolando di contare gli alunni della prima B. Eugenio impiega 5 minuti per svolgere il suo compito mentre Rolando ne impiega 7. Sono di più gli alunni della prima A o della prima B? 

Non è escluso che i bambini si lascino ingannare dal tempo impiegato. Si può impiantare una discussione per arrivare alla conclusione che non si può dare una risposta perché Rolando potrebbe essere più lento nel contare, oppure che li ha contati due volte per essere sicuro del risultato.

Problema 2

Martina conta con cura gli oggetti racchiusi nel suo astuccio: sono 12. Poi li porta alla maestra per farglieli vedere. La maestra li prende e li sparpaglia ben distanti sulla sua ampia scrivania. Poi domanda a Martina: quanti sono ora i tuoi oggetti?

E’ probabile che, se il problema è vissuto realmente in classe, Martina, per rispondere, si metta a contare ancora i suoi oggetti. Le esperienze, in proposito, sono numerose. Si può impiantare una discussione collettiva per cercare una strada più economica per rispondere.

Problema 3

Mario conta le sedie della classe, che sono in numero pari, ad una ad una iniziando dalla prima fila; Maddalena, per fare più in fretta, le conta a due a due incominciando dall’ultima fila. Arriveranno allo stesso risultato? Perché?

Questo problema serve per far intuire che il numero degli oggetti è indipendente dal modo con cui li si conta e dall’ “unità di misura” scelta per contare.

Problema 4

Le case delle strade sono numerate. In un lato ci sono i numeri pari e nell’altro i numeri dispari. Adriano abita al  numero 14. Vuol dire che prima della casa di Adriano ci sono altre 13 case? Perché?

Questo problema potrebbe essere dato dopo aver eseguito effettivamente un percorso lungo una strada ed aver osservato i numeri sulle porte delle case. Le opinioni saranno diverse ed anche le giustificazioni. Si possono sottoporre a verifica andando a controllare dove sono messi i numeri civici, se ogni casa ne ha uno solo oppure più di uno (uno per ingresso), se i numeri si susseguono per due su ogni lato o se sono stati  fatti dei salti per poter inserire numeri di future case, ecc.

Problema 5

Un gruppo di bambini decide di giocare a nascondino. Per stabilire il bambino che dovrà indovinare il nascondino degli altri Giorgio pronuncia il numero 15 e Loredana si mette a contare i bambini del gruppo: uno,due, tre… Quando pronuncia il numero 15 è arrivata a Francesco. Quanti sono i bambini del gruppo? Esattamente 15? Di più o di meno? Perché?

[Tutte tre le risposte possono essere esatte. Per poter rispondere i bambini devono conoscere il gioco del nascondino e che il numero che viene pronunciato all’inizio è un numero a caso. Questo problema rivela un uso sociale del conteggio e fa intuire che l’ultimo numero pronunciato non sempre indica la quantità di oggetti del gruppo che viene contato.]

Interessanti sono anche i problemi 1 e 5 del Quaderno Didattico N. 17.

Problemi tratti dall’articolo: M. Ferrari (a cura di), Insegnare matematica in prima elementare, parte terza, IMSI, Vol.27 A N. 4 luglio 2004.

Problema 1

Nella classe prima A i maschi sono 7 e le femmine 10. Sono di più i maschi o le femmine? Quanti di più?

Non  si richiede nessuna operazione. Traducendo la situazione in due colonne si ha una risposta immediata alla prima domanda. Con il conteggio si risponde anche alla seconda.

Problema 2
Nella prima B i maschi sono 12 e le femmine sono 3 in meno. Quante sono le femmine?

Basta disegnare la colonna dei maschi, tirare una riga che esclude gli ultimi 3 quadretti e disegnare la colonna delle femmine.

Problema 3 
Andrea ha 5 anni, sua sorella Agnese ne ha 2 in più, mentre il fratello Pietro ha 10 anni. Quanti anni ha Agnese? Dei tre chi è il più giovane? Chi è il più anziano?

Il disegno delle colonne ed il conteggio permettono di dare le risposte. La difficoltà potrebbe riguardare la conoscenza del significato delle espressioni “più giovane” e “più anziano”.

Problema 4
Quanti sono i numeri minori di 7? Scrivili. Quanti sono quelli maggiori di 7? Li puoi scrivere tutti? Perché?

I primi sono 7 ( non bisogna dimenticare lo zero ): gli altri sono infiniti.

Problema 5
Oggi è il 16 dicembre. Fra 3 giorni finiscono le scuole. Che giorno sarà? Fra quanti giorni sarà Natale? 6 giorni fa che giorno era? Metti in ordine crescente i numeri che hai trovato.

E’ un problema abbastanza complesso. Il calendario aiuta molto a risolverlo.

Problema 6

Quante domeniche ci possono essere al massimo in un mese? Perché?

Le difficoltà possono nascere dalla espressione “al massimo”. Se ne discute con i bambini per appurarne il significato. Prima di risolvere il problema conviene esplorare il calendario e contare le domeniche di ogni mese. Spiegare il perché è più difficile. Si possono fare delle congetture del tipo: supponiamo che la domenica sia il primo giorno del mese. Che giorno sarà la seconda domenica? E la terza? Ecc. Si può anche continuare con : supponiamo che la domenica sia il 2. Quando sarà la seconda? Ecc.

Problema 7

Chi è il più vecchio della nostra classe? Perché. E il più giovane? Perché?

Per risolvere il problema bisogna aver fatto la tabella del “Quando siamo nati” con anno, mese e giorno. E’ una buona occasione per spiegare che cosa significa essere più vecchio ed essere più giovane.

Problemi tratti dall’articolo: M. Ferrari (a cura di), Insegnare matematica in prima elementare, parte quarta, IMSI, Vol.29 A, N. 2  marzo 2006.

Problema 1

Micino nero si trova nella tana 3 e Gattina bianca nella tana 9. Quanti passi deve fare Micino nero per raggiungere Gattina bianca? Rispondi e dillo con i numeri.

Quando si parla di passi si intendono di lunghezza 1.  Per visualizzare il problema si possono disegnare sulla linea dei numeri le tane con i rispettivi animali.

Problema 2

Gattina bianca si trova nella tana 10. Da dove può partire Micino nero per raggiungere Gattina bianca? Quanti passi deve fare ogni volta? Rispondi e dillo con i numeri.

 Questo problema è legato alla linea dei numeri senza numeri dopo il 10. Qui i passi possono avere una lunghezza qualunque. 

Altri problemi interessanti si possono dare utilizzando il calendario che è il prototipo naturale della linea dei numeri.

Problema 3

Oggi è lunedì 7 novembre. Fra 6 giorni che giorno sarà? Rispondi e dillo con i numeri.

Si può rispondere semplicemente contando, senza fare operazioni. Il conteggio, per rispettare il senso del problema, deve partire da 8. L’operazione è 7+6. Interpretata sulla linea dei numeri si parte da 7 e si fanno 6 passi verso destra, esattamente come si fa contando partendo da 8.

Problema 4

Oggi è il 14 aprile. Quanti giorni mancano alla festa del 25 aprile? Rispondi e dillo con i numeri.

Problema 5

Nella tabella della addizione come si passa da 3 a 7?

Le risposte saranno standard: facendo 4 passi verso destra oppure “aggiungendo 4”. Meno immediato il seguente

Problema 6

Nella tabella come si passa da 3 a 13?

Le risposte saranno diverse: contando da 3 fino a 13; andando diritto nella riga dopo; aggiungendo 10. Quest’ultima è la spiegazione matematica della risposta precedente.

Le macchine
L’addizione è una operazione binaria. Questo fatto è ben sottolineato dall’uso della “macchine” a due entrate e a una uscita. Si possono costruire fisicamente le macchine dell’addizione o semplicemente disegnarle e svolgere l’attività sotto forma di problemi.

Problema 7

Nella macchina entrano i numeri 5 e 9. Che numero uscirà?

Problema 8
Giacomo e Giovanni stanno giocando con la macchina dell’addizione. Giacomo fa entrare il numero 6; Giovanni, invece, piega il biglietto e non fa vedere il suo numero. La macchina, però, lo legge e fa uscire il numero 18. Quale numero era scritto sul biglietto di Giovanni?

Il problema si traduce nella frase aperta: 6 + x = 18. E’ una equazione di primo grado che si può risolvere per tentativi o semplicemente con il conteggio.

Problema 9
Pietro e Paolo scrivono in segreto il loro numero sul foglietto. La macchina li legge e fa uscire il numero 13. Quali numeri potevano essere scritti sui foglietti dei due amici?

Il problema si traduce nella frase aperta: x + y = 13 dove le incognite sono gli addendi. Le possibili soluzioni sono 14 tante quante sono le coppie di numeri amici del 13.

Ogni allievo farà la sua congettura e poi, collettivamente, si passa alla verifica.

Il robot Giuseppe.
Una attività interessante e divertente con l’addizione è quella dei numeri amici soprattutto utilizzando il Robot Giuseppe. Per tutto questo rimando al Quaderno N.1 Aritmetica, del Centro Morin, pag. 50-51.

Qui si scoprono i numeri pari e i numeri dispari: sono pari i numeri che hanno una coppia di numeri amici uguali, dispari gli altri; si conferma la proprietà commutativa dell’addizione; si trova che le coppie di numeri amici del numero n sono n+1. (Ovviamente n sarà un numero specifico.)

Con i numeri pari e dispari aumenta la possibilità di affrontare problemi interessanti.

Problema 10

Micino nero si trova nella tana 3 e Gattina bianca nella tana 9. Micino nero vuole andare da Gattina bianca facendo solo salti di lunghezza 2. Ci riuscirà? Perché?

E’ una situazione già incontrata nel conteggio per 2 a partire da un numero dispari.

Problema 11

Nella stessa situazione Micino nero decide di fare solo salti di lunghezza dispari. Riuscirà nel suo intento?

Qui le soluzioni sono tre. Nella discussione collettiva si possono illustrare quelle che i bambini non hanno trovato.

Problema 12

Tommaso compera un gioco che costa 5 euro. Egli possiede solo monete da 2 euro. Potrà  pagare il gioco senza ricevere un resto ? Perché? 

L’idea che sottostà al problema è che la somma di numeri pari è sempre un numero pari.

Problema 13

Luca vuole comprare un gioco che costa 7 euro; possiede monete da 2 euro e da 1 euro. Può pagare il gioco senza ricevere un resto? Come può pagarlo? Confronta la tua soluzione con quella dei compagni. Può pagare usando monete tutte uguali? Disegna tutti i casi possibili.

Insieme alle addizioni ci  sono attività di carattere combinatorio.

 Nuovi problemi.

Problema 1  

Ho comprato una matita che costa 1 euro e 3 eurocent. Descrivi tre modi diversi con cui posso pagare la matita.

E’ una attività di tipo combinatorio che serve a rafforzare le idee sulle equivalenze nel mondo degli euro.

Problema 2

Su un albero del giardino ci sono 4 farfalle. Ne arrivano altre 5 e si mettono tutte a volare. Quante farfalle sono rimaste sull’albero?

E’ un gioco, ma solo un lettore attento può rispondere esattamente. La forza di attrazione dei numeri nei problemi aritmetici porterà a rispondere “9”.

Problema 3

Una lumaca ed una rana stanno giocando sulla linea dei numeri. La lumaca fa sempre passi di lunghezza 1 e la rana fa sempre salti di lunghezza 2. Se partono dalla tana dello 0 e vogliono arrivare alla tana dell’8 quanti passi deve fare la lumaca? Quanti salti deve fare la rana?

Se partono dalla tana dello 0 chi arriva prima alla tana dell’8?

La rana dice alla lumaca:  partiamo insieme, tu dalla tana del 3 e io  dalla tana dello 0 e vediamo chi arriva primo. Secondo te chi arriva primo?

Per arrivare insieme alla tana dell’8 da quale tana deve partire la lumaca (la rana parte sempre dalla tana dello 0)? Da quale tana deve partire la lumaca per arrivare prima alla tana dell’8?

Il problema è lungo e va spezzettato in sotto problemi, da assegnare anche in giorni diversi. Insieme al gioco del contare vi è anche il gioco del congetturare e del verificare.

Problema 4

In novembre siamo venuti a scuola 20 giorni, mentre i giorni di vacanza sono stati 10. Quanti giorni ha novembre?

Problema da risolvere senza calendario

Problema 5

Oggi è il 3 marzo. Il 7 andremo al cinema. Quanti giorni mancano?

Il problema si traduce nella frase aperta:  3 + x = 7. Per risolverlo basta contare. Non è necessario ricorrere alla addizione né, tantomeno, alla sottrazione alla quale può far pensare il verbo “mancano”.

Problema 6

Io ti do una moneta da 1 euro. Tu quali monete mi puoi dare in modo che insieme valgano 1 euro?

Le soluzioni sono molte. Ci si può accontentare di due o tre soluzioni con monete uguali e di altrettante con monete diverse

Problema 7

La maestra va al bar a bere il caffè che costa 90 eurocent. Disegna le monete con le quali la maestra può pagare e dillo con i numeri.

Nella discussione collettiva si può proporre il pagamento con 1 euro e vedere che cosa dicono i bambini.

Problema 8

La mamma ha comprato una bottiglia di gazzosa che costa 1 euro ed una di aranciata che costa 1 euro e 30 centesimi di euro. Quanto ha speso in tutto la mamma?

Il modo migliore per risolverlo è di usare le monete o loro fotocopie e poi calcolare il valore.

Problema 9

Voglio comprare un oggetto che costa 70 centesimi di euro, ma in tasca ho solo 40 centesimi di euro. Quanto mi manca?

Usando le monete (o fotocopie) e contando si risolve il problema.

Problemi tratti dall’articolo: M. Ferrari (a cura di), Matematica per la seconda elementare. Aritmetica.  Parte prima, IMSI, Vol.30 A, N. 2  marzo 2007

Problemi con conteggio all’interno del mese

Problema 1

Oggi è il 3 di febbraio. Fra 15 giorni che giorno sarà? 

(Qualcuno incomincerà a contare dal 3, altri dal 4. Bisognerà trovare un accordo)

Problema 2.

Oggi è il 7 di novembre. Quanti giorni mancano al 21 novembre? (Non è il caso di fare una sottrazione. Se si facesse bisogna scrivere 21-7=14  che corrisponde ad iniziare il conteggio da 8)

Problemi con lo scavalco del mese.

Problema 3.

Oggi è il 24 di febbraio. Fra 10 giorni che giorno sarà? 

(La risposta dipende dal numero dei giorni di febbraio)

Problema 4.

Fra il Natale e l’Epifania quanti giorni ci sono? 

(La particella “fra” si presta a varie interpretazioni. Potrebbe essere interpretata in senso stretto in modo da escludere i due estremi, oppure in senso largo in modo da includerli)

Problema 5.

Il 21 dicembre iniziano le vacanze di Natale. Ritorneremo a scuola il 7 gennaio. Quanti giorni di vacanza facciamo? 

(Naturalmente bisogna iniziare a contare dal 21 ed arrivare fino al 6 di gennaio. La soluzione del problema con le operazioni è decisamente più complicata perché porta a scrivere l’espressione:    (31 – 20) + 6.
Problema 6.

L’anno scorso le vacanze sono iniziate il 13 giugno. Siamo ritornati a scuola il 10 settembre. Quanti giorni di vacanza abbiamo fatto? 

(Il problema è difficile, come l’esperienza insegna, ma è bene che i ragazzi vi si cimentino. Oltre a eventuali errori di calcolo c’è sempre incertezza se si debba contare da 13 o da 12 e se il 10 settembre vada considerato ancora giorno di vacanza o no. Per risolvere il problema si può ricorre al conteggio bruto o al conteggio misto all’addizione per i due mesi di luglio e di agosto oppure solo alla addizione. Questo è un problema che merita una discussione finale.)

Problemi

Problema 1

Marco dice orgoglioso a sua sorella Annalisa: io ho 7 anni. Bravo, risponde Annalisa. Io, invece, ne ho 4 più di te. Quanti anni ho?

Problema 2

Luigi è stato a casa per malattia 2 settimane e 4 giorni. Per quanti giorni è stato ammalato Luigi?

(Una lettura affrettata del problema e la forza dei numeri scritti porterà qualche alunno a dare 6 come risposta)

Problema 3

Tonino vuole comprare una gomma che costa 50 centesimi di euro. Quali monete può usare per pagare? Scrivi alcune possibilità.

(Non indicando le monete che Tonino ha a disposizione, le possibilità sono molte, comprese quelle che prevedono un resto. Se si vuole limitare il numero delle possibilità si possono dare indicazioni sulle monete possedute da Tonino)

Problema 4

Due autocarri stanno trasportando casse. Il primo ne trasporta 40 ed il secondo 25 in più. Quante casse trasporta il secondo autocarro? Quante casse trasportano i due autocarri?

Problema 5

Marco ha 15 figurine. Gioca con Michele la prima partita e vince 7 figurine. Al termine della seconda partita Marco conta le sue figurine: sono 31. Che cosa è successo nella seconda partita?

Problema 6

Giuditta esce di casa per andare a scuola alle ore 7 e 45 minuti. Terminata la scuola arriva a casa alle ore 13 e 15 minuti. Quanto tempo Giuditta è stata fuori di casa?

(Per risolvere il problema si richiede una buona conoscenza dell’orologio: ore e minuti)

Problema 7

La scuola è iniziata il 13 di settembre. Oggi è il 31 ottobre. Quanti giorni sono passati?

(Si può “complicare” un po’ il problema chiedendo quanti sono stati i giorni di scuola.)

Problema 8

Luisa va a ginnastica ogni 3 giorni e la sua amica Rachele ogni 4 giorni. Sono andate insieme il giorno 7 gennaio. In quali giorni di gennaio andranno ancora insieme?

(Le due amiche si ritrovano insieme ogni 12 giorni, essendo 12 il minimo comun multiplo di 3 e 4. I bambini risolvono il problema usando gli operatori +3 e + 4)

Problema 9

Sei capace di far apparire sullo schermo di un calcolatore il numero 0 senza pigiare il tasto del numero 0? Perché? E il numero 1?

(Ambientato in una situazione additiva, la risposta è negativa perché l’unico modo di ottenere 0 è fare 0 + 0 e di ottenere 1 è fare 1 + 0. Con l’intervento della sottrazione la risposta è positiva).

Problemi tratti dall’articolo: M. Ferrari (a cura di), Matematica per la seconda elementare. Aritmetica.  Parte seconda, IMSI, Vol.30 A, N. 3  maggio 2007.

Problemi.

Problema 1

In un cubo ci sono vertici, spigoli e facce. Sono di più  gli spigoli o i vertici? Quanti di più? Sono di più i vertici o le facce? Quanti di più?

(Ovviamente il problema può essere assegnato dopo aver studiato un po’ il cubo)

Problema 2
Nel mese di aprile il papà è stato assente da casa per lavoro 3 settimane. Nel mese di maggio, sempre per lavoro, è stato assente 18 giorni. In quale mese il papà è stato più assente da casa? Perché?

(Il problema serve per verificare se i bambini fanno una lettura attenta del problema. Le 3 settimane possono essere interpretate come 3 giorni e dare la risposta sbagliata)

Problema 3

Per comprare un giornalino Mario spende 70 eurocent. Per comprare delle figurine Antonio spende tutto quanto aveva nel suo portamonete  e cioè due monete da 20 eurocent, una moneta da 10 eurocent e due monete da 5 eurocent. Chi dei due amici ha speso di più?

Problema 4

Paolo possiede 5 biglie e Corrado ne ha 7. Paolo gioca con Antonio e vince 3 biglie. Corrado gioca con Luigi e vince anche lui 3 biglie. Dopo la partita ha più biglie Paolo o Corrado? E prima della partita?

(E’ un problema che riguarda la coerenza del > con la +. Lo si può interpretare sulla linea dei numeri: le due posizioni iniziali  “traslano” di 3 passi e mantengono fra di loro la stessa distanza).

Problema 5

Quanti sono i numeri compresi fra 10 e 15? E quelli minori di 10? E quelli maggiori di 15?

(Il termine “compresi” è ambiguo perché possono essere inclusi o esclusi gli estremi. I bambini possono incominciare ad intuire che nei numeri naturali, i numeri minori di… possono essere tanti, ma li posso sempre contare, mentre quelli maggiori di… sono infiniti e non li posso contare.

Problemi

Possono servire per introdurre uno degli approcci alla sottrazione.

Problema 1

Luigi e Paolo sono fratelli. Tra essi ci sono 3 anni di differenza. Luigi è il più vecchio ed ha 11 anni. Quanti anni ha Paolo?

[ Le strategia e, quindi, i ragionamenti, possono essere diversi. 

Forse il ragionamento più spontaneo è quello che si traduce nella equazione  11 – 3 = X.

Forse qualche bambini potrebbe appellarsi, nel suo ragionamento, alla equazione  11 – X = 3.

Ben difficilmente qualcuno partirà dalla incognita, cioè farà appello alla equazione  X + 3 = 11.]

Problema 2

Marco e Pietro sono fratelli e fra loro ci sono 4 anni di differenza. Marco è il più giovane ed ha 8 anni. Quanti anni ha Pietro?

[Qui il ragionamento più spontaneo sembra essere quello che si traduce nella equazione  8 + 4 = X.]

Problema 3
Maria e Lucia sono due sorelle e fra loro ci sono 5 anni di differenza. Lucia ha 15 anni. Quanti anni può avere  Maria?

[ Qui le soluzioni sono due e diverse.]

Problema 4

Mario e Luciana sono cugini e fra loro ci sono 5 anni di differenza. Mario è nato prima di Luciana. Quanti anni ha Mario  e quanti Luciana?

[ La tendenza dei bambini è di dare una sola risposta, ma bambini diversi possono dare risposte diverse. E’ una buona occasione per sviluppare una discussione collettiva e per accettare anche risposte che non hanno riscontro nella realtà come Mario ha 1 000 anni e Luciana 995.]

Problema 5

Erika e Stefano sono cugini e fra loro ci sono 5 anni di differenza. Quanti possono essere gli  anni di Erika e quanti quelli di Stefano?

[Ogni numero della coppia può essere attribuito indifferentemente a ciascuno dei due cugini. In questo problema le informazioni, e, quindi, i vincoli sono ridotti al minimo. Aumenta, quindi, la libertà di scelta delle coppie di numeri e la loro interpretazione.]

Problema 6

Io sono alto 115 centimetri, 7 in meno di mia sorella. Quanto è alta mia sorella?

[ C’è da aspettarsi che qualche bambino faccia  115 – 7  sotto l’influenza della espressione “in meno”.]

Problema 7

Ho comprato un oggetto che costava più di 1 euro, ma meno di 2 euro. Ho pagato con una sola moneta ed ho ricevuto 30 eurocent di resto. Con quale moneta ho pagato? Quanto costava l’oggetto?

[Serve per approfondire la conoscenza delle monete. Risolvere maneggiando le monete]

Problema 8

Luca  e Francesco sono nati nello stesso anno e nello stesso mese di gennaio. Luca è nato il 31 gennaio. Francesco è nato dopo il giorno della Befana. Quanti giorni di differenza ci possono essere fra le età dei due ragazzi?

[Per la nascita di Francesco vanno bene tutti i giorni dal 7 di gennaio fino al 31 compreso. Difficilmente, però, i bambini considereranno anche quest’ultima possibilità. Essa può nascere dalla discussione collettiva. E’ un problema che può avviare al ragionamento ipotetico: se Francesco è nato il 7 gennaio allora i giorni di differenza sono…]

Problemi
Problema 1

Oggi è il 22 di febbraio. La gita a Sant’Alberto di Butrio si farà il 2 marzo. Quanti giorni mancano?

[Si può risolvere con il conteggio. Qualche bambino l’ha risolto con l’espressione: (29-22) + 2 scrivendo: “Abbiamo calcolato quanti giorni mancano alla fine di febbraio e poi abbiamo aggiunto i due giorni di marzo”. Febbraio aveva 29 giorni.]

Problema 2

Ho comperato una matita che costa 70 eurocent. Ho pagato con 4 monete da 20 eurocent. Quanto ho ricevuto di resto?

[ Si possono fare due operazioni separate oppure far confluire tutto in una unica espressione aritmetica con l’uso delle parentesi.]

Problema 3

Nel borsellino ho diverse monete. In totale sono 2 euro. Compero due quadernetti. Ciascuno di essi costa 70 eurocent. Quanto mi rimane nel borsellino?

[ Si richiede una notevole conoscenza sulle equivalenze fra euro ed eurocent.]

Problema 4

Marco ha 15 figurine. Gioca con Michele la prima partita e vince 7 figurine. Al termine della seconda partita Marco ha 19 figurine. Che cosa è successo nella seconda partita?

Problema 5

La mamma ha comperato 2 dozzine di candeline elettriche. Mentre addobbava l’albero 3 candeline sono cadute a terra. Che cosa può essere successo? Dillo con i numeri.

[Si possono essere rotte da 0 a 3 candeline.]

Problema 6

Roberto ha 35 figurine di calciatori. 7 figurine rappresentano giocatori dell’Inter e 5 rappresentano calciatori del Milan. Quante figurine non rappresentano calciatori dell’Inter?

Problema 7

Mario nel suo borsellino ha tante monete da eurocent, ma su ciascuna di esse c’è scritto un numero pari. Egli vuole comprare una quadernetto che costa 75 eurocent. Può farcela? Aiutalo tu.

Problemi tratti dall’articolo: M. Ferrari (a cura di), Fare matematica in seconda elementare. Aritmetica. Parte terza, IMSI, Vol. 30 A, N. 5, settembre 2007.

Problema 1

Il papà è stato a lavorare lontano da casa per 4 settimane intere. Quanti giorni è stato lontano da casa?

[Naturalmente è necessario conoscere quanti giorni ci sono in una settimana intera e non solo lavorativa]

Problema 2

Marco ha comprato 10 cioccolatini . Ciascun cioccolatino costa 5 eurocent. Quanto ha speso Marco?

Problema 3

La mamma di Fortunata deve andare al mercato con i suoi 3 figli. Ogni biglietto dell’autobus costa 80 eurocent. La mamma di Fortunata li compera dal cartolaio e paga con una banconota da 5 euro. Quanto riceve di resto?

[Questo problema è pieno di “trappole”. Anzitutto la moltiplicazione è una operazione “nascosta”; in secondo luogo è facile che i bambini pensino a 3 biglietti e non a 4. Infine bisogna convertire gli euro in centesimi di euro. Il problema potrebbe essere risolto collettivamente]

Problema 4

Andrea, Luca e Giovanni hanno 7 figurine ciascuno. Quante figurine hanno in tutto? Ciascuno ne regala 2 a Matteo. Quante figurine riceve Matteo? Quante ne restano in tutto ai 3 amici?

Problema 5

Mauro ha invitato 6 amici per la festa del suo compleanno. La mamma ha preparato per ciascun bambino un vassoio con 3 paste e 7 cioccolatini. Quanti sono in tutto i dolci per ciascun bambino? E per tutti i bambini?

Problema 6

Patrizia va a comperare le figurine. Un pacchetto di figurine costa 20 eurocent e contiene 6 figurine. Patrizia compera 4 pacchetti di figurine. Quante figurine acquista in tutto? Quanto spende in tutto? Scrivi almeno 3 modi diversi con cui può pagare.

Problema 7

La mamma di Valeria è andata alla Esselunga ed ha comprato 3 confezioni di pasta a 80 eurocent l’una, 2 litri di latte a 70 eurocent al litro ed una scatola di cioccolatini che costava 90 eurocent. Quanto ha speso in tutto?.

Problema 8

 Gli alunni della II B vanno in palestra per la ginnastica. Si schierano su 6 file e su ciascuna fila ci sono 4 alunni. Quanti sono gli alunni della II B?

Problema 9

In una palestra ci sono due spogliatoi. Dal primo spogliatoio stanno uscendo 14 bambini per fare allenamento. Quante scarpe hanno lasciato nello spogliatoio? Nel secondo spogliatoio ci sono 12 scarpe nere e 6 scarpe marroni. Quanti bambini entreranno nello spogliatoio dopo il loro allenamento?

[E’ un problema sul concetto di doppio e di metà]

Problema 10

Ricordi la filastrocca “30 giorni ha novembre con april , giugno e settembre, di 28 ce n’è uno e tutti gli altri ne han 31?”. Quanti giorni hanno, in totale, i mesi con 31 giorni?
Problema 11

Oggi gli alunni della II A lavorano a gruppi. Hanno costituito 3 gruppi da 5 e 2 gruppi da 4. Quanti sono gli alunni della classe II A?

Problema 12

Ho piantato un fiore in un vaso. Dopo 7 giorni sono sbocciati 7 petali. Se ho usato 7 vasi quanti petali sono sbocciati dopo 7 giorni?

Problema 13

In un cesto ci sono 18 frutti; alcuni frutti sono pere e altri mele. 
le mele sono il doppio delle pere. Quante sono le pere? Quante le mele?

[Il problema è semplice, ma è interessante esaminare il tipo di ragionamento che fanno i bambini. Con un piccolo cambiamento del totale dei frutti (da 18 a 14) il problema diventa insolubile.

Numerosi problemi per la terza, quarta e quinta elementare si trovano sui sussidiari curati dal  nucleo e cioè GRANDANGOLO, BASE, ULISSE, pubblicati dalla Elmedi tra il 1995 ed il 2000.
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