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CAPITOLO PRIMO
I DINTORNI DELLE FRAZIONI
1 – INTRODUZIONE

La parola “frazione” non è tipica della matematica, ma la usiamo nel linguaggio quotidiano in contesti diversi. L’idea di fondo richiamata dalla parola “frazione” è quella legata alla sua etimologia: essa deriva dal latino “frangere” che vuol dire “rompere”, “spezzare”. L’idea, quindi, è di avere un “tutto”, un “oggetto”, un “intero” che viene suddiviso in due o più parti non necessariamente uguali. I vocabolari della lingua italiana sono ricchi di esempi e di contesti nei quali si usa la parola “frazione”.
Vi è anche un contesto religioso: “ la frazione del pane” che risale all’ultima cena di Gesù, il quale “spezzò il pane e lo diede ai suoi discepoli”. I due discepoli di Emmaus riconobbero Gesù “allo spezzare del pane” (si ricordi il bellissimo quadro del Caravaggio).
In alcune espressioni il rapporto con il significato etimologico è molto tenue, come quando si dice, ad esempio, “devi darmi la risposta in una frazione di secondo”. Questa espressione significa semplicemente che la risposta deve essere data in un tempo brevissimo. Ora si usa spesso, al suo posto, l’espressione “devi darmi la risposta in un nano secondo”. Il “nano secondo” è una frazione di secondo (un miliardesimo, 10-9), ma la parola è scomparsa.
In alcuni contesti il rapporto della parola “frazione” con il suo significato etimologico è completamente assente. Basti pensare al contesto geografico. Una “frazione” di un comune è semplicemente un agglomerato di case e di persone nel quale non ci sono uffici comunali e,  certamente, non è nato dallo “spezzamento” del comune. Addirittura la frazione potrebbe essere nata prima del comune, essere più antica del comune.
I vocabolari registrano anche, con maggiore o minore ampiezza, il significato matematico, o i significati matematici, della parola “frazione”. Ne parleremo durante questo corso di aggiornamento.

2 – LE FRAZIONI SONO DIFFICILI
Questo è il titolo del capitolo 9 del volume “Numeri e operazioni nella scuola di base. Aspetti psicologici e processi cognitivi” curato da Liliana Artusi Chini e pubblicato da Zanichelli nel 1985. Il capitolo è stato scritto da Katleen Hart. Il secondo paragrafo ha il titolo “I significati attribuiti a frazioni/numeri razionali” e inizia con “Le frazioni sono usate in un numero notevole di questioni matematiche differenti e con svariati significati; è questa varietà di significati attribuiti alle frazioni che probabilmente rende ragione delle difficoltà che i ragazzi incontrano nel comprenderle.”
Nell’enunciare questi diversi significati, seguendo il pensiero di Kieren, in realtà non si parla di frazioni, ma di numeri razionali che sono un “oggetti matematico” diverso dalle frazioni anche se ad esse strettamente collegato. Riporto questi diversi significati perché il volume citato è da anni introvabile.

1 – I numeri razionali sono frazioni che possono essere confrontate, sommate, sottratte, ecc. Questo aspetto si concentra sul significato di frazione: di solito il modello utilizzato nell’insegnamento è una regione o una parte di rettangolo o di un cerchio: le operazioni sulle frazioni pongono l’accento su equivalenze, convenzioni e regole del tipo “si possono sommare direttamente due frazioni soltanto se hanno gli stessi denominatori”.
2 – I numeri razionali sono numeri decimali limitati o periodici che formano una estensione naturale (attraverso il nostro sistema di numerazione) dei numeri naturali.

3 . I numeri razionali sono classi di equivalenza di frazioni. Quindi (1/2, 2/4, 3/6,…) e (2/3, 4/6, 6/9, …) sono numeri razionali.

4 – I numeri razionali sono numeri della forma  p/q, dove p  e  q sono interi  e  q ( 0. Considerati sotto questa forma, i numeri razionali sono rapporti.

C’è un grande salto tra il significato attribuito alla frazione in 1 e quello che gli viene attribuito ora: il rapporto  a/b non è usato infatti per rappresentare una parte di una totalità. La forma a/b è usata spesso nei problemi di matematica, ad esempio, nei rapporti o negli ingrandimenti, dove un fattore di scala 2/3 non può essere affatto interpretato, ad esempio, come parte di un cerchio. 

5 – I numeri razionali sono operatori moltiplicativi. Sono interpretati da alcuni come macchine funzionali, da altri come suddivisioni o partizioni (ad esempio 1/6 di 12).

6 – I numeri razionali sono gli elementi di un campo quoziente infinito ordinato. Essi sono numeri della forma x = p/q, dove x  soddisfa l’equazione  qx = p. Nella matematica che si fa a scuola questo aspetto può essere visto quando si usano le frazioni per rispondere a domande che non hanno risposta nell’insieme dei numeri naturali, come ad esempio, 3 : 5  o  3 = 5n.

7 – I numeri razionali sono misure o punti sulla retta numerica. La retta numerica è un modello usato spesso nell’insegnamento della matematica. Le frazioni possono essere collocate sulla retta numerica esattamente come i numeri naturali o i numeri interi. In particolare, la misura delle lunghezze fa essenzialmente uso di una retta numerica.
Tutti questi significati sono utilizzati almeno in qualche occasione nell’insegnamento della matematica, ma l’importanza data a ciascuno di essi varia considerevolmente. Il ragazzo non può da solo rendersi conto dei vari usi e delle varie convenzioni e non ci si può aspettare che scopra da solo ciò che è una astrazione.

Sui vari significati del termine “frazione” è interessante leggere il capitolo 5: “Vari modi di intendere il concetto di “frazione”” del volume “Le frazioni. Aspetti concettuali e didattici” di Martha Isabel Fandiño Pinilla edito da Pitagora nel 2005. Siccome è ancora in commercio  mi limito a riportare i titoli dei vari paragrafi:

La frazione come parte di un uno-tutto, a volte continuo e a volte discreto; la frazione come quoziente; la frazione come rapporto; la frazione come operatore; la frazione in probabilità; la frazione nei punteggi; la frazione come numero razionale; la frazione come punto di una retta orientata; la frazione come misura; la frazione come indicazione di quantità di scelta in un tutto; la frazione e la percentuale; la frazione nel linguaggio quotidiano.

3 – LE FRAZIONI NEI PROGRAMMI DELLA SCUOLA PRIMARIA
Incominciamo con i programmi del 1985. 

Tra gli obiettivi del terzo, quarto e quinto anno essi elencano:

· “Trovare le frazioni che rappresentano parti di adatte figure geometriche, di insiemi di oggetti o di numeri; viceversa, data una frazione trovare in opportune figure geometriche, in insiemi di oggetti o in numeri la parte corrispondente con particolare attenzione alle suddivisioni decimali”.

· “Confrontare e ordinare le frazioni più semplici, utilizzando la linea dei numeri (ad esempio con graduazioni successive)”.
Il primo obiettivo consiste di due attività diverse che possiamo chiamare di “andata e ritorno”.
L’andata consiste nel fissare un oggetto, quello che di solito viene chiamato “l’intero”, che può essere  continuo (figura geometrica come un segmento, un rettangolo, ecc.) oppure discreto (insieme di oggetti come persone, palline, o di numeri), suddividerlo in un certo numero di parti (uguali) e considerarne alcune. Nasce così la frazione che rappresenta la parte dell’oggetto considerata. Questo è sempre possibile.
Il ritorno consiste nel fissare una frazione e nel trovarne nell’oggetto considerato la parte corrispondente. Questo è sempre possibile quando l’oggetto considerato è continuo, anche se può essere molto difficile o praticamente impossibile trovare la parte corrispondente alla frazione di partenza. Se l’oggetto considerato, l’intero, è discreto (10 persone, 12 palline) può essere impossibile, fissata la frazione trovare la parte corrispondente nell’intero. Per esempio, se fisso la frazione 2/3 ed il mio intero è formato da 10 persone non posso certo determinare i 2/3 di 10 dato che non posso suddividere 10 persone in 3 gruppi uguali.
Le frazioni “più semplici” del secondo obiettivo sono le frazioni con numeratore e denominatore piccolo.

Non si dice esplicitamente in quale classe introdurre le frazioni, ma da una frase delle “Indicazioni didattiche” sembra di capire che si debbano introdurre a cominciare dalla terza. Dicono, infatti, le Indicazioni didattiche: “L’introduzione dei numeri con virgola va realizzata dal terzo anno”. I numeri con virgola presuppongono le frazioni decimali.

Programmi del 2004

Negli Obiettivi Specifici di  Apprendimento per le classi quarta e quinta si legge:

· Nozione intuitiva e legata a contesti concreti delle frazioni e loro rappresentazione simbolica.
· Scritture diverse dello stesso numero (frazione, frazione decimali, numero decimale).

· Confrontare e ordinare le frazioni più semplici, utilizzando opportunamente la linea dei numeri

Questi programmi fanno una scelta precisa: introdurre le frazioni in quarta elementare.
Non capisco il significato della espressione “loro rappresentazione simbolica”. Se significa rappresentare le frazioni con una coppia di numeri, mi sembra inutile perché sempre si rappresentano così; se significa rappresentare le frazioni con le lettere, tipo  a/b, bisognerebbe dirlo esplicitamente perché questa rappresentazione non fa parte della prassi didattica.
Il secondo obiettivo sembra suggerire che ogni numero può essere rappresentato sempre nelle tre forme suggerite. Questo è evidentemente falso. Per esempio, il numero 2/3 non può essere rappresentato sotto forma di frazione decimale e, quindi, neppure come numero decimale se con questa espressione si intende, come si fa di solito, numero decimale finito.

Una caratteristica dei programmi dovrebbe essere la chiarezza in modo da non consentire la plurivocità delle interpretazioni.

Programmi del 2007

Tra gli obiettivi di apprendimento al termine della classe terza della scuola primaria vi è

· Leggere, scrivere confrontare numeri decimali, rappresentarli sulla retta ed eseguire semplici addizioni e sottrazioni, anche con riferimento alle monete o ai risultati di semplici misure.

Tra gli obiettivi di apprendimento al termine della classe quinta della scuola primaria leggiamo
· Conoscere il concetto di frazione e di frazioni equivalenti

· Utilizzare numeri decimali, frazioni, percentuali per descrivere situazioni quotidiane.

Il primo obiettivo ci dice che vanno introdotte prima le frazioni decimali (in terza) legandole alle monete e ad attività di misura. L’anno successivo si introducono le frazioni normali. Questi sono gli unici programmi che parlano di “frazioni equivalenti”. Essi hanno presente l’uso che se ne farà nella scuola secondaria di primo grado, dove vengono esplicitamente riprese. Lo stesso discorso vale per le “percentuali” sulle quali ritorneranno i programmi della scuola secondaria di primo grado.
4 –LE FRAZIONI NEI PROGRAMMI DELLA SCUOLA SECONDARIA DI  PRIMO GRADO.

In questo livello scolastico continua il discorso sulle frazioni, ma viene introdotto e sviluppato il discorso su un nuovo mondo numerico, quello dei numeri razionali, strettamente collegato con il mondo delle frazioni.

Programmi del 1979.

Nel tema “Insiemi numerici” si legge:

· A) Successivi ampliamenti del concetto di numero: dai naturali agli interi relativi; dalle frazioni (come operatori) ai numeri razionali. Rapporti, percentuali. Proporzioni.

· C ) Operazioni dirette e inverse e loro proprietà nei diversi insiemi numerici. Approssimazioni successive come avvio ai numeri reali.
Questi programmi sottolineano lo stretto rapporto tra frazioni e numeri razionali: frazioni – frazioni equivalenti – classi di equivalenza – numeri razionali, come vedremo a suo tempo.

Sono previste le operazioni anche fra i numeri razionali, ma nulla si dice del loro ordinamento.

Programmi del 2004

Sono molto dettagliati negli O.S.A. per le classi prima e seconda.
Approfondimento e ampliamento del concetto di numero:

· La frazione come rapporto e come quoziente; riconoscere frazioni equivalenti

· Numeri razionali: scrittura decimale, operazioni, confronti

· Rapporti, percentuali e proporzioni.
Quel “riconoscere frazioni equivalenti” è come un  pesce fuor d’acqua perché non si vede a che cosa serve dato che non si stabilisce nessun rapporto fra esse ed i numeri razionali.

Programmi del 2007

Tra gli obiettivi di apprendimento al termine della classe terza della scuola secondaria di primo grado leggiamo:

· Eseguire addizioni, sottrazioni, moltiplicazioni, divisioni, confronti tra i numeri conosciuti        ( numeri naturali, numeri interi, frazioni e numeri decimali).

· Descrivere rapporti e quozienti mediante frazioni

· Utilizzare frazioni equivalenti e numeri decimali per denotare uno stesso numero razionale in diversi modi

· Calcolare percentuali

· Interpretare un aumento percentuale di una quantità data come una moltiplicazione per un numero maggiore di 1

· Sapere che non si può trovare una frazione o un numero decimale che elevato al quadrato dà 2.
Trovo strano che nel primo obiettivo si parli di “frazioni” e non di numeri razionali come era doveroso visto che il discorso riguarda i numeri. La stessa osservazione vale per l’ultimo obiettivo: la radice quadrata di 2 non è un numero razionale e, quindi, non si può esprimere sotto forma di frazione o di numero decimale limitato.
5 – CENNI STORICI SULLE FRAZIONI

Quelli che seguono sono proprio dei cenni che ho preso dal volumetto “Facciamo i conti con l’euro” curato dall’UMI e pubblicato dal MPI  nel 2001. Non ho rubato  niente perché i “Cenni storici sui numeri decimali” di questo volumetto li ho scritti io. I simboli riportati in questo paragrafo li ho presi da Vikipedia
Si può leggere con frutto il capitolo 2 “Storia delle frazioni” del già citato del volume “Le frazioni. Aspetti concettuali e didattici” di Martha Isabel Fandiño Pinilla.
Soprattutto durante questo corso ci saranno gli interventi di carattere storico di Giuliano Testa.

“Il nostro sistema di numerazione è detto decimale polinomiale perché rappresentiamo i numeri come  polinomi nelle potenze di dieci usando come coefficienti le cifre 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.  

Diciamo anche che è posizionale perché il valore del numero dipende dalla posizione che la cifra occupa nella scrittura del numero. 

Su questo sistema è basato quello delle misure, cioè il Sistema Metrico Decimale, nel quale il passaggio da una unità di misura ad un’altra omogenea avviene moltiplicando per potenze di dieci con esponente positivo, negativo o nullo.

Il Sistema Metrico Decimale  è una “invenzione” della rivoluzione francese ed ha rappresentato la definitiva consacrazione dell’importanza, anche nell’uso quotidiano, dei numeri decimali limitati, cioè di quei numeri che possono essere scritti come frazioni che hanno a denominatore una potenza di 10 e che, fin dalla terza elementare, siamo abituati a scrivere come numeri con virgola. 

Essi hanno una lunga storia di cui diamo un breve cenno.

Le frazioni nell’antichità

Uno fra i più antichi documenti matematici è di origine egiziana. Si tratta del Papiro di Rhind che lo scriba Ahmes ha trascritto nel 1650 a.C. usando documenti più antichi.

Il sistema di numerazione egiziano era decimale, perché privilegiava le potenze di dieci, rappresentate con simboli speciali, e additivo, come quello dei Romani, perché i simboli venivano ripetuti, al massimo tre volte, e sommati per stabilire il valore del numero.

Ecco i simboli numerici in geroglifico

	Valore
	1
	10
	100
	1,000
	10,000
	100,000
	1 milione, o
infinito

	Geroglifici
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	Descrizione
	Tratto
	Arco
	Vortice
	Nymphaea
(chiamata
anche Lotus)
	Dito
	Uccello
o Rana
	Uomo seduto
con le mani alzate


Per le frazioni gli Egiziani usavano un sistema piuttosto singolare: con l’eccezione di 2/3 e, meno spesso, di 3/4, essi scrivevano ogni frazione come somma di frazioni unitarie con denominatori diversi; per esempio la frazione 3/5 la scrivevano come somma di ½ e 1/10.  
Il geroglifico usato per indicare una frazione era quello della bocca, che significava anche "parte":

	[image: image9.png]





	

	


Le frazioni venivano dunque scritte con questo segno, che indicava anche il numeratore 1, ed il denominatore positivo sotto. Quindi, 1/3 si scriveva:
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C'erano dei simboli speciali per indicare 1/2 e due frazioni non unitarie, 2/3 (usato spesso) e 3/4 (usato meno frequentemente):
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Nel sistema metrologico, soprattutto per le misure di capacità, gli Egiziani privilegiavano le frazioni unitarie aventi a denominatore una potenza di 2.

Contemporaneamente alla civiltà egiziana prosperava la civiltà assiro-babilonese; i suoi più antichi documenti matematici sono costituiti da tavolette di argilla risalenti a circa 2000 anni prima di Cristo.

Il sistema di numerazione assiro-babilonese era sostanzialmente sessagesimale perché basato sulle potenze di sessanta, ma intercalato con la base 10, utilizzata come base ausiliaria; inoltre era posizionale, come il nostro, ma anche additivo per i numeri fino a 59. I simboli fondamentali erano 
· il chiodo verticale (

) rappresenta l'unità;

· un punzone (un angolo) con la punta diretta a sinistra (

) rappresenta la decina;

· due chiodi obliqui (

) rappresentano una posizione vuota e possono essere assimilati alla cifra 0 del sistema di numerazione arabo. Questo simbolo fu introdotto verso il terzo secolo prima di Cristo per distinguere le diverse potenze di sessanta (zero intercalare) e per eliminare le ambiguità legate alle spaziature fra i vari gruppi di cifre.
Per esempio il nostro numero 23 era scritto come sequenza di due angoli e tre cunei, il numero 95=1.60+35 era scritto con un cuneo più grande seguito da tre angoli e cinque cunei. 

Gli assiro-babilonesi estesero il principio posizionale anche alle frazioni. Le loro erano frazioni sessagesimali, cioè aventi a denominatore potenze di 60;  ancora oggi noi le usiamo nella divisione dell’ora e del grado (1/60 pars minuta prima, 1/60 pars minuta secunda), secondo la consuetudine che ci è stata tramandata dai greci.

Ricordiamo qui però che gli assiro-babilonesi non usavano distinguere la parte frazionaria dalla parte intera, non avevano, cioè, un “punto” o una “virgola” sessagesimale.

I Greci si occuparono più delle proprietà intrinseche dei numeri (teoria dei numeri) che della loro rappresentazione. Il loro sistema prevalente, detto alfabetico perché usava le lettere dell’alfabeto come cifre, era decimale e additivo pressappoco come quello romano. Per le frazioni prediligevano quelle con numeratore 1, come gli Egiziani, e denominatore qualunque, mentre nelle attività astronomiche e nelle misure di peso usavano le frazioni sessagesimali.

I Romani avevano un raffinato sistema decimale additivo e, in parte, sottrattivo, ma usavano frazioni duodecimali, cioè frazioni con denominatore potenze di 12 e loro multipli, soprattutto nelle misure di peso, con riflessi anche nel sistema monetario;  per esempio l’oncia (uncia), da cui deriva l’omonima unità di misura usata ancora nei paesi anglosassoni, era 1/12 di asse, unità di misura di peso, mentre lo scrupulum era 
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 di asse. Non è nota la ragione della scelta di queste frazioni, ma essa è stata relativamente felice perché 12 ha diversi divisori e le operazioni con frazioni possono venire effettuate sfruttando il fatto che l’uomo ha 12 falangi nelle quattro dita (pollice escluso) di ciascuna mano; d’altra parte, non disponendo di un metodo di rappresentazione posizionale, i Romani non avevano un reale vantaggio ad usare le frazioni decimali. 

Le usarono invece i Cinesi le cui principali opere matematiche sono di difficile datazione perché furono continuamente rielaborate da autori diversi; le due più importanti, cioè il “Classico aritmetico dello gnomone e delle orbite circolari del cielo” e i “Nove capitoli sull’arte matematica” sono da collocare nel IV-III secolo prima di Cristo.

Il sistema di numerazione Cinese era decimale additivo moltiplicativo perché usava nove simboli per le unità e i multipli delle potenze di dieci si scrivevano anteponendo alla potenza il numero delle unità. Il valore del numero scaturiva dalla somma totale. Non era usato lo zero e perciò il sistema non era posizionale;  per esempio il numero 23 era scritto: = + 
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 (= è il 2; + è il 10, 
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 è il 3).

Coerentemente con il loro sistema di numerazione i Cinesi usavano frazioni decimali soprattutto nei pesi e nelle misure.

Gli Indiani , combinando tre principi fondamentali di origine molto antica:

1. la base decimale,

2. la notazione posizionale,

3. un simbolo diverso per ciascuna delle dieci cifre,

formarono l’attuale nostro sistema posizionale, intorno al secolo VIII d.C.

Non lo applicarono però alle frazioni continuando ad usare quelle sessagesimali.

Gli Arabi adottarono il sistema di numerazione indiano ed iniziarono ad applicarlo anche alle frazioni; così, per esempio, si trovano frazioni decimali nel trattato “Capitoli dell’aritmetica indiana” del 952-53 del matematico Al-Uglidisi ed anche nel “Trattato sulla circonferenza” del persiano Jemshid Ibn Mesud Al-Kashi nel quindicesimo secolo. L’obiettivo di Al-Kashi fu di costruire un sistema di frazioni nel quale poter effettuare le operazioni sulle frazioni seguendo le stesse regole che valgono per gli interi. Egli enunciò le principali regole delle operazioni con le frazioni decimali, i procedimenti di trasformazione delle frazioni sessagesimali in frazioni decimali e viceversa. 
Il sistema di numerazione indo-arabico giunse in Italia per mezzo di Leonardo Pisano, detto il Fibonacci (1180 circa-1250).   Mandato dal padre nell’Africa del Nord, occupata dagli Arabi, per imparare ed esercitarvi l’arte della mercatura, Leonardo studiò anche la matematica degli Arabi e, tornato a Pisa, pubblicò nel 1202 il “Liber Abaci”, nel quale descriveva il sistema di numerazione indo-arabico che, fra l’altro, rendeva elementari le quattro operazioni aritmetiche eseguite fino ad allora, con il sistema dell’abaco romano.  

L’adozione, in Italia ed in Europa, del nuovo sistema di numerazione e della conseguente aritmetica, non fu né facile né immediata, soprattutto per la decisa opposizione della corporazione dei “maestri abacisti”, formata da quelle persone che, le sole, sapevano fare i calcoli, con il sistema  romano, e quindi tenevano i conti delle varie signorie e delle banche.

Solo verso la fine del secolo XV il nuovo sistema di numerazione sostituì completamente quello romano. A titolo d’esempio diciamo che il primo libro, le cui pagine sono numerate con le cifre indo-arabiche è il “Liber de remediis utriusque fortunae” del Petrarca stampato a Colonia nel 1471.

Tuttavia anche Fibonacci, come tanti altri, continuò ad usare frazioni comuni, frazioni sessagesimali e frazioni con numeratore unitario e non frazioni decimali.”

La storia continua con le frazioni decimali e con i numeri decimali limitati. Ne parleremo a suo tempo.
CAPITOLO  SECONDO

LE FRAZIONI A SCUOLA: NASCITA E PRIMI PASSI
1 - INTRODUZIONE
Le frazioni sono un cavallo di battaglia della attività matematica nelle classi terza, quarta e quinta della scuola primaria e delle classi prima e seconda della scuola secondaria di primo grado. Poi scompaiono e su di esse non si fanno mai riflessioni critiche che, pure, sono necessarie.
In questo capitolo guarderemo un pò in faccia al percorso che, di solito, si compie sulle frazioni nelle nostre classi presentando le necessarie riflessioni critiche.

2 – IL PRIMO PASSO
Il primo passo che si dovrebbe fare a scuola per introdurre le frazioni dovrebbe essere una riflessione corale per rendersi conto della presenza del linguaggio delle frazioni nel nostro linguaggio quotidiano.
Parliamo di frazioni a proposito di cibi: mezzo litro di acqua, un quarto di latte, ecc.
Parliamo di frazioni in relazione al tempo: tre quarti d’ora; iniziamo la scuola alle otto e mezzo.

Parliamo di frazioni in relazione alle spese: sconto del 50 per cento; la bottiglietta di acqua minerale  costa 35 centesimi di euro, ecc.

Anche se a scuola si fanno riflessioni di questo tipo, il primo passo per introdurre le frazioni è diverso.

Il primo passo, in effetti, consiste nello scegliere, nel fissare un “oggetto” sul quale si fanno delle “azioni”. Questo oggetto viene chiamato “l’intero” e ad esso ci si riferisce molto spesso creando quasi una specie di “schiavitù verso l’intero”. L’intero può essere un oggetto fisico (pizza, torta, ecc.), una figura geometrica (rettangolo, cerchio, segmento, ecc.). Questi “oggetti” sono “grandezze continue” (non stiamo a specificare che cosa sono). L’intero, però, può essere anche qualcosa di “discreto”: un gruppo di persone; un insieme di biglie, un mucchietto di sassi, un numero, ecc.
Queste due tipologie di oggetti presentano diverse possibilità di azione.

L’intero continuo può essere frazionato indefinitamente, almeno dal punto di vista teorico, non così, invece un oggetto discreto: un insieme di 15 biglie lo posso frazionare al massimo in  15 parti.

3 – IL SECONDO PASSO
Il secondo passo consiste nel suddividere l’intero in un certo numero, diciamo n, di parti uguali.

Che le parti siano uguali è una richiesta tipica della matematica ed è una richiesta impegnativa per via del concetto di uguaglianza. 
Quando si sceglie come intero un rettangolo, come di solito avviene, l’idea di uguaglianza cui si ricorre, anche se non sempre si è consapevoli, è quella di “congruenza”: due figure sono uguali se sono congruenti, se sono sovrapponibili, se sono isometriche, cioè esiste una isometria (simmetria, rotazione, traslazione) che trasforma una figura nell’altra. La constatazione della uguaglianza delle parti è affidata al disegno che si ottiene facendo intervenire gli assi di simmetria del rettangolo. Con un asse di simmetria si ottengono due parti uguali; facendo intervenire anche il secondo asse, si ottengono quattro parti uguali. Si possono ottenere quattro parti uguali anche facendo intervenire un asse di simmetria del rettangolo di partenza ( due parti uguali) e poi un asse di simmetria parallelo per ciascuna delle due parti ottenute. In questa situazione ed in quelle analoghe non ci sono difficoltà sulla constatazione della uguaglianza delle parti e sulla possibilità, quindi, di parlare di frazioni.
Consideriamo, invece, questa situazione. Solito rettangolo che viene diviso in due parti uguali da un asse di simmetria. Delle due parti, una viene divisa in due parti uguali con un asse di simmetria perpendicolare al primo, l’altra viene divisa in due parti uguali con una diagonale. Le quattro parti ottenute non sono uguali nel senso stretto della congruenza, e lo si vede ad occhio, e quindi non potremmo parlare di frazione. Le quattro parti, però, hanno la stessa area, sono equiestese, occupano uguali parti di piano. Se prendiamo il concetto di uguaglianza in questo secondo senso, più esteso, possiamo ancora parlare di frazione.
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In classe, soprattutto in terza quando si fanno nascere le frazioni, bisogna accontentarsi della prima situazione (o di analoghe). In quinta la seconda situazione potrebbe essere presentata come problema.

Quando l’intero che si considera è discreto, il concetto di uguaglianza è ancora diverso. Che cosa vuol dire “dividere un gruppo di 15 persone in 3 parti uguali?”. Certo non ci si può appellare a qualità delle persone. L’unica uguaglianza sensata è di tipo numerico: si tratta di formare 3 gruppi con uguale numero di elementi.

3.1 – I limiti di n, cioè del numero delle parti dell’intero.

I limiti che ora consideriamo sono quelli suggeriti dalla realtà, dal buon senso, non necessariamente dalla matematica.

Primo limite: n non può essere uguale a 0. Non ha senso suddividere un intero in zero parti. Quindi n ( 0.
Secondo limite: n non può essere uguale a 1. Suddividere un intero in una parte vuol dire lasciarlo come è. Quindi  n ( 1.

Conseguenza ovvia: n > 1.

3.2 – Nasce il primo termine.
Il numero  n  è chiamato il denominatore della frazione. La parola “denominatore” deriva dal latino “denominare” che significa dare, assegnare un nome. Effettivamente il denominatore  dà il nome alla frazione in quanto ci dice se si tratta di “mezzi”, di “terzi”, di “quarti”, ecc. Effettivamente, anche quando la frazione viene scritta come coppia di numeri, come ad esempio 3/8, mentre il primo  numero (il numeratore  viene letto come numero ed esprime una quantità), il denominatore non viene letto come numero (8), ma come “ottavi” perché esprime una qualità che si riferisce al primo numero. Ci si può domandare, dal punto di vista didattico, se non sia il caso, nei primi tempi, di far scrivere a parole, anziché con i numeri, il denominatore delle frazioni.
4 – IL TERZO PASSO
Dopo la prima azione con cui si è diviso l’intero in  n  parti uguali, viene la seconda azione: di queste  n  parti ne prendiamo in considerazione un certo numero, diciamo m, o perché le vogliamo ritagliare, o perché le vogliamo colorare, o perché le vogliamo mangiare (tutto dipende dall’oggetto considerato).
4.1 – I limiti di  m, numero delle parti che voglio considerare.    
Sono limiti suggeriti dalla realtà o dal buon senso, non necessariamente dalla matematica.

Primo limite: m  non può  essere uguale a 0. E’  perfettamente inutile operare una suddivisione dell’intero se poi non ne faccio niente. Quindi  m ( 0.
Secondo limite: m  non può essere uguale ad n. E’ il buon senso che lo richiede. E’ fatica sprecata dividere un rettangolo in quattro parti uguali e poi colorarle tutte. Quindi  m ( n.
Terzo limite: m  non può essere maggiore di n. E “la contraddizion che nol consente” direbbe Dante. Non posso prendere in considerazioni più parti di quelle in cui ho suddiviso l’intero. Quindi no  m > n.
Conseguenza ovvia: 1 ( m < n.
4.2 - Nasce il secondo termine

Il numero  m  che indica quante parti  decido di prendere in considerazione è il numeratore della frazione.
5 – IL QUARTO PASSO
Forse è esagerato chiamarlo quarto passo, ma è sempre messo in risalto nei sussidiari. E’ l’introduzione della linea di frazione che serve a distinguere il numeratore dal denominatore. Ora noi usiamo una sbarretta “orizzontale”. Essa era già nota ai matematici arabi, fu  usata regolarmente da Leonardo Pisano, ma fu solo nel secolo XVI che entrò nell’uso generale; più economica, tipograficamente, è la sbarretta inclinata (/) introdotta nel 1845 da Augustus De Morgan (1806-1871). E’ ovvio che questo terzo elemento di una frazione, non ha l’importanza degli altri due. Va bene un qualunque segno che distingua il numeratore dal denominatore.
6 – IL QUINTO PASSO: NASCE UN  NUOVO TERMINE

Le frazioni che hanno le caratteristiche descritte finora vengono chiamate “frazioni proprie”.

Personalmente introdurrei l’aggettivo il più tardi possibile, quando è necessario, se lo è, per distinguere le frazioni che abbiamo costruito così faticosamente, da altri “oggetti” che, magari, chiamiamo ancora frazioni con abuso di linguaggio. In altre parole: se le frazioni sono “oggetti matematici” costruiti con questi quattro passi, allora solo essi hanno il diritto di essere chiamate frazioni e l’aggettivo “proprie” è inutile. Potrebbero essere utili, invece, aggettivi che servono a caratterizzare particolari sottoinsiemi di frazioni come le “frazioni unitarie”.
Tutti i sussidiari ed i libri di testo della scuola media introducono le frazioni proprie caratterizzandole con il fatto che “in esse il numeratore è minore del denominatore”.

7 – I PASSI SUCCESSIVI

Si fanno tutti nella scuola primaria e vengono ripetuti nella scuola media. In questi passi si infrangono alcun i limiti del numeratore, magari dimenticando logica e buon senso, e si introducono nuovi termini, nuovi aggettivi, riguardanti le frazioni.
7.1 - Il primo passo trasgressivo consiste nel considerare il caso  m = n, cioè il numeratore uguale al denominatore. Qui è salva l’unicità dell’intero, forse anche la logica, ma non il buon senso. Sprecare tempo e fatica per suddividere accuratamente un rettangolo in 8 parti uguali per poi colorarle tutte non è certamente un atto di buon senso.

Dal punto di vista delle frazioni, la situazione è nuova perché nel terzo passo avevamo escluso l’uguaglianza  m = n. Allora ci vuole una nuova terminologia. Le frazioni di questo tipo vengono chiamate “frazioni apparenti”. L’espressione non è molto felice perché ciò che è “apparente” non è reale e, quindi, le “frazioni apparenti” non sono frazioni vere. Niente da fare: il termine resta e si trova ovunque.
7.2 - Il secondo passo trasgressivo è nel solco del primo. Perché limitarsi al caso particolare             m = n? Generalizziamo e consideriamo il caso di  m  multiplo generico di n cioè m = kn.
Per  k > 1 si ha  m > n, cioè devo considerare più parti di quante ne ho a disposizione. Dove vado a prenderle? Devo aumentare gli “interi”. Va a farsi benedire l’unicità dell’intero, ma anche la logica perché nella costruzione del concetto di frazione abbiamo sempre parlato di “un intero” da suddividere in parti uguali. Per fortuna non si è inventata una nuova terminologia. Anche queste frazioni vengono chiamate “apparenti”.
7.3 - C’è un terzo passo trasgressivo che potrebbe inglobare il secondo. Esso consiste nel considerare il caso in cui m  è  maggiore di n: m > n. Logica, buon senso e unicità dell’intero vanno a farsi benedire, ma in compenso si è inventato un  nuovo termine: “frazioni improprie”. Non mi sembra una locuzione molto felice. Quando si dice che una parola è impropria si vuol dire che è usata in modo sbagliato.
7.4 – Nascono alcuni problemi.
I passi trasgressivi lasciano alcuni strascichi, fanno nascere alcuni problemi di non difficile soluzione, ma che richiedono un po’ di attenzione.

Primo problema.

E’ noto che 0 è multiplo di ogni numero n. Infatti: 0 = 0n. Quindi tra le frazioni apparenti dobbiamo mettere anche le frazioni con numeratore 0. D’altra parte 0 è il più piccolo dei numeri naturali. Quindi le frazioni con numeratore 0 hanno il numeratore minore del denominatore. A detta di tutti (o quasi), sussidiari, libri di testo e insegnanti esse vanno collocate tra le frazioni proprie. Le due cose sono incompatibili. Se ne può uscire?
Secondo problema.

Le frazioni apparenti sono frazioni improprie? Certamente molte frazioni apparenti hanno il numeratore maggiore del denominatore e, quindi, sono ufficialmente improprie (basta prendere k > 1). Ma se le apparenti sono improprie, dove mettiamo le frazioni apparenti con  m = n?

Ci siamo cacciati in un bel ginepraio, ma ne possiamo uscire con onore dando tre definizioni un po’ pignole, ma precise. Le affidiamo ai simboli:

Frazioni proprie: m < n  ed  m ( 0.
Frazioni improprie: m > n  ed  m ( kn

Frazioni apparenti: m = kn.
Se vogliamo rappresentare il mondo delle frazioni con un diagramma di Eulero – Venn dobbiamo ripartire l’insieme F delle frazioni in tre sottoinsiemi disgiunti: il sottoinsieme delle frazioni proprie, quello delle frazioni improprie e quello delle frazioni apparenti.
8 – UN CONSIGLIO DIDATTICO

Le frazioni nascono come frazioni proprie, rispettando l’intuizione e la storia. Il passaggio alle frazioni apparenti ed alle improprie è molto difficile sia perché si rompe il modello primitivo, sia perché, forse, si rompe anche il contratto didattico con gli alunni.
Un modo per introdurre queste frazioni può essere il seguente.

· Si parte dalla linea dei numeri sulla quale sono stati segnati i punti 0, 1, 2 , 3. Tutto ciò si fa con riga e compasso. I punti 0 e 1 sono liberi. Per gli altri si usa il compasso riportando, a partire da 1, il segmento [0,1].
· Piegare la linea dei numeri in modo da sovrapporre 1 a 0. Si fa ricorso operativamente alla simmetria assiale. Nasce il punto ½.

· A partire dal punto ½ si riporta, con il compasso, il segmento [0,1/2] quante volte si vuole costruendo, così, le frazioni con denominatore 2

· Piegando a metà il segmento [0,1/2] ed usando il compasso si ottengono le frazioni con denominatore 4.

· In questo modo si possono ottenere le frazioni con denominatore una potenza di 2.

· Per le frazioni con denominatori diversi si fa ricorso al teorema di Talete per depositare la frazione unitaria sulla linea dei numeri e poi riportarla, quante volte si vuole, sulla stessa linea. Ecco un esempio relativo alle frazioni con denominatore 5.

Tracciata una retta  r  e fissati i punti 0 e 1 si conduce per il punto 0 una seconda retta. Se vogliamo dividere il segmento [0,1],  in 5 parti uguali , basta riportare con il compasso, sulla seconda retta per 0 e partendo da 0, cinque segmenti uguali (o 5 volte lo stesso segmento). Si unisce l’ultimo estremo con il punto 1 e dagli estremi intermedi si mandano le parallele a questa ultima retta .

Sulle varie intersezioni con la prima retta tracciata si depositano le frazioni  1/5, 2/5, ecc. 
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OSSERVAZIONE
Sugli aspetti didattici della introduzione delle frazioni nella scuola primaria ci saranno, durante questo corso di aggiornamento, degli incontri specifici. Mi preme, però, segnalarvi subito alcuni articoli che potete scaricare direttamente dal sito del Centro Morin.

Basso Milena, Un possibile itinerario didattico sulle frazioni nella scuola elementare (classe terza), IMSI, luglio 1991; classe quarta, settembre 1991; classe quinta, gennaio 1992.
AAVV, I numeri nella scuola elementare: un possibile cammino, Quaderno didattico N. 11-12, CRDM, 1995

C. Colombo Bozzolo e A. Costa (a cura di), Nel mondo dei numeri e delle operazioni, vol. 5, Erickson, Gardolo, 2003
Di carattere più generale e molto interessanti i seguenti articoli:
Bonotto Cinzia, Numeri razionali. Approcci diversi e relative sperimentazioni didattiche, IMSI, luglio 1991.

Bonotto Cinzia, Uno studio sul concetto di numero decimale e di numero razionale, IMSI, maggio 1992.
Per le considerazioni didattiche si può utilmente consultare il sussidiario
AA.VV., Grandangolo, per le classe terza, per la classe quarta e per la classe quinta.

Essendo da tempo fuori commercio si possono fare tranquillamente delle fotocopie delle pagine interessate.

9 – ESERCIZI
1 – Le frazioni si usano per esprimere la probabilità di un evento. Una frazione propria può esprimere la probabilità di un evento? E una impropria? E una apparente? Perché?

2 – In una indagine statistica si raccolgono dati quantitativi rappresentati da numeri naturali. Vi è qualche indice statistico ad essi relativo che si esprime con una frazione? Quale?

3 – Sulla linea dei numeri dove vanno a finire le frazioni con numeratore 0?

4 – L’espressione ((2)/3 è una frazione? Perché?
5 – L’espressione  (1,5)/ 4 è una frazione? Perché?

CAPITOLO TERZO

LE FRAZIONI DEI MATEMATICI
1 – INTRODUZIONE

Le frazioni, comunque vengano pensate, sono “oggetti matematici” e, quindi, è naturale, anzi doveroso, interpellare i matematici per sentire che cosa pensano. In genere, gli insegnanti hanno timore a rivolgersi ai matematici perché pensano di ricevere risposte astratte, formali, difficili, molto lontane dalle loro esigenze e, magari, da quello che c’è scritto sui libri di testo.
Questo timore alle volte è giustificato, ma non nel caso delle frazioni. Si tratta di un “oggetto matematico” molto antico, presente nelle riflessioni e nell’uso di tanti popoli con civiltà diverse. Da molti decenni, per lo meno, è presente nell’insegnamento elementare perché ha subito, ad opera dei matematici, un processo di elementarizzazione.

Sulle frazioni i matematici hanno una posizione unanime, precisa, molto semplice, più semplice (horribile dictu!) di quella che riscontriamo sui libri di testo e nell’insegnamento scolastico.

2 -  DALLA COSTATAZIONE ALLA….

Una prima costatazione che i matematici hanno fatto e che è a disposizione di ciascuno di noi è di carattere storico: tutti i popoli che hanno usato le frazioni, rappresentandole anche in modi decisamente diversi, le hanno sempre pensate come una coppia di numeri. Non usavano aggettivi da appiccicare ai numeri, come invece facciamo noi, ma utilizzavano sempre e solo i numeri che noi chiamiamo “naturali”.
Una seconda costatazione nasce dalla osservazione dei libri di testo e delle attività didattiche. A scuola, l’abbiamo visto prima, si introducono diversi tipi di frazioni, proprie, improprie apparenti, e possiamo parlare anche di unità frazionarie e di frazioni complementari, ma c’è un elemento costante: ogni frazione è formata da una coppia ordinata di numeri (m, n) che chiamiamo, rispettivamente, numeratore e denominatore. A seconda del livello scolastico questi numeri possono essere numeri naturali oppure interi relativi, ma pur sempre di coppia ordinata si tratta.
3 – … DEFINIZIONE

Sulle precedenti costatazioni è basata la semplicissima definizione di frazione che danno i matematici. Volendo usare solo i numeri naturali, come si fa alla scuola elementare, ecco la

DEFINIZIONE: una frazione è una coppia ordinata (m, n) di numeri naturali con n > 0.
Questa semplicissima definizione merita qualche riflessione.
Sul denominatore n si pone un paletto ineliminabile: n > 0. Se si usano i numeri interi relativi si porrà  n ( 0. In altre parole, il denominatore non può mai essere uguale a zero.

A parte questo paletto, non ci sono altri vincoli.
Potrebbe essere  n = 1. Il buon senso aveva escluso questa possibilità, ma solo perché avevamo cercato il supporto di un intero di cui qui, nella definizione matematica, non c’è traccia. Con     n = 1 abbiamo tutte le frazioni che, a scuola, vengono chiamate apparenti perché ogni numero che si mette al  numeratore è multiplo di 1.
Sul numeratore  m  non si pone nessuna condizione.

Può essere m = 0. Certo se dobbiamo trattare con un intero, il buon senso si ribella, ma bisogna ricordare che qui, nella definizione matematica, non ho parti da considerare o da privilegiare.

Può essere  m = 1. Nascono così le frazioni unitarie.

Può essere m < n;  m = n; m = kn; m > n. Tutte queste situazioni non creano alcuna difficoltà e ci fanno restare pienamente nell’ambito dei numeri, ambito nel quale abbiamo definito le frazioni.

La conclusione è che dal punto di vista matematico non hanno senso i tre tipi diversi di frazioni di cui si parla nella scuola e sui libri di testo. Questo non significa che dobbiamo eliminarli dal nostro insegnamento; certamente, però, non dobbiamo esagerarne l’importanza. Soprattutto è necessario darne definizioni corrette.

CAPITOLO QUARTO

LE  FRAZIONI: IL MONDO ORDINATO DELLA SCUOLA
1 – INTRODUZIONE

I programmi, come abbiamo visto, richiedono di confrontare e ordinare le frazioni più semplici. E’ una richiesta ragionevole perché l’ordinamento delle frazioni non presenta difficoltà teoriche. E’ una richiesta doverosa perché l’ordinamento delle frazioni è certamente importante. E’ una richiesta che viene normalmente soddisfatta nella scuola primaria ed in quella secondaria di primo grado. Noi esamineremo quello che si fa a scuola e poi indagheremo un po’ il pensiero dei matematici.
2 – L’ORDINAMENTO A SCUOLA.

Sia nella scuola elementare che nella media, sia sui sussidiari che nei libri di testo si trova un solo modo di procedere per studiare l’ordinamento delle frazioni. Naturalmente c’è sempre il riferimento all’intero.
Primo passo. 
Si confrontano frazioni con lo stesso denominatore. Si confrontano due frazioni alla volta perché la relazione d’ordine è binaria; se ci sono tre frazioni da confrontare si ricorre, in modo operativo,  alla proprietà transitiva dell’ordinamento. Di due frazioni con lo stesso denominatore è maggiore quella che ha il numeratore più grande. Questa affermazione ha un riscontro immediato sull’intero di riferimento, sul quale si opera una sola suddivisione, e non presenta alcuna difficoltà.
Secondo passo

Si confrontano frazioni con uguale numeratore. Il confronto non è immediato anche perché sull’intero di riferimento bisogna operare due suddivisioni in relazione ai due denominatori. E’ ovvio che le singole parti dell’intero ottenute in relazione al denominatore più piccolo sono più grandi delle singole parti ottenute in relazione al denominatore più grande. Possiamo allora concludere che di due frazioni con uguale numeratore è maggiore quella che ha il denominatore più piccolo.
Terzo passo

Si confrontano frazioni con numeratore e denominatore diversi. Qui le cose si complicano.
Un errore da evitare è quello di ricorrere a  due interi diversi relazionati ai due denominatori, come si vede in questo esempio.
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Come si può procedere?
Certamente si può ricorrere ad uno stesso intero operando su di esso due suddivisioni diverse in relazione ai due denominatori e fidarsi della nostra vista. C’è la fatica del disegno, delle suddivisioni e della coloritura, ma si può essere soddisfatti del risultato anche se permane la “schiavitù verso l’intero” e i numeri delle frazioni rimangono un  pò sullo sfondo.
Nella scuola media si può dare come assodata la conoscenza della equivalenza tra frazioni. Allora si trova il minimo comun multiplo dei denominatori delle due frazioni da confrontare; con una serie di moltiplicazioni e di divisioni si trovano due frazioni equivalenti alle due che dobbiamo confrontare e aventi lo stesso denominatore (il m.c.m. trovato). Così ci si riconduce alla prima situazione.
Personalmente ritengo questo modo di procedere inutilmente complicato e difficile. Trovare il m.c.m. dei due denominatori è, in generale, difficile qualunque sia il metodo che si utilizza (scomposizione in fattori primi, algoritmo euclideo delle divisioni successive); la complicazione deriva dal numero elevato di moltiplicazioni e divisioni che bisogna fare per trovare le frazioni equivalenti. Si può evitare la fatica del m.c.m. facendo semplicemente il prodotto dei due denominatori. Moltiplicazioni e divisioni vanno comunque fatte per trovare le due frazioni equivalenti.
La matematica, comunque, come vedremo, insegna un metodo, incorporato nella definizione, decisamente più semplice.
Nella scuola elementare i comportamenti sono diversi.

Un primo comportamento, abbastanza diffuso a quanto  dicono i docenti, è quello di far finta di  niente, di ignorare il caso. Comportamento legittimo se si è coerenti nel dare problemi ed esercizi.

Un secondo comportamento, che può essere usato anche nella scuola media, è quello di ricorrere ad un unico intero (rettangolo, segmento, numero, ecc.)  sul quale interpretare le due frazioni e poi confrontarle osservando le parti messe in risalto. 

	
	
	
	
	
	
	

	 
	
	
	
	
	
	

	    
	
	
	
	
	
	


	   
	         
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


Per esempio se si devono confrontare le frazioni 2/3  e 5/7 si costruisce un rettangolo di lati 3 e 7, lo si divide in 21 quadratini, si interpretano le due frazioni e il confronto è immediato.

Un terzo comportamento prevede il ricorso alle frazioni equivalenti che devono essere conosciute. Per non fare troppi tentativi si può trasformare la prima frazione in una equivalente moltiplicando numeratore e denominatore per il denominatore della seconda e trasformare la seconda frazione in una equivalente moltiplicando numeratore e denominatore per il denominatore della prima. Si ottengono due frazioni che hanno lo stesso denominatore ed il confronto avviene a livello di numeratori.
Esempio: confrontare  2/3  e 5/7.  Si fa: (2 x 7) / (3 x 7) e (5 x 3) / (7 x 3). Le due frazioni ottenute hanno denominatore 21. La seconda è la maggiore perché 15 > 14.

Un grosso vantaggio di questo modo di procedere è che non si fa ricorso a nessun intero e si utilizzano solo i numeri che compaiono nelle frazioni.

Dopo aver introdotto i numeri decimali finiti, cioè i numeri con la virgola, si può utilizzarli per confrontare le frazioni. Per ciascuna frazione basta dividere il numeratore per il denominatore e  confrontare i due numeri che si ottengono.

Tutto questo è facile da dire, ma il confronto tra numeri decimali non è facile, come vedremo a suo tempo. Inoltre, potremmo incappare nei numeri periodici che vanno al di la dei programmi della scuola primaria. Le due frazioni prima esaminate danno origine proprio a due numeri decimali periodici.
Conclusione provvisoria.

Stanti tutte queste difficoltà verrebbe voglia di dire che nella scuola elementare, e forse anche nella scuola media, il terzo caso è meglio non trattarlo. Aspettiamo un momentino a tirare questa conclusione. Prima domandiamo qualche consiglio ai matematici.
OSSERVAZIONE

Sul confronto di frazioni si può leggere con profitto questo articolo:

Bonotto Cinzia, Origini concettuali di errori che si riscontrano nel confrontare numeri decimali e frazioni, IMSI gennaio 1993.

CAPITOLO QUINTO
LE  FRAZIONI: IL MONDO ORDINATO DEI MATEMATICI
1 – INTRODUZIONE

Abbiamo visto che i matematici per definire le frazioni non ricorrono a nessun intero, ma si accontentano di coppie ordinate di numeri naturali (a, b) con b > 0. C’è da aspettarsi che anche per introdurre l’ordinamento nel mondo delle frazioni giochino solo con i numeri facendo ricorso all’ordinamento, già noto, fra i numeri naturali.

2 – LA RELAZIONE DI ORDINE “MAGGIORE” NEI NUMERI NATURALI 
La relazione di ordine “maggiore” non esiste solo nel mondo dei numeri naturali, ma a noi interessa quella in vista di ciò che diremo dell’ordinamento delle frazioni.
La relazione di ordine “maggiore”, che indichiamo con il simbolo “ >”, è una relazione binaria, cioè interessa due numeri alla volta, viene introdotta fin dalla prima elementare ed è strettamente collegata con la relazione di minore, indicata con il simbolo < nel senso che dire che a > b è lo stessa cosa che dire  b < a.

Questa relazione  >  è chiamata di ordine stretto e totale.

Una breve esplorazione prima della definizione formale

Non c’è nessuna difficoltà ad accettare che nessun numero è maggiore di se stesso. Alla domanda: è vero che, per esempio,  3 > 3? risponderemmo tutti in coro in modo negativo. Anzi, a nessuna persona normale, che non sia un matematico, verrebbe in mente di fare una domanda del genere.

In sostanza: la relazione di maggiore è antiriflessiva. A questa proprietà si riferisce l’aggettivo “stretto” usato poco sopra. 

Supponiamo di dover confrontare questi numeri: 3, 7, 4, 15, 8. Se ho già stabilito che 15 > 8 e che 

8 > 3, posso subito concludere, senza fare ulteriori confronti, che 15 > 3. La relazione > rispetta rigidamente le gerarchie come nell’esercito. E’ facile riconoscere in questo fatto la proprietà transitiva. E’ una proprietà facile, popolare ed economica perché ci fa risparmiare confronti.

Nei mondi numerici se prendiamo due numeri li possiamo sempre confrontare fra di loro per stabilire se sono uguali o quale dei due è il maggiore. Qui davvero “La legge è uguale per tutti” e non è scritta solo nei tribunali come nel mondo degli umani. In sostanza, la relazione > possiede la proprietà tricotomica o tripartitiva che è poco nota forse perché troppo banale. E’ proprio a questa proprietà che si riferisce l’aggettivo “totale” usato poco sopra. Ora siamo pronti, allargando un po’ gli orizzonti espressi dal titolo del paragrafo, per dare la definizione generale di ordine stretto e totale in un insieme qualunque A.
Definizione.

Una relazione ( in un insieme A è una relazione di ordine stretto e totale se e solo se gode delle seguenti proprietà:

Antiriflessiva: ( a( A  ~a(a ( il simbolo ~ significa “non”). Il senso è chiaro: nessun elemento è in relazione con se stesso. Se come ( prendiamo > ciò significa che nessun numero è maggiore di se stesso.

Transitiva. In termini di relazione > si scrive: dati tre numeri qualunque a, b, c,  se a > b  e  b > c allora  a > c.

Tricotomica. In termini di relazione > si scrive: dati due numeri qualunque  a  e  b  si verifica uno ed uno solo di questi tre casi:  a = b  oppure  a > b  oppure  b > a.

Ora diamo la definizione della relazione >  nel mondo dei numeri naturali, definizione ben nota, ma che non è male richiamare esplicitamente.

Definizione.

Diciamo che un numero  a  è maggiore di un numero  b  e scriviamo  a > b se e solo se esiste un numero c ( 0 in modo che valga la uguaglianza  a = b + c.

Questa definizione è l’espressione matematica pulita di quello che spesso ho sentito dagli insegnanti: per esempio  7 > 3 perché “7 viene dopo il 3” oppure perché “7 contiene il tre” oppure perché “da 3 per andare a 7 (sulla linea dei numeri) devo fare 4 passi verso destra”.

3 – LA RELAZIONE DI MAGGIORE NEL MONDO DELLE FRAZIONI

Ci mettiamo nel mondo delle frazioni nel quale numeratore e denominatore sono numeri naturali e, ovviamente, il denominatore è maggiore di zero. Non facciamo appello a nessun intero di nessun tipo. La definizione che i matematici danno è semplice, economica, comprendibile anche nella scuola elementare. Eccola:
DEFINIZIONE: diciamo che la frazione a/b  e’ maggiore della frazione  c/d  se e solo se succede  a x d  > b x c.

Che cosa si richiede per capire questa definizione? Due strumenti concettuali molto semplici che i bambini possiedono dalla seconda elementare:

· Sapere moltiplicare i numeri naturali

· Saper confrontare i numeri naturali.

Come si vede, si lavora solo sui numeri che compongono le frazioni, non si ricorre a nessun intero e non si distinguono i vari casi come si è soliti fare in classe. E’ il prodotto in croce.
La relazione introdotta è una vera relazione di ordine stretto e totale perché possiede le tre proprietà di cui abbiamo parlato prima.
Proprietà antiriflessiva: a/b non è mai maggiore di a/b. Infatti ab non è maggiore di ba.

Proprietà transitiva:  se a/b > c/d  e  c/d > e/f  allora  a/b > e/f. Infatti:

la prima disuguaglianza dice che  ad > bc; la seconda dice che cf > de. Noi dobbiamo dimostrare che af > be. Infatti:

da  ad > bc  segue  adf > bcf (abbiamo moltiplicato per f);

da  cf > ed  segue  bcf > bed  (abbiamo moltiplicato per b).

Da  adf > bcf  e  bcf > bed   segue  adf > bed ( proprietà transitiva di  >  nei numeri naturali). Dividendo per d  segue  af > be, come dovevamo dimostrare.
Proprietà tricotomia: date  a/b  e  c/d  basta confrontare i prodotti  ad  e  bc  per concludere che la prima frazione è maggiore della seconda, oppure la seconda è maggiore della prima, oppure che le due frazioni sono… equivalenti, come vedremo in seguito.

Nonostante la semplicità della definizione e delle dimostrazioni (queste per la scuola media) è difficile trovarle sui libri di testo o vederle praticate, almeno la definizione, nelle attività in classe.

Gli insegnanti non dicono che si tratta di cose difficili; la loro obiezione è questa: come si fa a giustificare questa definizione ai bambini?
La mia risposta è che non c ‘è niente da giustificare perché si tratta di una definizione. Come di  un parallelogrammo con le diagonali congruenti e perpendicolari diciamo che è un quadrato e non ci sognamo di giustificarne il nome, così diciamo che una prima frazione è maggiore di una seconda frazione quando succede una certa disuguaglianza tra i risultati del prodotto in croce.

4 – UN CONSIGLIO DIDATTICO
Siccome so bene quanto sia difficile sradicare abitudini inveterate, ecco il mio consiglio per quanto riguarda il confronto tra frazioni che si può praticare in classe:

· fare il primo passo, avvalendosi anche del supporto di un intero. Stabilita la frazione maggiore, fare il prodotto in croce scoprendo che la relazione di >  tra le frazioni si mantiene  fra i risultati del prodotto in croce.

· fare il secondo passo e, accertata quale e’ la frazione maggiore, fare il prodotto in croce scoprendo che la relazione di > tra le frazioni si mantiene fra i risultati del prodotto in croce.

· nel terzo passo fare direttamente il prodotto in croce ed avviare il discorso su una eventuale definizione.
5 - CHE FINE FANNO I SUCCESSIVI?

L’idea di successivo ci e’ molto familiare fin dalla prima elementare.

Se ci poniamo nel mondo dei numeri naturali, sappiamo che ogni numero ha un successivo, ed uno solo, e lo sappiamo trovare facilmente: basta aggiungere 1 al numero stesso.

Sappiamo anche che ogni numero naturale e’ il successivo di un altro numero (e di uno solo), e lo sappiamo trovare facilmente: basta sottrarre 1 al numero stesso.

E’ vero: c’e’ la piccola, ed unica eccezione dello 0, il quale ha un successivo, ma non e’ il successivo di nessun numero.

Basta poco, però, per sistemare questa eccezione. Se dai numeri naturali passiamo al mondo dei numeri interi relativi, le cose vanno a posto. In questo mondo, infatti, tutti i numeri hanno un successivo (ed uno solo) e tutti i numeri, compreso lo 0, sono il successivo di un numero.

Che cosa succede nel mondo delle frazioni?

Questo potrebbe essere un buon momento di ricerca fra insegnanti e con i bambini.

Per esempio, si potrebbe iniziare domandando “chi e’ il successivo di 3/5?”

Il candidato più gettonato (questo non significa che sia quello giusto) è “4/5” dato che 4/5 > 3/5 e fra le due frazioni non ce n’e’ un’altra con lo stesso denominatore.

Andando a disturbare, però, le frazioni equivalenti (di cui parleremo in seguito), a questo punto,  può sorgere qualche dubbio.
Per esempio, 3/5 ( 6/10, e 4/5 ( 8/10. Qui spunta una nuova frazione, 7/10 che e’ maggiore di 6/10 (e quindi di 3/5) e minore di 8/10 (e quindi di 4/5). Quindi sarebbe lei la candidata ad essere considerata la successiva di 3/5. E fra 3/5 e 7/10 non è compresa nessuna altra frazione? Mah!
Potremmo fare lo stesso gioco con i numeri con la virgola.  Per esempio, “chi e’ il successivo di 0,6”? Seguendo le orme dei numeri naturali verrebbe voglia di dire “1,6”, ma ci sembra un  po’ troppo grande.
Un buon candidato e’ “0,7” che e’ certamente maggiore di “0,6”, ma e’ facile vedere che, per esempio, “0,61”e’ maggiore di 0,6 e minore di 0,7.

Come la mettiamo? Nel mondo delle frazioni ci sono o no i successivi?

La risposta ci viene data dalla matematica, cioè dalla teoria, con la definizione di “successivo”.
DEFINIZIONE
Dato un numero  m  diciamo che un numero  n  è il successivo di m e scriviamo  n = Sc(m) se sono verificate queste due condizioni:

· n > m

· non esiste alcun numero  t  del mondo numerico che consideriamo che sia maggiore di  m  e minore di  n.

La seconda condizione è fondamentale, come la prima, ma di solito non ci si pensa.

E’ chiaro, allora, che i successivi esistono solo nel mondo dei numeri naturali e in quello degli interi relativi, nei quali il successivo di  m, qualunque esso sia, è  m + 1.  Infatti,  m + 1 è maggiore di  m e fra i due numeri non esiste nessun altro numero naturale o intero.
Nei numeri naturali il “successivo” è una funzione, una corrispondenza di N in N la quale è iniettiva, perché numeri diversi hanno successivi diversi, ma non è suriettiva perché lo zero non è il successivo di nessun numero.

Nel mondo degli interi relativi anche lo 0 è il successivo di un numero, cioè di  - 1. Quindi in  Z  la funzione “successivo” è anche suriettiva.
Nel mondo delle frazioni non ci sono più i successivi perché salta la seconda condizione della definizione: tra due frazioni diverse esistono sempre infinite altre frazioni.

Sono convinto che queste riflessioni sul concetto di successivo siano alla portata degli studenti del primo ciclo scolastico. Già nella scuola primaria si può far riflettere i ragazzi sull’idea di successivo per scoprire in quali mondi numerici li troviamo e in quali no. L’idea di successivo nel linguaggio ordinario è quella di un “oggetto” che viene subito dopo un altro “oggetto” e fra i due “oggetti” non è interposto nessun altro. E’ esattamente questa l’idea matematica. Le scoperte sul concetto di successivo si possono fare facilmente osservando la linea dei numeri sulla quale abbiamo disteso, in un primo tempo, i numeri interi e, in un secondo tempo, anche le frazioni.

Tutte queste attività devono essere riprese ed approfondite nella scuola secondaria di primo grado. Purtroppo è difficile trovarne traccia sui libri di testo. Vi si può trovare, invece, l’assurda idea di successivo, espressa con la parola “consecutivo”, applicata ai punti di una retta come si vede nella affermazione qui riportata e presa da un libro di testo molto adottato nelle scuole medie italiane: “La retta è il secondo ente fondamentale; possiamo immaginarla come un insieme consecutivo e infinito di punti aventi sempre la stessa direzione”. Ogni commento non potrebbe che essere distruttivo!
6 – UNA PICCOLA NOVITA’

Entrando nel mondo delle frazioni diamo mestamente, e consapevolmente, l’addio ai successivi prendendo coscienza che, cambiando mondo numerico, ci sono proprietà che si conservano ed altre che “muoiono”. E’ la legge della vita (anche matematica).
La morte dei successivi porta con se una piccola novità, cioè un nuovo concetto, legato all’ordinamento, totalmente assente nel mondo dei numeri naturali ed in quello dei numeri interi relativi. Il nuovo concetto è stato battezzato con un nome nuovo: “densità”.

Il vocabolo lo si trova anche nei dizionari, mai, però, nel semplice senso matematico.

La definizione di “densità” in senso matematico e’ molto semplice:

Definizione:

un insieme A totalmente ordinato è denso se fra due suoi elementi diversi esiste sempre un elemento che è maggiore del minore ed è minore del maggiore.

L’insieme delle frazioni è un tipico esempio di insieme denso.
Può nascere una curiosità: date due frazioni diverse come faccio a costruire una frazione compresa fra le due cioè maggiore della minore e minore della maggiore?

La risposta è semplice: basta calcolare la media aritmetica delle due frazioni: essa è maggiore della minore e minore della maggiore. Vediamolo.

Sia  a/b  <  c/d. La loro media aritmetica è  (a/b + c/d)/2, cioè, facendo i calcoli, (ad + bc)/2bd.

Per ipotesi  a/b  <  c/d. Segue che a/b  + a/b  < a/b  + c/d (abbiamo sommato a/b ai due membri della disuguaglianza). Facendo i conti si ha:  2a/b < (ad + bc)/bd.
Per ipotesi: a/b  <  c/d. Segue che a/b  + c/d < c/d + c/d  (abbiamo sommato c/d ai due membri della disuguaglianza). Facendo i conti si ha:  (ad + bc)/bd < 2c/d. Quindi

2a/b < (ad + bc)/bd < 2c/d. Dividendo per 2 si ottiene: a/b < (ad + bc)/2bd < c/d cioè la media aritmetica delle due frazioni è compresa fra le due frazioni.

7 – ESERCIZI

1 – La frazione nulla (zero) è 0/1. Quando una frazione  a/b è maggiore della frazione nulla?

2 – La frazione unitaria (uno) è 1/1. Quando una frazione  a/b è maggiore della frazione unitaria?

3 - Discutere, dal punto di vista didattico, la definizione di ordinamento delle frazioni che ho riportato: se ne può parlare alla scuola elementare? In che modo? E nella scuola media? Vedere che cosa fanno sussidiari e libri di testo.

4– Una frazione apparente è sempre maggiore di una frazione propria? Perché?

5 – Confrontare fra loro le frazioni  a/b  e  (a + 1)/ b + 1).

6 - Confrontare fra loro le frazioni  a/b  e  (a - 1)/ (b - 1).

7 – Generalizzare le due situazioni precedenti ed esprimere il tutto in termini di frazioni proprie e improprie.

CAPITOLO  SESTO
LE FRAZIONI EQUIVALENTI A SCUOLA
1 –INTRODUZIONE

Gli aggettivi con i quali spesso qualifichiamo le frazioni, proprie, improprie, apparenti, li possiamo usare anche al singolare. Una frazione, infatti, può essere propria, impropria o apparente. L’aggettivo “equivalente” applicato alle frazioni non può essere usato al singolare: nessuna frazione è equivalente. Ci sono “frazioni fra loro equivalenti”, ma nessuna  “è equivalente” e basta. Capita la stessa cosa con l’aggettivo “maggiore”: una frazione è maggiore di un’altra, ma nessuna è maggiore e basta.
Di frazioni equivalenti a scuola si parla ed, entro certi limiti, vengono anche usate. L’abbiamo fatto anche noi nel capitolo precedente. Vediamo che cosa succede nelle nostre classi.

2 – L’EQUIVALENZA IN CLASSE
E’ raro trovare sui sussidiari una qualche definizione di frazioni equivalenti. Le troviamo, invece, sui libri di testo delle scuole medie. Ne riporto tre, prese da libri di testo diversi.
“Due o più frazioni si dicono equivalenti se, operando con esse su una stessa grandezza, si ottengono grandezze congruenti.”

Come vedremo nel prossimo capitolo, la relazione di equivalenza è una relazione binaria, cioè interessa due frazioni alla volta. E’ sbagliato, quindi, parlare di “due o più frazioni”. Il parlare di “più frazioni” viene legittimato dalla proprietà transitiva della relazione di equivalenza.
“Grandezze congruenti”. L’aggettivo “congruente” è tipico della geometria, ma allora significa che le frazioni operano solo su grandezze geometriche e non su interi discreti per i quali non si parla di “congruenza”. Anche per grandezze geometriche, l’equivalenza tra frazioni può dar origine a grandezze “equivalenti” cioè con la stessa area e non a grandezze congruenti.
“Due o più frazioni si dicono equivalenti se, applicate a una stessa grandezza o a grandezze uguali, conducono allo stesso risultato.”

Per “due o più frazioni” vale la osservazione di prima. Che cosa sia “lo stesso risultato” lo si può forse immaginare, ma non serve certo a precisare una definizione.

“Due o più frazioni sono equivalenti, cioè hanno lo stesso valore, se come operatori sull’intero danno lo stesso risultato; oppure se, dividendo il loro numeratore per il rispettivo denominatore, si ottiene lo stesso numero.”

Verrebbe voglia di dire “troppa grazia sant’Antonio”. Qui la definizione di frazioni equivalenti è  fondata su due proprietà molto diverse e su due diverse idee di frazione. La prima si appella all’intero ed alla frazione come operatore; la seconda ignora l’intero e si appella alla frazione come divisione. Chi garantisce che due frazioni equivalenti secondo la prima proprietà, lo siano anche secondo la seconda proprietà?

Si potrebbe concludere che è meglio evitare qualunque definizione. Potrebbe essere una conclusione sensata se la definizione presentasse difficoltà stratosferiche, ma così non è come vedremo nel prossimo capitolo.

Che cosa si fa, allora nella scuola elementare?

In genere ci si affida ad un intero sul quale interpretare le frazioni e si insegnano le regole per ottenere frazioni equivalenti ad una frazione data.

Prima regola: data una frazione per ottenerne una equivalente basta moltiplicare numeratore e denominatore per uno stesso  numero diverso da zero. Esempio: 2/3 ( 6/9. I simboli per indicare la equivalenza tra frazioni sono diversi: ( ; = ; (. Chi più ne ha , più ne metta. Con la prima definizione riportata di equivalenza tra frazioni è difficile, o addirittura impossibile, vedere che         ½ ( 100/200  su un rettangolo che viene diviso in due parti dalla prima frazione, e se ne considera una, e in 200 quadratini dalla seconda e di essi se ne considerano 100, uno si ed uno dei  200.
Seconda regola: data una frazione per ottenerne una equivalente basta dividere numeratore e denominatore per uno stesso  numero diverso da zero. Esempio: 15/20 ( ¾.
Nella scuola media queste due regole insieme vengono vendute come la “proprietà invariantiva delle frazioni”.

Terza regola: una combinazione delle due precedenti. Esempio 6/9 ( 4/6.
Osservazione

Se si pensano le frazioni come operatori su grandezze è difficile verificare la ragionevolezza delle regole predette. E’ più facile, invece se si pensano le frazioni come divisioni, cioè come un modo per indicare il risultato della divisione fra due numeri.

In ogni caso sorge un dubbio: come faccio a dire, per esempio, che 2/3 ( 6/9 se non so quando due frazioni sono equivalenti, cioè non so la definizione?
Si potrebbe pensare che la definizione e’ troppo difficile per introdurla alla scuola elementare. Meglio, quindi, rinviarla alla scuola media. Le tre definizioni date per la scuola media prima riportate ci dicono che forse è meglio non darle. E allora dobbiamo morire senza conoscere quando due frazioni sono equivalenti?

Per nostra fortuna ci vengono in soccorso i matematici.
CAPITOLO SETTIMO
LE FRAZIONI EQUIVALENTI DEI MATEMATICI
1 – INTRODUZIONE

I matematici non sono i salvatori della patria e men che meno dell’umanità, ma nei settori loro propri possono aiutarci a semplificare le cose che noi dobbiamo insegnare a scuola. L’abbiamo già visto a proposito dell’ordinamento delle frazioni; ora lo vediamo per l’equivalenza tra frazioni.
2 – FRAZIONI EQUIVALENTI: UNA MARCIA  DI AVVICINAMENTO

Nel capitolo precedente, accettando senza discuterle, le tre regole che si insegnano alla scuola elementare ed alla scuola media, abbiamo visto tre coppie di frazioni equivalenti: 2/3 ( 6/9;            15/20 ( ¾; 6/9 ( 4/6.
Proviamo a fare un giochetto che ha il sapore di uno scioglilingua. Prendiamo  2/3 ( 6/9. Moltiplichiamo il numeratore della prima per il denominatore della seconda: 2 x 9 = 18; moltiplichiamo il denominatore della prima per il numeratore della seconda: 3 x 6 = 18. Miracolo: abbiamo ottenuto lo stesso numero! E’ un caso fortunato? Può darsi. Continuiamo il gioco con le altre frazioni equivalenti.

Prendiamo  15/20 ( ¾. Con il gioco di prima otteniamo: 15 x 4 = 60 e 3 x 20 = 60.

Vien da pensare che “gatta ci cova”.

Facciamo la terza prova. Prendiamo 6/9 ( 4/6. Con il nostro gioco moltiplicativo otteniamo:            6 x 6 = 36  e  4 x 9 = 36.
Ormai la strada è segnata. Seguendo i matematici la percorriamo fino in fondo.

3 – LA RELAZIONE DI EQUIVALENZA NEL MONDO DELLE FRAZIONI

La parola “equivalenza” è, in matematica, una parola tecnica e la si usa per certe relazioni che hanno determinate proprietà. Le illustriamo brevemente.
Una relazione binaria (, definita in un insieme A,  è di equivalenza se possiede queste proprietà:

Proprietà riflessiva: ogni elemento di A è in relazione con se stesso, cioè per ogni a ( A, a(a.

Proprietà simmetrica: se un elemento a è in relazione con un elemento b, allora b è in relazione   con a. Possiamo dire: per ogni a  e  b  se  a(b  allora b(a.

Proprietà transitiva: dati a, b, c, se  a(b  e  b(c  allora a(c.

La definizione di equivalenza tra frazioni deve essere congegnata in modo che la relazione goda di queste tre proprietà. Eccola:

una frazione a/b  è equivalente ad una frazione c/d se e solo se  a x d = b x c.
In punta di piedi, senza far rumore è ritornata una vecchia conoscenza: il prodotto in croce, una tecnica molto feconda.
Con questa definizione di equivalenza tra frazioni si giustificano le tre regole enunciate prima. Dobbiamo, però, far vedere che si tratta di una vera relazione di equivalenza. Infatti
Vale la proprietà riflessiva:  ogni frazione e’ equivalente a se stessa, cioè a/b ( a/b; infatti ab = ba
Vale la proprietà simmetrica:  se    a/b ( c/d    allora     c/d ( a/b. Per la prima equivalenza si ha:    ad = bc. Da cui, per la simmetria della = e la commutatività della moltiplicazione: cb = da  cioè la seconda equivalenza.
Vale la proprietà transitiva:  se  a/b ( c/d    e   c/d ( e/f  allora  a/b ( e/f. Per definizione le prime due equivalenze significano: ad = bc  e  cf = de.  Dobbiamo dimostrare che  af = be. 
Dalla prima uguaglianza otteniamo (moltiplicando per f): adf  = bcf;

dalla seconda (moltiplicando per b) si ottiene:bcf = bde. Per la transitività della uguaglianza si ha:

adf = bde. Dividendo per d si ottiene af = be, cioè la terza equivalenza.

4 – A CHE SERVONO LE RELAZIONI DI EQUIVALENZA?

Nella scuola elementare (e media), indipendentemente dalla situazione che stiamo esaminando, si usano diverse relazioni di equivalenza.
Un primo esempio è quello del parallelismo. Diciamo che due rette complanari sono parallele se coincidono o non hanno nessun punto in comune. Questa relazione di parallelismo è una relazione di equivalenza. Essa ripartisce le rette del piano in classi di equivalenza. In ogni classe mettiamo una retta e tutte le sue parallele. E adesso? Adesso nasce un nuovo concetto matematico che viene battezzato con una parola che usiamo spesso nel linguaggio comune: direzione. La direzione di una retta è la classe formata dalla retta e dalle sue infinite parallele. E’ nato un nuovo ente matematico.

Un secondo esempio è quello della congruenza applicata ai segmenti. Due segmenti sono congruenti se esiste una isometria che trasforma uno nell’altro. La confluenza è una relazione di equivalenza. Essa ripartisce i segmenti del piano in classi di equivalenza. Ciascuna classe è una lunghezza. Quindi la lunghezza di un segmento è la classe nella quale stanno il segmento stesso e tutti i suoi congruenti. E’ nato un  nuovo ente matematico.
E con la relazione di equivalenza nel mondo delle frazioni che cosa succede? Anche qui abbiamo una nuova nascita di un “oggetto” molto importante: il mondo dei numeri razionali. La cosa non è immediata, non è da scuola elementare perché il mondo dei  numeri razionali è molto complesso ed ha bisogno di essere ben strutturato. Incominceremo proprio a farlo.
CAPITOLO  OTTAVO

LA VITA SOCIALE DELLE FRAZIONI E DEI NUMERI RAZIONALI
1 – INTRODUZIONE
Finora abbiamo considerato le frazioni come coppie ordinate (a, b) di numeri naturali, con b > 0. Adesso allarghiamo un poco gli orizzonti e consideriamo anche  numeri interi relativi, il cui insieme è indicato con Z. Per evitare inutili fatiche non poniamo nessuna condizione sul numeratore che può essere positivo, negativo o nullo, mentre imponiamo al denominatore di essere sempre positivo. Se indichiamo con Z+ l’insieme degli interi positivi, allora le frazioni (a, b) sono elementi del prodotto cartesiano ZxZ+.
L’espressione “vita sociale” non si trova nel linguaggio matematico ufficiale, ma io la uso volentieri perché mi sembra significativa: essa indica che le frazioni costituiscono un mondo vivo, nel quale esse si confrontano (vedi il capitolo quinto), e si combinano fra di loro per dar origine a nuove frazioni. Questo capitolo è dedicato alla descrizione di questa vita sociale. Il suo studio non è richiesto nella scuola primaria perché i programmi non chiedono di eseguire addizioni e moltiplicazioni con le frazioni; è richiesto, però, nella scuola media e certamente è obbligatorio (moralmente) che gli insegnanti di matematica, di qualunque livello scolastico, conoscano queste cose.
2 – IL PRIMO CENTRO DI AGGREGAZIONE: L’ADDIZIONE

E’ la prima operazione ad essere introdotta con una definizione piuttosto complicata:
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(1)

Conviene osservare esplicitamente che il “+” del primo membro è il simbolo della addizione tra frazioni, mentre quello del secondo membro è il simbolo dell’addizione in Z.

Questo fatto ci garantisce che non abbiamo commesso un circolo vizioso perché abbiamo definito l’addizione nell’insieme delle frazioni usando una addizione già nota e definita in un altro insieme.

In forza della definizione data l’addizione risulta una operazione interna al mondo delle frazioni perché il secondo membro della (1) è ancora un elemento di ZxZ+.
Questa operazione, inoltre, gode delle solite proprietà (che non stiamo a scrivere in forma simbolica):

· commutativa

· associativa.

C’è da aspettarsi anche l’esistenza di un elemento neutro.

Tale, infatti, è la frazione 
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Sembra che tutto funzioni alla perfezione.

L’unica cosa che da fastidio ai ragazzi è proprio la definizione (1), che sembra inutilmente complicata.

Perciò, non infrequentemente, essi ricorrono alla più semplice definizione:
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(2)

Scrive la Hart nell’articolo già citato: “Poiché l’addizione diretta di due frazioni è possibile solo se i due denominatori sono uguali, inizialmente si usano frazioni con il medesimo denominatore, ma c’è bisogno abbastanza presto di usare l’equivalenza di frazioni.  La regola per l’addizione di frazioni è spesso ricordata da molti in modo errato e diventa: somma di sopra, somma di sotto”.  Ella riporta, poi, l’esito di alcune indagini svolte in Inghilterra negli anni ’70.  Ne riporto solo due.

Prima addizione
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Hanno dato questa risposta l’8,5% dei ragazzi di 12 anni che sono stati testati, il 19,7% dei ragazzi di 13 anni, il 14,3% di quelli di 14 anni e il 16,7% di quelli di 15 anni.

Seconda addizione:
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Le percentuali sono state, nell’ordine, 18,3; 29,1; 21,8; 19,1.

A tutti questi studenti di scuola media era stata insegnata la definizione (1).

La definizione (2) è indubbiamente più semplice e in linea con ciò che succede nella moltiplicazione.  

Inoltre, essa talvolta funziona, cioè traduce correttamente problemi reali. Supponiamo, per esempio, che un venditore di merce a domicilio un giorno abbia piazzato la sua merce in 3 case sulle 5 visitate, cioè in  3/5 delle case, e il giorno seguente abbia venduto la sua merce in 4 case sulle 7 visitate, cioè in  4/7 delle case visitate. Per ottenere il rapporto fra le visite in cui è riuscito a concludere un affare e il numero totale delle visite compiute egli deve sommare le due frazioni. Siccome ha concluso un affare in 7 case sulle 12 visitate la sua somma è necessariamente quella “spiccia”:

3/5 + 4/7 = 7/12

Non sempre, però, anche da questo punto di vista, la definizione “spiccia” funziona. Se, per esempio, compro due volte mezzo litro di latte concludo che in totale ho comprato un litro di latte. Questo fatto è tradotto fedelmente dalla definizione matematica perché 

½ + ½  =  4/4 = 1

mentre con la definizione “spiccia” ottengo  2/4 cioè ancora ½.
C’è anche una ragione matematica contro la definizione (2). Con essa la frazione 
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 non è più elemento neutro perché
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In sostanza faremmo un passo indietro rispetto alla struttura additiva di Z. E questo ai matematici certo non piace. Queste sono due buone ragioni contro la definizione (2) e a favore della definizione (1).

3 – IL SECONDO CENTRO DI AGGREGAZIONE: LA MOLTIPLICAZIONE

La definizione è, formalmente, più semplice e facilmente memorizzabile: si moltiplica sopra e si moltiplica sotto. Eccola in simboli:
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(3)

Anche qui osserviamo esplicitamente che il simbolo “x” del primo membro indica la moltiplicazione tra frazioni, mentre le due moltiplicazioni del secondo membro sono fra numeri interi relativi.

Per la definizione (3) la moltiplicazione risulta un’operazione interna al mondo delle frazioni.

Essa, inoltre, gode delle solite proprietà formali:

· commutativa

· associativa

· distributiva rispetto all’addizione.

C’è anche l’elemento neutro ed è la frazione 
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La definizione formale di moltiplicazione è semplice, ma è difficile la sua interpretazione, cioè l’attribuzione di un significato convincente per i ragazzi. I modelli migliori, forse, sono quelli che, in qualche modo, fanno intervenire l’area.

Esempio: 3x4 può essere interpretato come l’area di un rettangolo con lati lunghi 3 e 4 rispettivamente.  La sua area è 12 e possiamo pensare il rettangolo diviso in 12 quadretti (se il disegno mi fosse venuto bene)
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 è l’area di un rettangolo di lati lunghi, rispettivamente, 
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.  Quale sarà la sua area?  Si riprende il rettangolo di prima costruendo i 
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	Quindi 
[image: image47.wmf]12

6

4

3

3

2

=

x



	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	
	
	
[image: image48.wmf]4

3


	
	


4 – IL TERZO CENTRO DI AGGREGAZIONE: L’ORDINAMENTO

L’abbiamo nominato solo per completezza perchè di esso abbiamo già trattato abbondantemente nel capitolo quinto al quale rimandiamo.
5 - Una struttura imperfetta

Con la definizione (1) abbiamo introdotto nel mondo delle frazioni una struttura additiva con le tre proprietà che abbiamo ricordato.

Dato che il “materiale” con cui abbiamo costruito le frazioni è, sostanzialmente, l’insieme Z dei numeri interi relativi, combinato cartesianamente con Z+, e dato che in Z ogni numero ha in opposto, è naturale aspettarsi che ogni frazione abbia una opposta.  E’ proprio così?

Consideriamo, per esempio, la frazione 
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.  La candidata “naturale” ad esserle opposta è 
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.  Se così fosse dovrebbe risultare:
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Se applichiamo la (1) otteniamo
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Le frazioni  
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  sono diverse perché sono diverse le coppie ordinate (0,16) e (0,1), essendo diversi i secondi elementi.

E’ una situazione spiacevole perché abbiamo ampliato l’insieme Z ottenendo un insieme algebricamente più povero.

Analogamente con la definizione (3) abbiamo introdotto una struttura moltiplicativa con le proprietà che abbiamo ricordato. Forse è meno naturale, ma è lecito aspettarsi che ogni frazione con numeratore diverso da zero abbia una inversa.  Nuova delusione!

Candidata ad essere l’inversa di 
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Invece, per la definizione (3), otteniamo
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E’ possibile uscire dall’impasse?  Non si può usare qualche marchingegno per sistemare le cose?

La risposta è positiva ed il marchingegno è semplice.

6  - L’idea geniale

Per eliminare le due “pecche” segnalate prima è necessario compattare in una sola classe tutte le frazioni con numeratore zero e in una altra classe tutte le frazioni con numeratore uguale al denominatore.

Non si può, però, compattare solo questi due tipi di frazioni per non creare una specie di “mostrum”, cioè un mondo di frazioni singole con due classi formate di infinite frazioni.

I matematici hanno, allora, inventato un marchingegno per sottoporre tutte le frazioni allo stesso trattamento. Il marchingegno è il concetto di frazioni equivalenti.

Della relazione di equivalenza tra frazioni abbiamo abbondantemente trattato nel capitolo settimo al quale rimandiamo. Qui vediamo “a che cosa servono le frazioni equivalenti”.

Con la relazione di equivalenza tutte le frazioni vengono compattate in classi ed ogni frazione sta in una ed in una sola classe. Ogni classe è formata da una frazione e da tutte quelle ad essa equivalenti in base alla definizione (5).

Eccone qualcuna.
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A ciascuna di queste classi si dà, in genere, il nome del suo “capostipite”, cioè della frazione con numeratore e denominatore primi fra di loro, però ogni frazione della classe può essere scelta come “rappresentante” della classe.

L’insieme formato da tutte queste classi di frazioni equivalenti viene indicato con il simbolo Q e chiamato “insieme dei numeri razionali”. Per poterlo chiamare così dobbiamo, però, dotarlo dei centri di aggregazione che caratterizzano la vita sociale di un mondo numerico.
7 - Il campo ordinato dei numeri razionali

La descrizione della vita sociale dei numeri razionale è quanto mai semplice, ora, perché abbiamo a disposizione quella delle frazioni.

Nell’insieme Q possiamo introdurre una operazione di addizione con la stessa definizione che abbiamo usato per le frazioni. Vi è una sola differenza: ora il simbolo 
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 non indica una frazione, ma una classe di frazioni equivalenti.  Di solito, per evitare confusioni, la classe alla quale appartiene la frazione 
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[image: image64.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

b

a

.

Riscriviamo la definizione (1) con la nuova simbologia (non lo faremo più nel seguito):
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Questa operazione è

· interna

· associativa

· commutativa

· l’elemento neutro non è più la frazione 
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, ma la classe 
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 e, quindi, ogni elemento con numeratore 0.  Normalmente la si chiama zero e la si indica con il solito simbolo 0
· con il passaggio alle classi si sistema la questione dell’opposta di una frazione: ogni classe 
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 ha una opposta ed è la classe 
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 che è la “classe neutra”.

Come è noto, i matematici sono risparmiosi e invece di dire tutta la pappardella che abbiamo scritto, affermano semplicemente che Q rispetto alla addizione è un gruppo commutativo.

Nell’insieme Q si introduce anche una moltiplicazione esattamente come nell’insieme delle frazioni con la precisazione fatta prima.

Essa gode della proprietà che abbiamo illustrato a proposito delle frazioni.

L’elemento neutro è la classe 
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 delle frazioni che hanno numeratore uguale al denominatore.  Normalmente la si chiama uno e la si indica con il solito simbolo 1.

Con il passaggio alle classi si sistema anche la questione dell’inversa di una frazione: ogni classe 
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cioè la “classe neutra” rispetto alla moltiplicazione.

I numeri razionali diversi da zero sono un gruppo commutativo anche rispetto alla moltiplicazione. Le due strutture sono collegate fra di loro mediante la proprietà distributiva della moltiplicazione rispetto alla addizione.

Ispirandosi sempre all’idea della “economicità” i matematici dicono che l’insieme Q rispetto alle due operazioni di addizione e moltiplicazione, è un campo o un corpo commutativo.

Infine, in Q possiamo introdurre un ordinamento con la definizione data per le frazioni, ma pensata fra classi e non più tra singole frazioni.  Anche la nuova relazione è un ordinamento stretto e totale perché gode delle proprietà che abbiamo ricordato parlando delle frazioni.

L’ordinamento ci permette di parlare di numeri positivi, cioè maggiori di zero, e di numeri negativi, cioè minori di zero.

Quando un numero 
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 è maggiore di zero?

Basta ricorrere alla definizione di ordinamento:
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 se e solo se ax1>bx0, cioè a>0.

Era quello che tutti si aspettavano.  Dell’ordinamento voglio ricordare due proprietà non ancora menzionate.  Si tratta di proprietà che valgono anche nei numeri naturali e negli interi relativi e che esprimono la perfetta armonia che sussiste fra la struttura d’ordine e le due strutture algebriche legate alla addizione ed alla moltiplicazione.

La prima esprime la coerenza (o compatibilità) fra ordine ed addizione e si esprime, in simboli, nel seguente modo:

se
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Questa proprietà era già espressa in una delle “nozioni comuni” di Euclide: “Se a cose disuguali si aggiungono cose uguali, i risultati sono disuguali”.

La seconda esprime la coerenza (o compatibilità) fra ordine e moltiplicazione e si esprime, in simboli, nel seguente modo:

se 
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In forza di tutte le proprietà finora illustrate l’insieme Q si dice che è un campo ordinato.

L’ordinamento in Q, come in quello delle frazioni, è denso. Stessa parola, stesso significato, stessa dimostrazione. Stessa conseguenza: la scomparsa dei successivi.
Il campo ordinato Q è il nuovo oggetto generato dalla equivalenza tra frazioni. E scusate se è poco.
8 – CONCLUSIONE: LA TABELLA DELLE FRAZIONI
A conclusione delle attività sulle frazioni si può introdurre la tabella delle frazioni. E’ poco usata e, forse, può essere considerata un lusso, ma facile da costruire e abbastanza informativa. Per esempio, per passare da una frazione ridotta ai minimi termini ad una frazione ad essa equivalente basta guardare numeratore e denominatore: il primo dice di quante righe bisogna spostarsi in basso, il secondo di quante caselle bisogna spostarsi sulla stessa riga. Ovviamente la tabella è orientata per stabilire chi è il numeratore e chi è il denominatore. La “lettura” della tabella è abbastanza facile come subito si vede.
Nella diagonale ci sono solo frazioni apparenti

• nella prima riga, esclusa la prima casella, ci sono solo unità frazionarie in ordine decrescente

• nella prima colonna ci sono solo frazioni apparenti in ordine crescente

• a destra in alto della diagonale ci sono solo frazioni proprie

• a sinistra in basso della diagonale ci sono solo frazioni improprie e frazioni apparenti

• nella tabella si possono individuare le frazioni equivalenti di frazioni date; a titolo esemplificativo sono state cerchiate le frazioni equivalenti ad 1/2 (tutte proprie)  e a 2/1 ( tutte improprie): sarà interessante scoprire eventuali regolarità nella loro distribuzione in tabella.

La tabella della frazioni


9 – ESERCIZI
1 – Nei numeri razionale c’è un elemento nullificante nella moltiplicazione? Se si, chi è e come lo si riconosce?

2 – Abbiamo usato la parola “gruppo” un po’ alla garibaldina. Provare ad elencarne le proprietà.
3 – Dare qualche esempio di gruppo.

4 – Trovare qualche situazione reale nella quale la somma di frazioni sia bene interpretata dalla formula (2).

5 – 12 sono i ¾ di una “quantità”. Quanto vale la “quantità”?
PARTE  SECONDA
DALLE FRAZIONI DECIMALI AI NUMERI CON VIRGOLA. 
COME E PERCHE’
CAPITOLO NONO

FRAZIONI DECIMALI E NUMERI DECIMALI LIMITATI.

COSA DICONO I PROGRAMMI

1 – INTRODUZIONE

L’espressione “frazione decimale” compare una sola volta nei programmi e precisamente nelle Indicazioni nazionali per la scuola primaria del 2004. Altre volte compare “sotto mentite spoglie”, cioè quando si parla di “percentuali” che sono frazioni decimali con denominatore 100.

L’espressione “numeri decimali” ricorre moltissime volte per indicare, anche se non viene mai detto, i “numeri decimali finiti o limitati”. Qualche volta si parla anche di “numeri con virgola”. Vi è anche qualche cenno ai numeri decimali infiniti, periodici o no.

2 – I PROGRAMMI DELLA SCUOLA ELEMENTARE

I programmi del 1985 prevedono i “numeri decimali” distinguendoli dai numeri naturali:

“leggere i numeri naturali e decimali, espressi sia in cifre sia a parole, traducendoli nelle corrispondenti somme di migliaia, centinaia, decine, unità, decimi, centesimi, ecc.”;

“scrivere sia in cifre sia a parole, anche sotto dettatura, i numeri naturali e decimali, comprendendo il valore posizionale delle cifre, il significato e l’uso dello zero e della virgola”;

“confrontare e ordinare i numeri naturali e decimali, utilizzando opportunamente la linea dei numeri (ad esempio, mediante sottograduazioni);

“eseguire per iscritto le quattro operazioni aritmetiche con i numeri naturali e decimali, comprendendo il significato dei procedimenti di calcolo”;

“moltiplicare e dividere i numeri naturali e decimali per dieci, cento, mille, comprendendo il significato di queste operazioni”.

La parola “virgola” fa pensare che i numeri decimali siano “quelli con la virgola”. L’interpretazione è confermata dalle “Indicazioni didattiche”: “ L’introduzione dei numeri con virgola va realizzata a partire dal terzo anno e le relative operazioni vanno introdotte, con gradualità, negli ultimi due anni. In quarta classe ci si può limitare alle addizioni e alle sottrazioni, con specifica attenzione al valore frazionario delle cifre secondo la posizione occupata a destra della virgola, e quindi all’incolonnamento. In quinta classe le moltiplicazioni e le divisioni con numeri decimali non dovranno avere, rispettivamente, fattori e divisori con più di due cifre dopo la virgola.”
Con questa identificazione è chiaro che per i programmi del 1985 i numeri naturali non sono numeri decimali. Questi programmi sono i più estesi e ricchi anche di indicazioni didattiche.
 Nelle Indicazioni Nazionali (2004) per la scuola primaria (secondo biennio) non compare mai l’espressione “numeri con virgola”, ma, più volte, l’espressione “numeri decimali” anche in distinzione dai numeri naturali:

“Introduzione dei numeri decimali”;

“Scritture diverse dello stesso numero (frazione, frazione decimale, numero decimale” [questa frase a me risulta per lo meno poco chiara: sembra che ogni numero possa essere scritto in queste tre forme diverse, il che è ovviamente, falso];

“Leggere e scrivere i numeri naturali e decimali consolidando la consapevolezza del valore posizionale delle cifre”; “Confrontare e ordinare numeri decimali e operare con essi”;

“Eseguire le quattro operazioni anche con numeri decimali con consapevolezza del concetto e padronanza degli algoritmi”; “Confrontare l’ordine di grandezza dei termini di una operazione tra numeri decimali e il relativo risultato”.
Per questi programmi, l’introduzione dei numeri decimali deve avvenire in quarta, dato che tutto si riferisce al secondo biennio (quarta e quinta).

Anche le Indicazioni per il curricolo (2007) non usano mai la espressione “numeri con virgola”, ma solo “numeri decimali”.
Entro la terza elementare  prevedono: “Leggere, scrivere, confrontare numeri decimali, rappresentarli sulla retta ed eseguire semplici addizioni e sottrazioni, anche con riferimento alle monete o ai risultati di semplici misure”.

Entro la quinta elementare richiedono: “Leggere, scrivere, confrontare numeri decimali ed eseguire le quattro operazioni con sicurezza”. Utilizzare numeri decimali, frazioni e percentuali per descrivere situazioni quotidiane. Rappresentare i numeri conosciuti sulla retta.”
In questi programmi vi è una anticipazione alla terza della introduzione dei numeri decimali e delle operazioni di addizione e sottrazione.

3 – I PROGRAMMI DELLA SCUOLA MEDIA
I programmi del 1979 non usano mai l’espressione “numeri decimali”, e neppure quella di “numeri con virgola”. Nel tema “Insiemi numerici” richiedono: “Scrittura decimale. Ordine di grandezza”. 

Sono previste, però, attività che fanno intervenire i “numeri decimali” come: “Percentuali.  Esercizi di calcolo, esatto e approssimato. Approssimazioni successive come avvio ai numeri reali”.
Gli esercizi di “calcolo approssimato” richiedono l’intervento dei numeri decimali. Le “approssimazioni successive come avvio ai numeri reali” fanno pensare ai numeri decimali infiniti non periodici”.

Le Indicazioni Nazionali per la scuola secondaria di primo grado (2004), prevedono:“Scrittura decimale dei numeri razionali”; “Leggere e scrivere numeri naturali e decimali in base dieci usando la notazione polinomiale e quella scientifica” [non riesco a pensare come si possa leggere e scrivere i numeri decimali in basi diverse da dieci];

“Eseguire operazioni con i numeri razionali in forma decimale”.

Nella terza classe sono previsti “allineamenti decimali, periodici e non, esempi di numeri irrazionali”.
Questi programmi prevedono esplicitamente i numeri decimali illimitati periodici e anche non periodici (esempi di numeri irrazionali).

Le Indicazioni per il curricolo (2007), prevedono, entro la terza media, di: “Eseguire addizioni, sottrazioni, moltiplicazioni, divisioni e confronti tra i numeri conosciuti (numeri naturali, numeri interi, frazioni e numeri decimali).
Rappresentare i numeri conosciuti sulla retta. 
Utilizzare frazioni equivalenti e numeri decimali per denotare uno stesso numero razionale in diversi modi, essendo consapevoli di vantaggi e svantaggi che le diverse rappresentazioni danno a seconda degli obiettivi. 
Calcolare percentuali. Interpretare un aumento percentuale di una quantità data come una moltiplicazione per un numero maggiore di 1.

Dare stime sulla radice quadrata utilizzando solo la moltiplicazione.
Sapere che non si può trovare una frazione o un numero decimale che elevato al quadrato dà 2”.

Questi programmi ignorano i numeri decimali illimitati periodici, ma prevedono quelli illimitati non periodici.
Nella tradizione scolastica la espressione “numeri decimali” designa sempre i numeri con la virgola, i numeri, cioè, nei quali, si distingue una parte intera ed una parte decimale separate da una virgola. Nella scuola elementare questi numeri vengono confrontati fra di loro e su di essi si eseguono le “quattro operazioni”. Si tratta sempre, però, di numeri decimali finiti o limitati. Quelli illimitati, periodici o no, vengono introdotti nella scuola media.

CAPITOLO DECIMO
FRAZIONI  DECIMALI O NUMERI DECIMALI FINITI O LIMITATI
1 – INTRODUZIONE
Non è una novità che nei vari mondi numerici esistano delle grandi aggregazioni, delle grandi famiglie, caratterizzate da qualche particolare proprietà. 

Per esempio, nel mondo dei numeri naturali abbiamo la grande famiglia dei Pari e la grande famiglia dei Dispari, la grande famiglia dei numeri primi e quella dei  numeri non primi.
 Nel mondo dei numeri interi relativi abbiamo la grande famiglia dei numeri negativi e la grande famiglia di quelli non negativi.
Siccome abbiamo costruito il mondo dei numeri razionali, che abbiamo indicato con Q, utilizzando le classi di frazioni equivalenti, non c’è da meravigliarsi se, come faremo fra poco, utilizzeremo il linguaggio dei numeri o il linguaggio delle frazioni.
2 – I NUMERI RAZIONALI: LE DUE GRANDI FAMIGLIE

Sia ben chiaro: non è che nel mondo dei numeri razionali si possono fare solo due grandi famiglie. Ne possiamo fare quante ne vogliamo ispirandoci a criteri diversi. A noi, però, interessano due grandi famiglie che distinguiamo prendendo come criterio il denominatore dei numeri razionali.
Ci sono  dei numeri razionali il cui “capostipite” ha come denominatore una potenza di 10, cioè un numero del tipo 10n .  Basta pensare a  1/10,  3/100,  7/100, 9/1000, ecc.

Per altri numeri razionali, non è il “capostipite” ad essere in questa situazione, ma nelle classi di equivalenza che li definiscono vi è almeno una frazione con denominatore una potenza di 10.

Basta pensare, per esempio, a numeri come 1/2, 3/8, 2/5, 0/1.

Nella classe [1/2] c’è, per esempio, la frazione  5/10; nella classe [3/8] c’è la frazione  375/1000; nella classe [2/5] c’è la frazione 4/10; nella classe [0/1] c’è la frazione 0/10
Ebbene, tutti questi numeri razionali che possono essere scritti sotto forma di frazioni aventi a denominatore una potenza di 10 formano la prima grande famiglia.

I numeri di questa prima famiglia sono particolarmente importanti perché sono quelli che, sia pure scritti in forme diverse, usiamo continuamente nella vita quotidiana e nella attività scientifica. E’ giusto, quindi, dar loro un nome specifico: sono i numeri decimali finiti o  numeri decimali limitati o, anche, frazioni decimali. Queste tre espressioni, per noi, sono sinonimi.
Vogliamo presentarli con una definizione esplicita alla maniera dei matematici.

Si chiama numero decimale finito (o limitato) o anche frazione decimale ogni numero razionale che può essere scritto nella forma  A/10n  dove  A è un numero intero relativo ed  n un numero naturale.

Il numero A è preso dagli interi relativi perché ci sono anche i numeri decimali finiti negativi; nella scuola elementare, però, A è sempre e solo un  numero naturale.

Una conseguenza immediata, forse un po’ inaspettata, della definizione è questa: siccome può essere  n = 0 e siccome  100 = 1 allora i numeri interi relativi ed i numeri naturali sono numeri decimali finiti. Questa è la situazione matematica che non viene rispecchiata nel linguaggio dei programmi, nel linguaggio comune ed in quello della attività in classe. Non è l’unico caso e non bisogna farne un dramma. Basta mettersi d’accordo in modo da evitare di usare le stesse parole per indicare “oggetti” diversi.

Il significato del termine “finito” o “limitato” è legato alla scrittura di questi numeri come numeri con virgola cioè come numeri composti da una parte intera (a sinistra della virgola) e da una parte decimale (a destra della virgola) e ci dice che le cifre dopo la virgola sono in numero finito.

La seconda grande famiglia è formata da tutti gli altri numeri razionali, cioè da tutti quei numeri nelle cui classi di equivalenza non compare nessuna frazione con denominatore una potenza di 10.

Appartengono a questa famiglia, per esempio, i numeri 1/3, 3/7, 2/15, 7/9, ecc.

I numeri della seconda famiglia non sono decimali finiti, ma sono decimali infiniti o illimitati periodici. Questo ultimo aggettivo serve per distinguere questi numeri razionali da altri numeri che non sono razionali, ma irrazionali e che hanno infinite cifre dopo la virgola senza che nessun blocco di cifre si ripeta periodicamente. 

In questo capitolo ci occupiamo della prima famiglia. Dei numeri periodici parleremo più avanti.
3 - ALLA SCOPERTA DEI PERSONAGGI DELLA PRIMA GRANDE FAMIGLIA.

Scoprire se un numero razionale appartiene alla prima famiglia è, qualche volta, immediato. Per esempio di tutti i numeri il cui capostipite ha a denominatore una potenza di 10 possiamo dire immediatamente che sono  numeri decimali finiti. 

Altre volte, invece, può essere lungo e noioso perché si tratta di esaminare le frazioni equivalenti della classe che rappresentano il numero nella speranza di trovarne una con denominatore una potenza di 10. E non è detto che la si incontri. Per esempio, con un po’ di fatica si trova che 1/32 è un numero decimale finito, mentre non lo è  4/35.
I matematici si sono posti il problema e l’hanno risolto in modo semplice ed elegante in questi termini: per decidere se un numero razionale  a/b, con a  e  b primi fra di loro, è decimale finito basta “contemplare” il denominatore b: se i suoi fattori primi sono solamente 2  o  5 allora il numero è decimale finito.
Per darci un po’ di importanza enunciamo questo fatto sotto forma di

Teorema: un numero razionale a/b  con a  e  b  primi fra di loro è un numero decimale finito se e soltanto se gli unici fattori primi di b sono 2  o  5.
Dimostrazione

Osserviamo che il connettivo “o” che compare nell’enunciato del teorema è da intendersi  nel senso del latino “vel”. E’ il connettivo di disgiunzione inclusiva. Questo significa che i fattori primi di b possono essere solo il 2, come, per esempio, nel numero  1/8, o solo il 5, come, per esempio, nel numero  8/5, oppure sia il 2 che il 5 come, per esempio, in 9/20.

La dimostrazione che ora presentiamo si compone di due parti.

A – Supponiamo che  a/b sia un numero decimale finito, cioè, valga l’uguaglianza
a/b = A/10n       (1)

Questa è la nostra ipotesi. Dobbiamo dimostrare che gli unici fattori primi di b sono 2 o 5. E questa è la nostra tesi.

La  (1) può essere riscritta così:  (10n/b) x a = A.

Siccome  A  è un intero relativo lo deve essere anche il numero (10n/b) x a.  Dato che  a  è intero e primo con b, allora deve essere intero  10n/b, cioè b deve essere un divisore di  10n. Siccome gli unici fattori primi di 10n sono  2 e 5, anche b deve avere come unici fattori primi 2 o 5.

Osservazione. Siamo passati dal connettivo “e” relativo ai fattori primi di 10n al connettivo “o” relativo ai fattori primi di b. Il motivo è evidente. Il numero 10n ha come fattori primi sia 2 che 5. Il numero b, per essere un divisore di 10, basta che abbia, come unici fattori primi, uno dei due numeri. Naturalmente se li ha entrambi la cosa non guasta.
B – Supponiamo ora che gli unici fattori primi di b siano 2 o 5, cioè sia  b = 2m x 5n  con m ed n numeri naturali positivi o nulli. Questa, ora, è la nostra ipotesi. Dobbiamo far vedere che  a/b è un  numero decimale finito cioè un numero del tipo  A/10n. E questa ora è la nostra tesi.
La dimostrazione di questa seconda parte non è difficile, ma richiede un po’ di attenzione e richiede di ricordare una proprietà delle potenze: il prodotto di due potenze con la stessa base è una potenza che ha come base la stessa base e come esponente la somma degli esponenti.

Per gli esponenti m  ed  n si possono verificare due casi: m ≥ n  oppure n > m.

Supponiamo che sia  m ≥ n e, quindi, m – n è un numero naturale.   Moltiplichiamo numeratore e denominatore di  a/b per  5m – n:

a/b = a/(2m x 5n) = (a x 5m – n)/ (2m x 5n x 5m – n) =  (a x 5m – n)/2m x 5m = B/10m
avendo posto  B = a x 5m - n
Quindi a/b è un numero decimale finito.

Supponiamo ora che   n > m e, quindi, n - m è un numero naturale. Moltiplichiamo numeratore e denominatore di a/b per 2n – m:

a/b = a/(2m x 5n)= (a x 2n – m)/2n – m x 2m x 5n = a x 2n – m/2n x 5n = C/10n
avendo posto  C = a x 2n – m.

Quindi a/b è un numero decimale finito. Il teorema è, perciò, dimostrato.

Osservazione

La precisazione che  a  e  b devono essere primi fra di loro è importante.

Per esempio, il numero 3/15 ha un denominatore nel quale compare il fattore primo 3 e, quindi, ufficialmente non sarebbe un numero decimale finito. Tuttavia, 3 e 15 non sono primi fra di loro. Eseguita la semplificazione otteniamo il numero 1/5 che è decimale finito.
4 – I NUMERI DECIMALI FINITI: LA VITA SOCIALE

I numeri decimali finiti (ndf) sono immersi nel mondo dei numeri razionali e, quindi, partecipano della loro vita sociale che, come abbiamo visto nel capitolo ottavo, si sviluppa attorno a tre centri di aggregazione: quello della addizione, quello della moltiplicazione e quello della relazione di ordine.

Centro di aggregazione della addizione. 

Ripetiamo, per comodità del lettore, la  definizione di addizione tra numeri razionali:

a/b + c/d = (ad + cb)/bd.
Questa  operazione è binaria, interna, commutativa, associativa, ha l’elemento neutro (0/1) ed ogni numero razionale  a/b ha un opposto (-a/b).

Anche i ndf, ovviamente, si possono sommare, ma il problema che si pone è: questa operazione è interna al mondo dei ndf, che possiamo indicare con D? La domanda non è oziosa perché sommando due numeri periodici possiamo ottenere un  numero che non è periodico. Per esempio: i numeri 1/3  e  2/3 non sono decimali finiti, ma periodici e la loro somma fa 1 che non è periodico pur essendo periodici i due addendi. Nella famiglia dei ndf le cose vanno diversamente, cioè sommando due  numeri decimali finiti si ottiene ancora un numero decimale finito come si vede dalla definizione:

A/10m + B/10n = (A x 10n + B x 10m)/10m x 10n = C/10m + n  che è un ndf.
Abbiamo posto  A x 10n + B x 10m = C.
Ovviamente questa operazione binaria è commutativa e associativa, dato che si tratta di numeri razionali; l’elemento neutro, cioè 0/1, è un  ndf e l’opposto di un ndf è ancora un ndf.

I matematici cercano sempre di costruire un linguaggio tecnico preciso che, da una parte permetta di risparmiare tempo e fatica e, dall’altra, di comunicare idee in modo inequivocabile. Ebbene, in questa situazione, i matematici dicono semplicemente che D, con l’operazione di addizione, è un gruppo commutativo o abeliano. Abbiamo visto, nel capitolo ottavo, che il mondo dei numeri razionali è un gruppo commutativo rispetto alla addizione. Qui, allora, possiamo dire che il mondo dei numeri decimali finiti è un sottogruppo dei numeri razionali.
Centro di aggregazione della moltiplicazione. 

Abbiamo già introdotto, nel capitolo ottavo, la definizione di moltiplicazione nel mondo dei numeri razionali che, per comodità, ora ripetiamo:                                

a/b x c/d = ac/bd
Questa  operazione è binaria, interna, commutativa, associativa, ha l’elemento neutro (1/1) ed ogni numero razionale  a/b di verso da zero ha un inverso (b/a). Inoltre è distributiva rispetto alla addizione. 

Che cosa succede nel mondo dei numeri decimali finiti? Certamente la moltiplicazione è una operazione interna, come si vede subito dalla definizione:

A/10m x B/10n = AB/10m+n
Le proprietà che abbiamo prima ricordato valgono anche nella moltiplicazione tra ndf? Sarebbe bello poter rispondere affermativamente, ma non possiamo. C’è quasi tutto; ciò che manca è l’esistenza degli inversi. Certamente ogni numero decimale finito diverso da zero ha un inverso moltiplicativo, ma il guaio è che non sempre questo inverso è un numero decimale finito. Per esempio, 3/10 è un numero decimale finito, ma il suo inverso, 10/3 non è un numero decimale finito.

Centro di aggregazione della relazione di ordine. 

E’ nota la definizione di ordine fra numeri razionali:                                       

a/b > c/d  se e solo se  ad > bc
Questa relazione, come abbiamo visto nel capitolo ottavo, è antiriflessiva, transitiva, tricotomica,  coerente con l’addizione e con la moltiplicazione. Nel passaggio dai numeri interi relativi ai numeri razionali, questa relazione acquista una proprietà, detta densità: tra due numeri razionali qualunque esiste sempre un numero razionale che è maggiore del più piccolo e minore del più grande. Per trovarlo basta fare la media aritmetica dei due numeri. Ebbene, questa proprietà vale anche per i numeri decimali finiti. 
Dati due numeri decimali finiti  A/10m e  B/10n  la loro media aritmetica, infatti, è

(A/10m + B/10n)/2 
che è un numero decimale finito (basta guardare il denominatore). Possiamo, quindi, dire che D è un insieme denso.
5 – NUMERI DECIMALI FINITI: QUALCHE CENNO STORICO

Quello dei numeri decimali finiti è un argomento sul quale, anche in classe, si possono fornire alcuni cenni storici per illustrare la lunga strada che ha permesso di arrivare alla situazione attuale. Questo paragrafo è la continuazione dei cenni storici sulle frazioni che abbiamo visto nel capitolo uno. Riporto questi cenni dal Quaderno Didattico N. 20.

“Coerentemente con il loro sistema di numerazione, i primi ad usare le frazioni decimali, soprattutto nei pesi e nelle misure, furono i Cinesi. Le loro principali opere matematiche sono di difficile datazione perché furono continuamente rielaborate da autori diversi; le due più importanti, cioè il “Classico aritmetico dello gnomone e delle orbite circolari del cielo” e i “Nove capitoli sull’arte matematica” sono da collocare nel IV-III secolo prima di Cristo.

Nonostante siano gli inventori del sistema di numerazione decimale posizionale, gli Indiani non lo applicarono alle frazioni continuando ad usare quelle sessagesimali nelle attività astronomiche e quelle comuni nelle attività quotidiane.

Gli Arabi adottarono il sistema di numerazione indiano ed iniziarono ad applicarlo anche alle frazioni; così, per esempio, si trovano frazioni decimali nel trattato “Capitoli dell’aritmetica indiana” del 952-53 del matematico Al-Uglidisi che le usa per approssimare radici quadrate e radici cubiche irrazionali. 

Un uso sistematico delle frazioni decimali in problemi di approssimazione si trova nel “Trattato di aritmetica” del 1172 di As-Samaw’al che introduce la terminologia “parte delle decine”, “parte delle centinaia”, ecc. per indicare i nostri decimi, centesimi, ecc.

Fu, però, il persiano Jemshid Ibn Mesud Al-Kashi a dare, nel XV secolo, una prima trattazione sistematica e completa delle frazioni decimali nelle due opere “Trattato sulla circonferenza del cerchio” e “La chiave dell’aritmetica”.

L’obiettivo di Al-Kashi fu di costruire un sistema di frazioni nel quale poter effettuare le operazioni sulle frazioni seguendo le stesse regole che valgono per gli interi. Egli enunciò le principali regole delle operazioni con le frazioni decimali, le stesse che usiamo noi.

In Europa l’uso  delle frazioni decimali si diffuse molto lentamente.   Un primo cenno di un sistema di “primi”, “secondi”, “terzi” ecc. decimali, terminologia che sarà ripresa da Stevin, fu proposto dall’astronomo Emmanuel Bonfils (1340-1377).

Una della prime opere a stampa nella quale si usano le frazioni decimali è “Die Coss” di Cristoph Rudolff (1500-1545): “Coss” è la traduzione tedesca di “cosa” termine usato, per esempio da Luca Pacioli (1440-1515), per indicare l’incognita (che noi di solito indichiamo con x).   “Die Coss” era un trattato di algebra, molto noto ai suoi tempi, tanto che Rudolff venne chiamato “il precettore in matematica di tutta la Germania”. Rudolff ritornò sulle frazioni decimali nel trattato “Exempel Buchlin”, del 1530, nel quale insegnò anche la divisione per 10, 100, etc. con lo spostamento della “virgola”.

 Una particolare menzione merita il matematico francese François Viète  (1540-1603) con il quale si fa iniziare il “periodo simbolico” dell’algebra. Egli condusse una vera battaglia in favore dell’adozione delle frazioni decimali al posto di quelle sessagesimali.  Nel “Canon mathematicus” del 1579, scriveva: “Sessantesimi e sessantine non vanno mai usati se non raramente nella matematica, mentre millesimi e migliaia, centesimi e centinaia, decimi e decine, e progressioni simili, ascendenti e discendenti, vanno usati frequentemente o esclusivamente”.

L’impulso decisivo all’uso generalizzato  delle frazioni decimali, anche nell’“aritmetica pratica” fu dato dal fiammingo Simon Stevin (1548-1620), fisico, ingegnere e matematico. Il suo influsso fu così determinante che molti, a torto, lo ritennero l’inventore delle frazioni decimali. Ad esse egli dedicò l’opuscolo “De Thiende” pubblicato nel 1585 e, nello stesso anno, tradotto in francese con il titolo “La Disme” (Il Decimo). Il suo merito principale è di aver esposto con chiarezza, precisione e semplicità le regole di calcolo con le frazioni decimali, regole che ora si imparano nella scuola. In sostanza , il Decimo “è una specie di aritmetica, inventata per mezzo della Decima progressione” con la quale si possono fare “tutti i calcoli che si incontrano negli affari degli uomini” eseguendoli “con numeri interi senza rotti”, cioè senza frazioni, ma usando un conveniente simbolismo che vedremo tra poco.

Stevin dimostrò la sua originalità e la sua lungimiranza anche suggerendo la metodica introduzione della divisione decimale dei pesi e misure pur essendo consapevole delle difficoltà che avrebbe incontrata l’attuazione di questa riforma. Passarono due secoli prima che quel suggerimento cominciasse a venire tradotto in atto: solo con la rivoluzione francese, infatti, si perfezionò ed iniziò ad imporsi il Sistema Metrico Decimale.

Con Stevin termina la storia delle frazioni decimali, ma continua quella del simbolismo decimale.

Nei sistemi di numerazione polinomiali, come il nostro, nasce il problema di distinguere la parte intera da quella decimale nella scrittura dei numeri. I simboli usati dai matematici furono diversi.

Il primo a rendersi conto del problema e a proporre una soluzione fu Al-Uglidisi . Egli suggerì di distinguere la parte intera da quella decimale ponendo un accento sopra la cifra delle unità e insistette perché tale segno fosse sempre usato. I copisti, però, fecero spesso di testa loro non comprendendo il senso di quel simbolo.

Sempre in ambiente arabo Al-Kashi distinse la parte intera da quella decimale o scrivendola con un colore diverso o separandola con una sbarra verticale.

Ebbe questa stessa idea, senza conoscere gli scritti di Al-Kashi, Cristoph Rudolff  il quale, sia nella Coss, che nell’Exempel Buchlin, usava una sbarra verticale per separare la parte intera da quella che noi chiamiamo parte decimale ed egli chiamava “resto”. Nella Coss, per esempio, egli scrive pressappoco così: dividendo 652 per 10 si ottiene 65|2 con 65 quoziente e 2 resto.

Viète usò, in questo settore, più fantasia. Qualche volta si accontentava di scrivere la parte intera con caratteri più grandi di quelli usati per la parte decimale; altre volte le separava con una sbarra verticale; altre volte ancora usava la virgola combinata con una riga che sottolineava la parte decimale come per esempio, 314.159,265,35 (qui c’è una abbondanza eccessiva di simboli): la prima virgola da sinistra è quella decimale, le altre venivano poste ogni tre cifre decimali, mentre il punto, partendo da destra della prima virgola, veniva posto per ogni blocco di tre cifre della parte intera. 

Il grande “sponsor” dei numeri decimali, Simon Stevin, chiamava “inizio” la parte intera e la contrassegnava globalmente con il simbolo ( (uno zero racchiuso in un  cerchio). “Ciascuna decima parte dell’unità di inizio la chiamiamo Primo e il suo segno è (; e la decima parte dell’unità di primo lo chiamiamo Secondo, il suo segno è (”. Seguivano i Terzi, i Quarti, ecc., ciascuno con il relativo simbolo. 

Ad esempio Stevin scriveva   27(8(4(7(  il numero che noi scriviamo  27,847.   

La notazione era piuttosto complicata ed altri matematici cercarono di semplificarla; così, ad esempio, lo svizzero Joost Burgi (1552-1632) scriveva 2414 ponendo uno zero sotto la cifra 1, al posto del nostro 241,4.

Gli storici della matematica non sono unanimi nell’assegnare la “primogenitura” per la introduzione della virgola. Alcuni la attribuiscono a Giovanni Antonio Magini (1555-1617), astronomo amico di Keplero, altri a Cristoforo Clavio (1537-1612), un gesuita pure amico di Keplero. Essi sono, invece, concordi nel ritenere che la consacrazione della virgola e del punto come separatore decimale sia da ascriversi a John Napier (1550-1617), più noto come Nepero, quello dei bastoncini per la moltiplicazione.

Nell’opera “Rabdologiae, seu numerationis per virgulas, libri duo”, del 1617, egli usa indifferentemente il punto o la virgola, mentre nell’opera postuma “Mirifici logarithmorum canonis constructio” del 1619 adotta il punto decimale.

Dopo Napier l’uso del punto o della virgola decimale si diffuse gradualmente, ma divenne esclusivo solo verso la fine del secolo XVIII con l’adozione del sistema metrico decimale.

Per due secoli il punto, preferito dai paesi di area anglosassone, e la virgola, preferita dagli altri paesi europei, convissero con i simboli precedenti e con altri inventati dopo come il “semirettangolo” (esempio: 34|267) o la scrittura più piccola, in alto e sottolineata della parte decimale (esempio 15,21 ).  Anche dopo la vittoria definitiva del punto o della virgola i matematici giocarono a scriverli in alto (34’14) altre volte, più spesso, in basso.

Attualmente nei calcolatori viene usato esclusivamente il “punto decimale” anche nella notazione esponenziale, preferita perché più compatta. Ad esempio, se si utilizza la notazione esponenziale, anziché 0,0015 sul visore del calcolatore appare 1.5E-3, che significa  1,5 × 10-3.”
ESERCIZI
1 – E’ noto che una percentuale è una frazione con denominatore 100. In un sistema di riferimento cartesiano rappresentare una retta che abbia la pendenza del 10%. Come sarà una retta che ha la pendenza del 100/%?

2 – Se aumento il prezzo di una merce del 10% e dopo qualche giorno diminuisco il nuovo prezzo del 10% ritorno al prezzo di partenza?

3 – La mia seconda casa ha una rendita catastale di 490 euro. Quanto devo pagare di IMU secondo il decreto governativo?

4 – Il prezzo di una merce può aumentare del 200%? E diminuire del 200%?

CAPITOLO  UNDICESIMO

I NUMERI CON LA VIRGOLA
1 -  INTRODUZIONE

I numeri con la virgola (o con il punto) ci sono molto familiari non solo nella attività scolastica, a partire dalla scuola elementare, ma anche nella vita quotidiana. Basta fermarsi ad un distributore di benzina per accorgersene. Di solito identifichiamo questi numeri con i numeri decimali finiti. Finora, però, in forza della definizione data, noi abbiamo scritto questi numeri sotto forma di frazioni decimali, cioè di frazioni aventi come denominatore una potenza di 10. Questa scrittura, però, è scomoda dal punto di vista tipografico e non facilita certamente l’esecuzione delle operazioni con essi. Basta pensare che tutti i programmi italiani per la scuola elementare non chiedono mai di fare operazioni con le frazioni, mentre esigono sempre di eseguire le quattro operazioni con i “numeri decimali”. Questa richiesta si riferisce ai numeri decimali scritti sotto forma di “numeri con virgola”. Effettivamente le operazioni con i numeri scritti sotto questa forma sono alla portata dei bambini delle scuole elementari. Si incontrano, però, problemi, e non solo a livello di bambini, quando si tratta di ordinare questi numeri.

Il merito di aver “elementarizzato” le operazioni con i “numeri con virgola” va riconosciuto, nel mondo europeo, a Simon Stevin ed al suo libretto “La Disme”. 

Il problema, allora, è di sapere come si passa dalla prima scrittura, quella sotto forma di frazione, alla seconda, quella sotto forma di numeri con virgola, e quali sono le regole che dobbiamo seguire.
2 – ALCUNI PREREQUISITI

Per capire quanto diremo in seguito è necessario ricordare alcuni concetti sulla scrittura dei numeri.

Il nostro sistema di numerazione è posizionale, decimale, polinomiale.

L’aggettivo “posizionale” ci dice che il “valore” di una cifra è assegnato dalla posizione che essa occupa nella rappresentazione di un numero.

Per esempio, nel numero rappresentato con  111 in una base  b  qualunque, la prima cifra 1 (da destra) riguarda la potenza b0, la seconda la potenza b1 e la terza la potenza b2. 

Se b è dieci abbiamo, nell’ordine, le unità, le decine, le centinaia. 

Se b è tre abbiamo, nell’ordine, le unità, le terzine, le novine.

Il termine “decimale” significa sia che per rappresentare i numeri abbiamo a disposizione dieci simboli diversi, cioè, le cifre 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, sia che esse, nella scrittura del numero, si riferiscono a potenze di dieci.

L’aggettivo “polinomiale”, infine, sottolinea che ogni numero, in questo sistema, si può rappresentare con un polinomio nelle potenze di dieci.

Facciamo un esempio.

Il numero formato da 1 migliaio, 2 centinaia, 5 decine e 6 unità noi lo scriviamo in forma compatta

1256 (1)

E’ una quaterna ordinata di cifre, che leggiamo da sinistra verso destra, ognuna delle quali si riferisce ad una diversa potenza di 10, cioè, nell’ordine, a 103,102, 101, 100.
Questo numero lo possiamo scrivere anche in forma polinomiale nella base dieci:

                                          1(10³ + 2×10² + 5×10¹ + 6×10º      (2)

E’ il caso di osservare esplicitamente che alla quaterna ordinata  (1) è associato il polinomio di terzo grado (2) perché nel contare le potenze di 10 partiamo da  100.
Questo è solo un esempio particolare. Facendo un piccolo passo verso la generalizzazione possiamo rappresentare ogni numero di quattro cifre, nella forma compatta (1), in questo modo:
                                                                    a3a2a1a0                                      (1’)
dove le lettere con indice sono una qualunque delle cifre  0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 con la condizione         a3 ≠ 0 (altrimenti il numero sarebbe di tre cifre significative). La scrittura polinomiale del  numero (1’) diventa:                               

a3 x 103 + a2 x 102 + a1 x 101 + a0 x 100.  (2’)
Quanto detto per un numero di quattro cifre vale per ogni numero qualunque sia il numero delle sue cifre.  Un qualsiasi numero  n  può essere scritto in modo compatto così:

n = amam-1am-2….a2a1a0             (1’’)
dove ogni lettera con indice è una delle cifre 0, 1, 2, …9 con la condizione  am  ≠  0 se m > 0.

La scrittura polinomiale del numero  n  è la seguente

n = amx10m + am-1x10m-1 + …+ a2x102 + a1x101 + a0x100        (2’’)
Fra i due tipi di scrittura (1) e (2) vi è una corrispondenza biunivoca e si può passare dall’uno all’altro in modo meccanico. Dal tipo (1) si passa al (2) utilizzando il valore posizionale delle cifre cioè ricordando che am è il coefficiente di 10m, am-1 è il coefficiente di 10m-1, ecc. ed eseguendo la somma dei monomi ottenuti. Dal tipo (2) si passa al tipo (1) applicando queste due regole:

R 1 : si eliminano le potenze di 10

R 2 : si eliminano i simboli delle operazioni

Rimangono solo i coefficienti del polinomio e cioè, nel nostro caso particolare, 1256. Questa è la scrittura del tipo (1).

Facciamo qualche altro esempio.

I numeri formati da una sola cifra sono 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Essi, e solo essi, coincidono, graficamente, con le cifre che li rappresentano.

Nella rappresentazione di tipo (1’’) compare solo la cifra delle unità  a0, cioè  n = a0. Questo significa  m = 0. Ciascuno di essi si scrive nella forma (2’’) come polinomio di grado zero. Infatti:

0 = 0 x 100;  1 = 1 x 100;  2 = 2 x 100; …  9 = 9 x 100.

Per passare da questa scrittura a quella compatta (1) si applicano le regole R 1 ed R 2.

Consideriamo qualche numero con due cifre, per esempio 23 e 95. Nella forma (1’’) essi hanno la cifra delle unità e quella delle decine, cioè,  m = 1. Nella forma (2’’) essi sono polinomi di grado 1. Infatti:

23 = 2 x 101 + 3 x 100;  95 = = 9 x 101 + 5 x 100.
Anche qui valgono le osservazioni fatte prima.

3 - SPUNTA LA VIRGOLA: UN CASO SEMPLICE.

Incominciamo il nostro percorso considerando un caso che non crea problemi.

Consideriamo il numero decimale finito  a = 1256/10²     (3)

Abbiamo diverse possibilità di scriverlo come numero con virgola:

125,6; 12,56; 1,256; 0,1256.

Quale scegliamo e perché? Su quale scegliere non ci sono dubbi; sul perché non sempre le idee sono chiare.

I passi per rispondere.

* Scriviamo il numeratore di (3) sotto forma di polinomio, cioè nella forma (2):

a = 1/10² ( 1(10³ + 2×10² + 5×10¹ + 6×10º )    

* Applichiamo la proprietà distributiva del prodotto rispetto alla somma. Otteniamo:

a = 1/10² ( 1(10³ ) + 1/10² ( 2×10² ) + 1/10² ( 5×10¹ ) + 1/10² ( 6×10º  )    

* Facciamo ricorso alla proprietà della divisione delle potenze: nella divisione di due potenze con la stessa base si ottiene come risultato una potenza che ha come base la stessa base e come esponente la differenza degli esponenti. Otteniamo:

a = 1256/10² = 1(10¹ + 2×10º + 5×10-1 + 6×10-2          (4)

*  In questa formula c’è una novità: compaiono sia esponenti maggiori o uguali a zero che esponenti minori di zero.

* Proviamo ad applicare alla (4) le regole R 1 ed R 2: l’esito è disastroso perché otteniamo:

                        a = 1256/10² = 1256

Dobbiamo concludere che le nostre regole R 1 ed R 2 sono regole fasulle? No di certo! Esse valgono quando nel polinomio ci sono solo esponenti maggiori o uguali di zero. Ora dobbiamo tener conto della novità segnalata prima ed introdurre una nuova regola.

* Nuova regola R 3: bisogna separare con un segno (virgola, punto, sbarra verticale, ecc.) la parte del polinomio nella quale gli esponenti sono maggiori o uguali di zero dalla parte in cui gli esponenti sono negativi.

* Siamo arrivati. Se applichiamo alla (4) le regole R 1, R 2 ed R 3 otteniamo:

                                 a = 1256/10² = 12,56

Era il risultato atteso. Osserviamo che l’esponente del denominatore di  a è 2 e due sono le cifre a destra della virgola.

La parte del numero decimale a sinistra della virgola si chiama parte intera, quella a destra della virgola parte decimale e il numero delle cifre della parte decimale si dice ordine del numero decimale. Il numero  a ha ordine 2. L’ordine di un numero decimale finito è sempre dato dall’esponente del denominatore.
Naturalmente come siamo passati da una frazione decimale al corrispondente numero con virgola, così possiamo fare il cammino inverso.

Si parte dal numero con virgola  a = 12,56  e lo si scrive in forma “distesa” con l’intervento delle potenze di 10:

a = 12,56 = 1(10¹ + 2×10º + 5×10-1 + 6×10-2

Si moltiplica e si divide questo numero per  102 cioè per una potenza di  10 il cui esponente uguaglia l’ordine del numero con virgola:

a = 12,56 = 102/102 x (1(10¹ + 2×10º + 5×10-1 + 6×10-2)
Applicando la proprietà distributiva della moltiplicazione rispetto alla addizione e le proprietà delle potenze otteniamo:

12,56 = 1/10² ( 1(10³ + 2×10² + 5×10¹ + 6×10º  )    

Facendo intervenire le regole R 1 ed R 2 arriviamo a

a =  1256/10²
L’esempio esaminato non provoca nessun patema d’animo perché nella espressione (4) ci sono potenze con esponenti negativi, ma anche quelle con esponenti non negativi. Non sempre, però, le cose sono così semplici.

4 -   SPUNTA LA VIRGOLA: UN PO’ DI SUSPENCE.

Proviamo a considerare il numero  b = 13/10³      (5)

Come scriverlo come numero con virgola? Perché?  Diverse possibilità:

0,13; 0,013;  ,13;  ,013;  non si può.

Anche in questo caso nessun dubbio sulla risposta, molti , invece, sul perché.

I passi per rispondere.

* Scriviamo il numeratore di (5) sotto forma di polinomio, cioè nella forma (2):

        b = 1/10³ ( 1×10¹ + 3(10º ) 

* Applichiamo la proprietà distributiva del prodotto rispetto alla somma. Otteniamo:

         b = 1/10³ ( 1×10¹ ) + 1/10³ ( 3(10º )

*Applicando le proprietà della divisione delle potenze otteniamo:

         b = 13/10³ = 1(10-2 + 3(10-3          

Siamo in una situazione completamente nuova: non ci sono esponenti maggiori o uguali di zero, ma solo esponenti negativi. Proseguiamo fiduciosi usando gli strumenti che abbiamo a disposizione.

*Applichiamo le nostre tre regole R 1, R 2, R 3. Otteniamo

              b = 13/10³ = ,13

Poveri noi: mai visto un numero che inizia con una virgola. I matematici, però, ci hanno abituato a tutto e, turandoci il naso, potremmo accettare anche questa insolita scrittura. Prima, però, di compiere un passo così impegnativo proviamo a considerare il numero

c = 13/10²

Ripercorrendo mentalmente tutti i passi di prima otteniamo:

             c = 13/10² = ,13

I due numeri  b  e  c sono chiaramente diversi. Questa diversità è evidente se li scriviamo sotto forma di frazioni decimali. Dovremmo poterli distinguere anche scrivendoli sotto forma di numeri con virgola.  Con la strada seguita finora questo non è possibile. Sembra proprio di essere in un vicolo cieco. I guai sembrano nascere dal fatto che, nei due casi considerati, il massimo esponente del numeratore, cioè il grado della sua espressione polinomiale, è minore di quello del denominatore e, quindi, al termine del nostro percorso, otteniamo solo potenze di 10 con esponente negativo. Se si riuscisse ad eliminare questa anomalia, senza cambiare il numero, cioè se si riuscisse a scrivere il numeratore 13 come polinomio con grado uguale all’esponente del denominatore, le cose andrebbero a posto.
5 -  UN GIOCO DI PRESTIGIO PER RISOLVERE IL PROBLEMA.

I matematici assumono spesso un atteggiamento gattopardesco: manipolano una formula dando l’impressione di cambiarla, senza cambiarla nella sostanza, ma raggiungendo lo scopo che si erano prefissi. Lo facciamo anche noi in modo da poter giustificare le ben note scritture decimali dei numeri  b  e  c    

Con riferimento al numero       b = 13/10³   scriviamo il numeratore sotto forma di polinomio:     
13 = 1×10¹ + 3(10º
Ora al polinomio aggiungiamo nuovi termini  (nuovi monomi) nei quali compaiano 10 elevato alla seconda e 10 elevato alla terza in modo che il grado del polinomio al numeratore di b  sia uguale a 3, cioè all’esponente del denominatore. Bisogna, però, fare questa operazione in modo che il numero 13 non cambi. Basta, per questo, invocare il ruolo dello zero rispetto alla moltiplicazione e alla addizione. Moltiplicando per 0 ciascuno dei nuovi termini aggiunti  arriviamo a

13 = 1×10¹ + 3(10º = 0(10³ + 0(10² + 1×10¹ + 3(10º   

Adesso possiamo procedere tranquillamente: moltiplichiamo ciascun termine del secondo polinomio per 1/10³ (proprietà distributiva), applichiamo la proprietà della divisione delle potenze e otteniamo:

b = 13/10³ = 0(10º + 0(10-1 + 1(10-2 + 3(10-3    

*Applichiamo le nostre regole R 1, R 2, R 3 e giungiamo al porto sospirato:

b = 13/10³ = 0,013

Agendo allo stesso modo con il numero    c = 13/10² ,  ma aggiungendo solo 0(10²,   otteniamo

c = 13/10² = 0,13.

Come si vede è sempre l’esponente del denominatore a “comandare”, sia il numero dei  termini da aggiungere al polinomio, sia l’ordine del numero decimale.

Questo cammino, ovviamente per adulti, è  faticoso, ma porta, alla fine, un grande vantaggio: quello di poter operare con i numeri con virgola come si opera con i numeri naturali avendo presenti le norme precise che permettono di collocare la virgola nel risultato.
OSSERVAZIONE

Questo capitolo è tratto, sostanzialmente, dal Quaderno 20 già citato. Se qualcuno fosse interessato anche agli aspetti generali può consultare utilmente l’articolo di 

M. Ferrari, I numeri decimali, parte seconda, IMSI, maggio 1992.

CAPITOLO DODICESIMO
OPERAZIONI E ORDINE CON I NUMERI CON VIRGOLA

1 -  INTRODUZIONE

Il motivo fondamentale, il “perché”, sia dal punto di vista storico che dal punto di vista didattico si è passati dalle frazioni decimali ai corrispondenti “numeri con virgola” è che con essi è più facile eseguire le operazioni. Sulla introduzione delle “quattro operazioni” con i numeri con virgola nella scuola elementare è molto istruttiva la lettura di
 MPI, Facciamo i conti con l’euro, 2001, capitolo II.d
Addizione.

I programmi del 1985, come abbiamo visto, fanno esplicito riferimento  “all’incolonnamento” delle cifre dopo la virgola. E’ il problema del “pareggiamento dell’ordine” di un numero decimale finito. Esso si ottiene aggiungendo degli 0 all’ordine minore. Poi tutto procede come nella addizione dei numeri naturali.

Il problema che nasce è il seguente: chi ci garantisce che cambiando l’ordine di un numero con virgola aggiungendo degli zeri, il numero non cambia? Vi è un teorema di carattere generale che, però, non è il caso di dimostrare. Il lettore interessato può vederlo nell’articolo di Ferrari citato prima.

C’è anche il problema di “dove mettere la virgola nel risultato”. La regola è ben nota e potrebbe essere scoperta con l’intervento della coerenza della relazione di ordine con l’addizione.
Supponiamo, per esempio, di dover eseguire  3,12 + 7,4 e di non sapere come si sommano i numeri con virgola. Anzitutto pareggiamo gli ordini: 7,4  diventa 7,40. Sappiamo che valgono le seguenti disuguaglianze:
3 < 3,12 < 4

7 < 7,40 < 8 

Il risultato dell’addizione, per la coerenza della relazione di ordine con l’addizione, dovrà essere maggiore di 3 + 7 =10 e minore di 4 + 8 =12, cioè 10 < 3,12 + 7,40 < 12. 
Trattiamo i due numeri da sommare come numeri naturali ed eseguiamo  312 + 740 = 1 052. 

Ricerchiamo dove  collocare la virgola in modo che il risultato verifichi le due disuguaglianze ricordate. Il risultato non può essere: 

105,2 perché esso è maggiore di 10, ma non è minore di 12.

Proviamo con 10,52: esso soddisfa le due disuguaglianze e, quindi, è il risultato cercato. Il suo ordine è uguale al maggiore degli ordini dei due numeri da sommare.
Osservazione

La possibilità di pareggiare gli ordini dei numeri con virgola senza cambiare i numeri stessi ci è garantita quando si tratta di numeri puri.

Per esempio :  12,3 = 12,30 = 12,300.

Se, però, i numeri esprimono delle misure, cioè nascono da una attività di misurazione, le cose cambiano.

Se ho fatto una misurazione ed ho ottenuto  12,3 m, vuol dire che io mi sono fermato ai decimetri e non ho considerato i centimetri, che potrebbero variare da 0 a 9. Non posso, quindi, scrivere 

12,3 m = 12,30 m

perché l’ultima scrittura indica che ho considerato anche i centimetri ed ho trovato che sono 0. Le due scritture: 12,3 m e 12,30 m danno informazioni diverse.
Su certi ponti possono transitare camion il cui peso non sia superiore a  15,00 t. Questo significa che può passare un camion il sui peso sia 15 tonnellate e 9 chilogrammi, ma non uno il cui peso sia 15 tonnellate e 10 chilogrammi.

Se valesse l’uguaglianza   15,00 t = 15,0 t  anche il secondo camion potrebbe passare insieme a tutti quelli il cui peso sia inferiore a 15 tonnellate e un quintale.
Moltiplicazione. 

La moltiplicazione è l’operazione più facile. Si moltiplicano i due numeri come se fossero numeri naturali e poi si colloca la virgola al posto giusto con la solita regola: l’ordine del risultato è uguale alla somma degli ordini dei due fattori.

Nella scuola elementare questo può essere dato semplicemente come una regola da accettare, ma si può tentare di farla scoprire facendo intervenire la compatibilità dell’ordine con la moltiplicazione. 

Esempio: eseguire  3,12 ( 7,4.

Noi non sappiamo moltiplicare numeri con la virgola, ma sappiamo che

3 < 3,12 < 4

7 < 7,4 < 8 

Il risultato cercato è maggiore di  3(7 = 21  e  minore di 4(8 = 32.

Si esegue  312(74  e si ottiene 23 088. Questo numero è maggiore di 21, ma non è minore di 32. Scatta la ricerca di dove mettere la virgola. I numeri  2308,8 e 230,88 non vanno bene perché sono maggiori di 32. Il numero 23,088 soddisfa la doppia disuguaglianza e, quindi, va bene. Il numero 2,3088 è minore di 21 e quindi va scartato. E’ facile vedere che i due fattori, complessivamente, hanno ordine 3 ( 2 + 1 ) e 3 è anche l’ordine del risultato. Questa scoperta viene confermata con altri esempi e così si giustifica la regola.

OSSERVAZIONE

Ritengo che sia importante far notare ai ragazzi che quando si moltiplicano numeri decimali il prodotto può essere maggiore di ambedue i fattori (quando ambedue sono maggiori di 1), uguale ad uno dei due fattori (quando un fattore è uguale ad 1), minore di uno dei due fattori (quando un fattore è minore di 1), minore di entrambi (quando i due fattori sono minori di 1). 

Ordinamento.

Sull’ordinamento dei numeri con virgola voglio subito raccomandare la lettura attenta di due articoli molto interessanti ed istruttivi:

1 – Bonotto C., Uno studio sul concetto di numero decimale e di numero razionale, L’insegnamento della Matematica e delle Scienze Integrate (IMSI),  Vol. 15  N. 5, maggio 1992.

2 - Bonotto C., Origini concettuali di errori che si riscontrano nel confrontare numeri decimali e frazioni, IMSI,  Vol. 16  N. 1, gennaio 1993.
(Si possono scaricare direttamente dal sito del Centro Morin)
L’ordinamento dei numeri con virgola è particolarmente delicato e meritevole di attenzione . Spesso i ragazzi, in modo magari inconsapevole, ricorrono ad una analogia scorretta con l’ordinamento dei numeri naturali che essi già conoscono. Uno dei motivi delle difficoltà sta nel fatto che mentre le parti intere vengono confrontate in blocco, le parti decimali devono essere confrontate “pezzo per pezzo”, cioè, prima i decimi, poi i centesimi, ecc.

Quello che segue è abbondantemente ispirato al volumetto “Facciamo i conti con l’euro” già citato.

“Gli errori più frequenti nell’uso dei numeri decimali sono legati all’ordinamento e al numero delle cifre decimali nel risultato delle operazioni (cioè all’ordine di grandezza).
Per i problemi di ordinamento sono state individuate alcune “regole” che erroneamente gli alunni costruiscono a partire da situazioni in cui queste funzionano. Si tratta di una circostanza frequente in matematica, che è causa di difficoltà per molti alunni a tutti i livelli scolastici: non è detto che un procedimento corretto in un contesto, ad esempio in un insieme numerico, si possa estendere ad un altro.”
Un tipico errore, documentato anche nella letteratura didattica, consiste nel ritenere che, a parità di parte intera, è più grande il numero decimale nel quale più numerose sono le cifre decimali. Questa “regola” talvolta funziona. Per esempio  0,61 > 0,4.

Altre volte, invece, non funziona. Per esempio  0,68 < 0,7.

Altro errore tipico consiste nel ritenere che, a parità di parte intera, sia più grande il numero le cui cifre dopo la virgola, formano il numero naturale più grande.

Qualche volta la “regola” funziona ( 6,32 > 6,28 ), ma non sempre  ( 6,3 > 6,29 ).

“Rientra in questo tipo di errore la convinzione che l’aggiunta di uno zero alla fine della parte decimale renda più grande il numero. Vale la pena di insistere su uguaglianze del tipo                             8,5 = 8,50 = 8,500: si tratta di scritture diverse che indicano uno stesso numero decimale, mentre con le attività sui numeri naturali il bambino aveva implicitamente imparato che c’è una sola scrittura per ogni numero.”
Un errore di segno opposto consiste nel ritenere che, a parità di parte intera, sia più grande il numero che ha meno cifre dopo la virgola. Per esempio un numero con una sola cifra dopo la virgola ha solo i “decimi”, mentre uno con due ha i “centesimi” e i decimi sono più grandi dei centesimi. Talvolta la “regola” funziona (1,5 > 1,15), ma non sempre (1,65 > 1,6). Al limite, ogni numero intero è sempre maggiore di ogni numero decimale.
Può essere interessante mettere a confronto, a scuola, il mondo dei numeri decimali finiti con quello degli euro. Il mondo dei numeri decimali finiti è formato da infiniti numeri, è denso, non ha i successivi. Il mondo degli euro, anche se ci spingiamo a considerare, nei casi previsti dalla legge, fino a cinque cifre decimali, è formato da un numero finito di elementi, non è denso, ma possiede i successivi.
ESERCIZI

1 – Se 7 ( x ( 8 che cosa si può dire dell’opposto di x? E del suo reciproco?

2 – Il numero 0,0064 è un quadrato perfetto? E il numero 0, 064?

3 – Dimostrare che la somma di un numero razionale positivo  a/b e del suo reciproco b/a è maggiore o uguale a 2. Quando è uguale a 2?

4 – Nell’insieme dei numeri decimali limitati positivi, si può costruire una successione infinita di numeri che diventano sempre più piccoli?

5 – Trovare due numeri con virgola a  e  b decimali limitati tali che  a + b non sia intero ed abbia ordine minore di quello di a e di quello di b.
6 – Trovare due numeri decimali limitati il cui prodotto sia un numero intero.

7 – La media aritmetica di due numeri decimali limitati può essere un numero intero?

8 – E’ maggiore il risultato di 5: 0,12  o di 5: 0,13?
9 – Ho comprato un oggetto che costava più di 1 euro. Ho pagato con due monete diverse ed ho ottenuto come resto due monete diverse fra di loro e dalle due precedenti. Qual è il valore minimo dell’oggetto?
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CAPITOLO  TREDICESIMO
LA SECONDA GRANDE FAMIGLIA: I NUMERI PERIODICI
1 – INTRODUZIONE

Abbiamo già accennato, nel capitolo decimo, ai numeri razionali della seconda grande famiglia, cioè a quei numeri nelle cui classi di equivalenza non compare mai una frazione avente come denominatore  una potenza di 10. Sono di questo tipo numeri come  1/3, 2/7, 5/12, ecc.

Un modo infallibile per riconoscerli è di “contemplare” il loro denominatore. Se il numero  a/b, con a  e  b primi fra di loro, è tale che tra i fattori primi di b ne compare uno diverso da 2 e da 5, allora il numero fa parte della seconda famiglia. Questi numeri non sono decimali finiti o limitati e, quindi, il loro sviluppo decimale, ottenuto dividendo il numeratore per il denominatore, avrà un numero infinito di cifre.

Non dobbiamo, però, lasciarci prendere dal panico o dal “horror infiniti” e concludere che non potremo mai scrivere numeri di questo tipo perché le loro infinite cifre, da un certo punto in poi, presentano una estrema regolarità, sono assolutamente prevedibili e determinabili senza fare calcoli perché si ripetono a blocchi.

2 – UN PO’ DI TERMINOLOGIA

I numeri della seconda famiglia vengono chiamati numeri decimali illimitati (o infiniti) periodici e sono esplicitamente ricordati nelle Indicazioni Nazionali (2004) per la scuola secondaria di primo grado (classe terza).

Sono chiamati illimitati perché dividendo il numeratore per il denominatore non troviamo mai il resto zero e, quindi, la divisione non si arresta mai, almeno teoricamente, producendo sempre altre cifre decimali.

Sono chiamati periodici perché in questa divisione si incontra un gruppo di cifre che si ripete periodicamente. I numeri di questo tipo hanno diversi blocchi di cifre che si ripetono periodicamente.

Per esempio, nella divisione  1 : 3 otteniamo, come quoziente  0,33333….

Sono diversi i gruppi di cifre che si ripetono: 3,  33,  333,  3333, ecc. Quale blocco scegliamo come periodo?
Nella divisione  3 : 7  otteniamo come quoziente 0,428571428…

Sono diversi i gruppi di cifre che si ripetono: 428571, 285714, 857142, ecc. Quale blocco scegliamo come periodo?

Il periodo.  Per convenzione si sceglie come periodo il gruppo di cifre che si ripete, che inizia con la prima cifra che si ripete e che ha lunghezza minima.

Nei due casi considerati il periodo è, rispettivamente, (3)  e (428571).[Questo è uno dei modi di indicare il periodo]. Possiamo riscrivere così i nostri due numeri:

1/3 = 0,(3);   3/7 = 0,(428571)

I numeri periodici sono stati studiati a fondo dai matematici che li hanno distinti in due categorie: numeri periodici semplici e numeri periodici misti.

Numeri periodici semplici. I  numeri  1/3  e 3/7 sono periodici semplici perché il periodo incomincia con la prima cifra decimale. 

Numeri periodici misti. Sono i numeri che presentano delle cifre decimali che non fanno parte del periodo. Per esempio, 5/6 è periodico misto dato che  5/6 = 0,8(3). Queste cifre formano l’antiperiodo.
3 – ALCUNI PROBLEMI

I problemi che ora presento sono semplici nella formulazione, semplice è anche la risposta, ma non la giustificazione che, spesso, fa ricorso a strumenti concettuali che esulano dal nostro corso.

Problema 1

Come scoprire se un numero periodico è semplice o misto.

E’ possibile sapere a priori se un  numero periodico  a/b  è semplice o  misto? 
La risposta è positiva: basta “contemplare” il denominatore b. 

Se il denominatore b è un numero primo diverso da 2 e da 5, oppure i suoi fattori primi sono tutti diversi da 2 e da 5, allora a/b è un numero periodico semplice. Sono di questo tipo, per esempio, i numeri 5/11, 21/13, 1/9, 7/33, 15/51, ecc.

Negli altri casi, cioè se tra i fattori primi di b ci sono anche 2 o 5, allora il numero è periodico  misto. Sono di questo tipo, per esempio, i numeri 7/15, 1/6, 3/14, ecc. La lunghezza dell’antiperiodo è determinata dal massimo esponente con cui compaiono in b il 2 o il 5.

Esempi

7/15 = 0,4(6). L’antiperiodo ha lunghezza 1 perché nel suo denominatore 15 (3 x 5) il fattore 5 compare con esponente 1.

5/12 = 0,41(6). L’antiperiodo ha lunghezza 2 perché nel suo denominatore 12 (3 x 4 = 3 x 22) il fattore 2 compare con esponente 2.

Problema 2

La proprietà di periodicità di un numero dipende dalla base in cui è scritto?

I  numeri periodici che abbiamo finora visto sono tutti scritti in base dieci. Essi mantengono questa loro caratteristica qualunque sia la base in cui vengono scritti? In altre parole: il fatto che un numero sia periodico è una caratteristica intrinseca del numero stesso, come il fatto di essere primo o pari, oppure  dipende dalla base?
La risposta è: dipende dalla base in cui è scritto. 

Per esempio, il numero  1/3 è periodico in base dieci, ma non in base tre. Infatti, in base tre  1/3 si scrive  1/10 che è uguale a 0,1 non periodico.

Problema 3

In ogni base per scrivere i  numeri ci sono numeri periodici?

Siccome il fenomeno della periodicità dipende dalla base, non esiste una base nella quale questo fenomeno non si presenta, cioè una base nella quale nessun numero è periodico?

La risposta è: in ogni base ci sono numeri periodici.

Il motivo è semplice.

Se consideriamo il numero razionale  a/b e dividiamo a per b i possibili resti diversi sono al massimo b cioè 0, 1, 2, …, b-1.

Quindi dopo al massimo b divisioni i resti si ripetono e, perciò, si ripetono le cifre del quoziente.

Data una qualunque base x > 2 sono certamente periodici in questa base i numeri  1/x-1  e 1/x+1      ( nella base dieci sono i numeri 1/9 e 1/11 ). Nella base  x = 2 è periodico il numero 1/11.
Problema 4

Nella base dieci, quella che ci interessa, può esiste un numero di periodo 9?

Per esempio, che numero è  0,(9) = 0,999…? Siccome la sua parte intera è 0 saremmo pronti a giurare che si tratta di un numero minore di 1.
Proviamo a fare qualche conto:  1/9 = 0,(1); 2/9 = 0,(2),… 8/9 = 0,(8). Ci verrebbe voglia di concludere che 9/9 = 0,(9).  Sappiamo, però, che 9/9 = 1. Come la mettiamo?

Supponiamo che  a/b = 0,(9). Allora  a < b dato che la sua parte intera è 0. Sviluppiamo la divisione  a : b utilizzando le coppie dividendo – divisore e quoziente – resto.

Prima divisione:    a = b x 0 + a. Il quoziente è 0 ed il resto è a. Lo moltiplichiamo per 10 e procediamo alla
Seconda divisione: 10 x a = b x 9 + a. Il quoziente è 9 ed il resto ancora a. Lo moltiplichiamo per 10 e procediamo alla
Terza divisione:  10 x a = b x 9 + a  e così di seguito essendo 9 il periodo. 
Dalla seconda uguaglianza otteniamo:

10 x a – a = 9 x b, da cui 9 x a = 9 x b. Semplificando otteniamo  a = b contro l’ipotesi di partenza.

La conclusione è che, dato un qualunque numero razionale  a/b, se procediamo alla divisione del numeratore per il denominatore non possiamo trovare un numero con virgola di periodo 9. 
Che cosa succede se partiamo da un numero che ha periodo 9 come, per esempio, 0,2(9)? E’ un numero periodico o un numero decimale finito? La risposta ci viene data dalla ricerca della “frazione generatrice”. Mi limito ad enunciare la regola per trovarla. La frazione generatrice di un numero periodico misto è una frazione con al numeratore il numero formato dalla differenza fra il numero formato dalle cifre dell’antiperiodo e del periodo (nel nostro caso 29) ed il numero formato dalle cifre dell’antiperiodo (nel nostro caso 2) e al denominatore il numero formato da tante cifre 9 quante sono le cifre del periodo (nel nostro caso un solo 9) e da tante cifre 0 quante sono quelle dell’antiperiodo (nel nostro caso un solo 0). La frazione generatrice del numero 0,2(9) è quindi: 27/90 = 3/10 che è un numero decimale finito. La conclusione, che ha valore generale, è che ogni numero periodico, semplice o misto, con periodo 9 è, in realtà, un numero decimale finito.
OSSERVAZIONE
Tutti i libri di testo delle scuole medie parlano della frazione generatrice di un numero periodico semplice o misto, ma si limitano, in genere, ad enunciare la regola perché la giustificazione è troppo complessa. Forse sarebbe il caso di non dire assolutamente niente della frazione generatrice.
Problema 5

Trovare l’ennesima cifra di un numero periodico senza fare i conti.

Dato un numero periodico  a/b possiamo sapere quale sarà la sua ennesima cifra senza eseguire n divisioni?  La risposta è affermativa. 
Vediamo su un esempio come procedono le cose.

Sia  52/35 = 1,4(857142), numero periodico misto con antiperiodo di lunghezza 1 e periodo di lunghezza 6. Vogliamo sapere, per esempio quale sarà la sua 95° cifra.  Si procede così:

· 95 – 1 = 94,  cioè dal numero della cifra cercata sottraiamo la lunghezza dell’antiperiodo.

· 94 = 6 x 15 + 4, cioè dividiamo il risultato precedente per la lunghezza del periodo. Il resto della divisione indica la cifra cercata. Nel nostro caso la 95° cifra è la 4° cifra del periodo, cioè 1.

Problema 6

Quale struttura algebrica hanno i numeri periodici? In altre parole: come si comportano rispetto alla addizione ed alla moltiplicazione?

La risposta è piuttosto deludente: la somma di due numeri periodici può non essere un numero periodico e il prodotto di due numeri periodici può non essere un numero periodico.

Esempio: 1/3 e 2/ 3 son periodici, ma non lo è la loro somma; 3/7 e  7 / 3 sono periodici, ma non lo è il loro prodotto.

OSSERVAZIONE
Sui numeri periodici si può utilmente leggere: M. Ferrari, I numeri decimali, parte quarta, IMSI, settembre 1992.
CAPITOLO QUATTORDICESIMO
APPROSSIMAZIONI DECIMALI
1 – INTRODUZIONE

Noi con la nostra mente, quando ci occupiamo di matematica, possiamo spaziare in orizzonti molto vasti. Possiamo pensare, per esempio, a numeri con infinite cifre dopo la virgola, come sono i numeri periodici che abbiamo visto nel capitolo precedente. Possiamo pensare a numeri con infinite cifre dopo la virgola che non sono periodici, come i numeri irrazionali ( 2 o π. Quando, però, dobbiamo “fare i conti” effettivamente usiamo quasi sempre numeri decimali limitati, magari con solo tre o quattro cifre dopo la virgola. Usiamo, cioè, numeri approssimati.
2 – L’APPROSSIMAZIONE NEI PROGRAMMI

Programmi della scuola elementare.
Programmi del 1985. L’idea di “approssimazione”, è pressoché assente.

 Indicazioni Nazionali (2004).

L’ idea di approssimazione ricorre più volte. 
Scuola primaria (secondo biennio): “Ordine di grandezza ed approssimazione” (prima colonna);

“Effettuare consapevolmente calcoli approssimati”.

“Confrontare l’ordine di grandezza dei termini di una operazione tra numeri decimali e il relativo risultato”.

Mi pare che le espressioni “approssimazione” e “calcoli approssimati” usati per la scuola primaria stiano ad indicare solo delle “stime” che i ragazzi devono fare: stime del risultato di una operazione in rapporto ai termini della operazione stessa.

Nelle Indicazioni per il Curricolo (2007) per la scuola elementare si richiede di “dare stime per il risultato di una operazione”.

 Programmi della scuola media.

L’approssimazione è esplicitamente ricordata nei programmi del 1979: “Esercizi di calcolo, esatto e approssimato. Approssimazioni successive come avvio ai numeri reali”.
Indicazioni Nazionali (2004). Scuola secondaria di primo grado (classe terza): “Ordine di grandezza, approssimazione, errore, uso consapevole degli strumenti di calcolo” (prima colonna);

“Effettuare semplici sequenze di calcoli approssimati”.

Le stesse espressioni usate per la scuola secondaria di primo grado, dove vi è anche la parola “errore”, mi sembra che riguardino le approssimazioni decimali di cui voglio dire qualcosa.
Indicazioni per il Curricolo (2007)
Richiedono di “dare stime approssimate per il risultato di una operazione”, “dare stime della radice quadrata utilizzando solo la moltiplicazione”; “conoscere il numero π, ad esempio come area del cerchio di raggio 1, ed alcuni modi per approssimarlo”.

Anche nella prassi didattica della scuola elementare si usano dei “numeri approssimati”. 

Basti pensare al famoso  3,14 assunto come valore del rapporto tra la lunghezza della circonferenza e quella del suo diametro, oppure ai “numeri fissi” dei poligoni regolari, diversi dal quadrato, o ai problemi nei quali si richiede di calcolare un risultato “fermandosi alla terza cifra dopo la virgola”.

Queste attività riguardano le approssimazioni decimali di certi tipi di numeri.

3 – APPROSSIMAZIONI: QUALCHE ESEMPIO
Le approssimazioni decimali possono essere fatte per diversi tipi di numeri.

Numeri decimali finiti.

Le approssimazioni decimali, in questo caso, coincidono, normalmente, con i numeri esatti.

Anche per questi numeri, però, possiamo, se ci interessa, usare valori approssimati.

Per esempio  35/16 è un numero decimale limitato e vale 

35/16 = 2,1875.

Noi, però, potremmo essere interessati solo ai centesimi e , quindi, accontentarci della seconda cifra dopo la virgola. Allora assumiamo un valore approssimato per difetto di   35/16  e cioè 2,18 oppure per eccesso e cioè 2,19. In ambedue i casi commettiamo un errore minore di 1/100, ma lo riteniamo accettabile per i nostri scopi.

Numeri periodici.

Quando abbiamo a che fare con numeri della seconda famiglia dobbiamo per forza accontentarci di valori approssimati perché nessuno al mondo è capace di scrivere infinite cifre sia pure ripetentesi periodicamente. Qui l’errore è inevitabile, ma possiamo renderlo piccolo quanto vogliamo a seconda delle nostre necessità. Se, per esempio, sappiamo che 1/3 degli elettori ha votato per il “partito della bistecca di soia” possiamo dire che 3 elettori su 10, cioè, 0,3 elettori, hanno votato per questo partito. E’ ovvio che  1/3 non è un numero decimale finito, mentre lo è il numero  0,3  che assumiamo al suo posto commettendo un errore minore di 1/10. Se pensiamo che questa stima sia troppo grossolana possiamo dire che 33 elettori su 100 hanno votato per il partito di cui sopra, cioè 0,33 elettori. Qui l’errore commesso è inferiore a  1/100. E possiamo continuare fin che vogliamo diminuendo sempre più l’errore.

Numeri irrazionali

Quando vogliamo fare i conti con i numeri irrazionali l’unica possibilità è di usare valori approssimati. E’ noto, per esempio, che  (2 = 1,4142…

Noi potremmo accontentarci del valore 1,4; è una approssimazione per difetto di (2: assumendola commettiamo un errore minore di  1/10; la stessa cosa accadrebbe se assumessimo il valore approssimato per eccesso  1,5.

Un valore certamente migliore è  1,41; è una approssimazione per difetto a meno di  1/100, mentre  1,42 è una approssimazione per eccesso sempre a meno di  1/100.

Continuando, l’approssimazione diventa migliore e l’errore diventa sempre più piccolo. 
Considerazioni analoghe possiamo fare per π = 3,1415…

4 – LA DEFINIZIONE

Possiamo ora dare la definizione di approssimazione decimale di un numero razionale.

Un numero decimale finito  x  di ordine r è un valore approssimato per difetto del numero razionale  a/b a meno di  1/10r   se  x  non è maggiore di  a/b e differisce da  a/b per meno di  1/10r  cioè si ha:

                                                   0 ( a/b  (  x  <  1/10r
Qualche commento.

Siccome  x  deve essere una approssimazione per difetto allora non deve essere maggiore del numero  a/b  che vogliamo approssimare.  Dicendo “non maggiore” comprendiamo anche il caso in cui  x  sia uguale al numero  a/b.  Questo avviene quando  a/b è un numero decimale limitato.

Del numero  x  viene fissato l’ordine  r  cioè il numero delle sue cifre dopo la virgola perché, come abbiamo visto negli esempi precedenti, noi possiamo essere interessati ad una approssimazione con una cifra dopo la virgola, oppure con due, tre, ecc.

Con l’ordine resta anche fissato il “grado di approssimazione” cioè l’errore che siamo disposti a commettere nell’assumere il valore approssimato. Questo errore è minore di  1/10r.

Illustriamo la definizione con un esempio.

Sia  a/b = 11/6. Vogliamo approssimarlo con un numero decimale finito di ordine 4 in modo che la differenza fra i due numeri sia minore di 1/10 000, cioè minore di  10-4.
Un modo per costruire questa approssimazione è il seguente.

· Moltiplichiamo 11 per  104 e dividiamo il risultato per 6. 

· Otteniamo  110 000 = 6 x 18 333 + 2                               con  2 < 6

· Dividiamo tutto per  6 ottenendo: 110 000/6 = 18 333 + 2/6  con 2/6 < 1

· Dividiamo tutto per  104 e otteniamo: 11/6 = 18 333/104 + 2/6 x 104  con 2/6 x104< 1/104.

L’approssimazione cercata è  18 333/104 = 1,8333 come si può facilmente verificare.

La definizione di approssimazione per eccesso è del tutto analoga.

Un numero decimale finito  x  di ordine r è un valore approssimato per eccesso del numero razionale  a/b a meno di  1/10r   se  x  non è minore di  a/b e differisce da  a/b per meno di  1/10r  cioè si ha:

                                                   0 ( x ( a/b  <  1/10r
Come ottenere l’approssimazione per eccesso? Non con l’algoritmo della divisione che fornisce solo l’approssimazione per difetto per via del resto. Basta, allora, calcolare la corrispondente approssimazione per difetto e sommarle 1/10r se l’approssimazione che vogliamo è di ordine r.

Nell’esempio esaminato l’approssimazione per difetto è  18 334/104.

L’algoritmo che abbiamo illustrato per calcolare l’approssimazione decimale di 11/6 ci garantisce che dato un qualunque numero razionale  a/b  noi possiamo sempre calcolare un suo valore approssimato con il grado di approssimazione che vogliamo. In altre parole, la approssimazione decimale x esiste sempre ed è unica.

Il metodo di solito seguito già nella scuola elementare è quello di procedere alla divisione del numeratore per il denominatore fermandoci alla cifra decimale che abbiamo fissato.
Sulle approssimazioni decimali si può leggere con profitto l’articolo di M. Ferrari, I numeri decimali. Parte terza. Approssimazioni decimali, IMSI, luglio 1992.
OSSERVAZIONE 1
La prendo dal volumetto “Facciamo i conti con l’euro”

“L’approssimazione per difetto a meno di  1/10r è detta anche approssimazione per troncamento, perché si tronca la scrittura del numero dopo r cifre decimali.

La scelta fra una approssimazione per difetto e una per eccesso dipende spesso dalla cifra che segue l’ultima cifra considerata: se tale cifra è minore di 5, approssimando per difetto si commette un errore in valore assoluto più piccolo di quello che si commetterebbe approssimando per eccesso; il contrario avviene se è maggiore di 5. Quando si approssima tenendo conto di questa avvertenza, si usa dire che si effettua una approssimazione per arrotondamento.
OSSERVAZIONE 2

La prendo dallo stesso volumetto.

“Qualche volta la virgola serve anche per indicare numeri interi! Vediamo perché.

E’ stato calcolato che la lunghezza dell’orbita della terra, cioè la distanza percorsa dalla Terra in un anno intorno al Sole, è uguale a circa 950 000 000 km.

Le ultime cifre del numero precedente si pongono uguali a 0 solo per comodità: una maggiore precisione sarebbe difficile da ottenere e comunque in pratica scarsamente indicativa. Non solo, ma, fatto ancor più importante, cercare il valore esatto non avrebbe senso nemmeno sul piano teorico: a quale punto della Terra ci riferiamo? E siamo sicuri che quel punto, dopo un anno, torni esattamente nella posizione di partenza?

Così, per esprimere le misure di molte grandezze fisiche ci si limita alle cifre significative, cioè alle cifre che forniscono una valutazione ragionevole della misura in esame.  Se però scriviamo, ad esempio

Superficie della terra                                      513 600 000 km2
Anno luce                                                       9 460 700 000 000  km

Massa della terra                                             5 976 000 000 000 000 000 000 000 kg

le lunghe sequenze di zeri rendono difficile la lettura. Si preferisce allora ricorrere alla cosiddetta notazione esponenziale, che si ottiene introducendo le potenze di 10. Ogni numero, cioè, viene scritto nella forma di  a x 10n, dove  a è un numero decimale compreso fra 1 e 10 ed  n è un numero naturale. I numeri precedenti diventano:

superficie della terra               5,136 x 108 km2
anno luce                                 9,4607 x 1012  km

massa della Terra                    9,976 x 1024 kg

Si noti che queste ultime scritture sono più brevi e permettono di valutare rapidamente l’ordine di grandezza del numero scritto, proprio perché  a  è sempre compreso fra 1 e 10.

Una notazione analoga è usata anche per indicare numeri positivi molto piccoli: in questo caso si adoperano le potenze di 10 con esponente intero negativo (si ricordi che,ad esempio, 10-3 = 1 : 103  = 0,001). Così il peso di un atomo di idrogeno viene indicato con la notazione  1,66 x 10-24 g, indubbiamente più chiara di 0, 000 000 000 000 000 000 000 001 66g.”
APPENDICE

LE VARIE FACCE DELLE FRAZIONI

Nel capitolo primo ho riportato “I significati attribuiti a frazioni/numeri razionali” prendendoli dall’articolo della Hart. In realtà, il paragrafo parlava dei numeri razionali e dei loro vari significati. Qui vorrei illustrare brevemente i vari significati nei quali viene presa la parola “frazione”.

1 – Frazione come coppia ordinata (a, b) di numeri interi con b > 0. Come abbiamo visto, questa è la scelta dei matematici. Protagonisti della frazione sono solo i numeri interi. Non si fa intervenire nessuna grandezza, nessun “intero”. Tutto si svolge nell’ambito dei numeri.
2 – Frazione come rappresentante di un numero razionale. Nel mondo delle frazioni si introduce la relazione di equivalenza. Nascono le classi di equivalenza. Ogni classe di equivalenza è un numero razionale. Ogni frazione della classe può essere scelta come rappresentante del numero razionale. Normalmente, però, come rappresentante si sceglie la frazione ridotta ai minimi termini, quella che viene chiamata il “capostipite”.
3 – Frazione come parte di un tutto. E’ questo il primo approccio alle frazioni nella scuola elementare. E’ il “modello primitivo” che crea, indubbiamente, dei problemi. Bisogna fissare un “intero” , il “tutto” che può essere una “grandezza” continua o discreta. Nasce la questione della uguaglianza delle parti, che abbiamo visto nel capitolo secondo, ma anche la difficoltà della suddivisione di interi discreti.
4 – Frazione come quoziente. L’espressione è usata nelle Indicazioni nazionali del 2004 per la scuola media (primo biennio), come anche nel volume della Fandiño Pinilla già citato. A me sembra una espressione infelice. Nella frazione sono presenti due numeri interi. Il quoziente, in matematica, è il risultato della divisione fra due numeri interi. Esso è sempre un numero intero uguale a zero oppure diverso da zero, solo (resto uguale a zero) oppure “accompagnato “ da un resto diverso da zero. Presentare la frazione come quoziente vuol dire presentarla sempre come un numero intero e non mi pare che questo sia esatto.
5 – Frazione come divisione. L’espressione  a/b viene interpretata anche come una scrittura alternativa a quella della divisione  a : b. Il suo significato sarebbe di suddividere  a  oggetti  in b parti. Il suo significato è certamente  molto lontano da quello di frazione spiegato in 3-. Siccome la divisione fra interi ha già un suo simbolo consacrato dalla tradizione ed un suo significato mi sembra inutile caricare la frazione, nata come “parte di un tutto” di un  nuovo significato che serve solo a confondere le idee.

6 – Frazione come rapporto. L’espressione è usata nelle Indicazioni nazionali del 2004 per la scuola media (primo biennio), nel volume della Fandiño Pinilla, nell’articolo della Hart e in alcuni libri di testo per la scuola media. L’idea di rapporto, tenendo presente quanto detto in 3-, si situa nell’ambiente delle grandezze omogenee. Due grandezze omogenee si dicono commensurabili se hanno una sottomultipla comune. Per esempio, un segmento lungo 20 cm ed uno lungo 25 cm cono commensurabili perché hanno una sottomultipla comune, il centimetro (come anche 5 centimetri). Se AB e CD sono due grandezze omogenee commensurabili con D sottomultipla comune e              AB = mD e CD = nD, allora il rapporto fra AB e CD è AB/CD = m/n. In questo senso le frazioni possono essere considerate come rapporti. In questo senso esse vengono usate per esprimere ingrandimenti o rimpicciolimenti, nelle scale geografiche, ecc.
Conviene notare che si può considerare anche il rapporto  CD/AB = n/m con lo scambio di ruoli fra numeratore e denominatore, cosa impossibile quando le frazioni sono pensate come in 3-.

7 – Frazione come operatore (moltiplicativo). L’espressione è usata nei programmi del 1979,  nel volume della Fandiño Pinilla, nell’articolo della Hart e in alcuni libri di testo per la scuola media. Per alcuni autori, la frazione come moltiplicatore non è altro che la frazione come intesa nel punto 3-. Per altri, invece, la frazione come operatore richiede una divisione dell’intero per il denominatore e la moltiplicazione per il numeratore. Per esempio, i ¾ di 60 minuti richiede di fare (60 : 4) x 3 = 45.
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Un esempio di compito costruito su un errore rilevato in classe (II e III media)

Anna e Claudia devono confrontare le due frazioni   

                                                  e     

Decidono di rappresentare graficamente le due frazioni così: 

      

                                       













e concludono che       <     

Secondo te il loro procedimento è corretto? Giustifica la tua risposta.
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