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CAPITOLO 1

LE OPERAZIONI NELLE “INDICAZIONI NAZIONALI PER IL CURRICOLO DELLA SCUOLA DEL PRIMO CICLO D’ISTRUZIONE”
1 – INTRODUZIONE

La parola “operazione” richiama alla nostra mente, abbastanza spontaneamente, le “quattro operazioni” sui numeri:
sui numeri naturali e sui numeri con virgola: scuola primaria e secondaria di primo grado;

sui numeri interi relativi: scuola secondaria di primo grado, anche se molto difficilmente si parla di divisione fra di essi;

sui numeri razionali: scuola secondaria di primo grado.

Nella pratica scolastica si fanno anche altre operazioni sui numeri, anche se non vengono chiamate con questo nome come l’elevamento a potenza, estrazione di radice quadrata, massimo comun divisore e minimo comun multiplo.

Nella pratica scolastica si fanno anche operazioni, senza chiamarle con questo nome, di carattere geometrico. Si pensi, per esempio, alle isometrie che trasformano una figura in un’altra, o alle similitudini.

Può sembrare strano, ma nella pratica scolastica si fanno anche operazioni sulle operazioni. Basta pensare al fatto di “combinare” fra loro trasformazioni geometriche.
In questo primo capitolo esaminiamo quanto dicono le Indicazioni Nazionali, relativamente al               nostro argomento, aggiungendo, quando è il caso, qualche commento.

2 – MATEMATICA
Ai “Traguardi per lo sviluppo delle competenze” ed agli “Obiettivi di apprendimento” le Indicazioni premettono una pagina di carattere generale che merita di essere letta attentamente. Mi limito a sottolineare alcuni aspetti.

2.1 – Laboratorio

Di solito si pensa al laboratorio di scienze, nel quale si fanno esperimenti usando appositi strumenti o, anche, al laboratorio linguistico. Difficilmente si pensa alla possibilità di un laboratorio matematico. Tutto sta nel precisare che cosa si intende per “laboratorio”. Le Indicazioni lo fanno in maniera egregia.

“In matematica, come nelle altre discipline scientifiche, è elemento fondamentale il laboratorio, inteso sia come luogo fisico sia come momento in cui l’alunno è attivo, formula le proprie ipotesi e ne controlla le conseguenze, progetta e sperimenta, discute e argomenta le proprie scelte, impara a raccogliere dati, negozia e costruisce significati, porta a conclusioni temporanee e a nuove aperture la costruzione delle conoscenze personali e collettive.”
Se nella scuola vi è un luogo fisico che può essere denominato “laboratorio di matematica” nel quale conservare materiale didattico, “cose costruite” dagli alunni, cartelloni che riflettono la soluzione di un problema, ecc. tanto meglio. Il laboratorio, però, è soprattutto un atteggiamento, un modo di lavorare da parte dell’insegnante e degli alunni.
L’insegnante deve proporre delle attività, gestire il materiale didattico necessario, incoraggiare chi, individuo o piccolo gruppo, è in difficoltà, dirigere la discussione finale introducendo, se è il caso, anche i termini tecnici per avviare i ragazzi alla conquista del linguaggio matematico.

Gli alunni devono stabilire di “che cosa” hanno bisogno per sviluppare l’attività, discutere le varie possibilità o strategie, compiere l’attività, confrontarsi con gli altri gruppi oppure a livello di classe, difendere le proprie scelte, ascoltare e discutere le scelte degli altri per arrivare ad uno o più testi condivisi.

Una tipica attività di laboratorio, con gli alunni divisi in piccoli gruppi, è la seguente prevista dagli “Obiettivi di apprendimento al termine della classe quinta della scuola primaria”nel tema “Spazio e figure”: “Riprodurre una figura in base a una descrizione, utilizzando gli strumenti opportuni (carta a quadretti, riga e compasso, squadre, software di geometria)”. Su questo argomento si può leggere utilmente l’articolo: Pier Luigi Ferrari, “Costruzione di competenze linguistiche appropriate per la matematica a partire dalla scuola media inferiore”, L’Insegnamento della Matematica e delle Scienze Integrate (IMSI), luglio 2003, scaricabile direttamente dal sito del Centro.
Altra attività di laboratorio nello stesso tema: “Costruire e utilizzare modelli materiali nello spazio e nel piano come supporto a una prima capacità di visualizzazione”.
Forse l’attività più interessante è quella di costruire lo “scheletro” dei poliedri con stuzzicadenti (come spigoli) e palline di plastilina (come vertici). La costruzione dello scheletro richiede una progettazione. Lo “scheletro” non è un termine tecnico, ma serve a fornire l’idea del minimo essenziale per avere un poliedro. E’ il concetto più astratto di poliedro: in esso è “vuota” la parte interna, il “corpo”, e anche delle facce esso fornisce lo “scheletro” cioè il minimo indispensabile per avere un poligono. L’attività della costruzione dello scheletro di un poliedro è una tipica attività di laboratorio da svolgere a piccoli gruppi. Ogni gruppo, una volta stabilito quale scheletro vuole costruire, deve progettare la costruzione chiedendo all’insegnante il materiale necessario. Non ci sono difficoltà, in generale,  sul numero delle “palline” da richiedere e sul numero totale degli stuzzicadenti. 

Lo scheletro più facile da costruire è quello del cubo perché tutti gli stuzzicadenti sono uguali. Ugualmente facile è la costruzione dello scheletro della piramide a base triangolare (tetraedro regolare) dato che tutti gli spigoli sono uguali.

Negli altri casi le cose si complicano perché si richiedono spigoli fra loro uguali e spigoli fra loro diversi: e si tratta anche di stabilire quanti spigoli fra loro uguali e fra loro diversi.

Ora propongo una attività che è una estensione di quella che si trova nell’articolo: R. Borasi, Che cosa è un problema? Considerazioni sul concetto di problema e sulla sua utilizzazione nella didattica della matematica, IMSI, aprile 1984.
Si presentano alla classe, suddivisa in piccoli gruppi, le seguenti terne di numeri. [Sono terne pitagoriche: (x2 +y2 = z2)]
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6       8       10






5       12     13





 
20      48    52






8       15     17

Che cosa può dire ciascun gruppo?
Questa domanda serve solo a stimolare i gruppi a porsi delle domande come:
· Come sono i numeri delle singole terne?

Non dovrebbe e3ssere difficile accorgersi che ci sono terne con due numeri dispari e uno pari; terne con tre numeri pari; nessuna terna ha tutti i numeri dispari; i numeri di una terna sono tutti diversi.
· Quali rapporti ci sono fra i numeri di una terna?

Il terzo è maggiore degli altri due e minore della loro somma (disuguaglianza triangolare che i ragazzi possono aver già trovato in geometria nella costruzione dei triangoli usando listelli); la somma dei quadrati dei primi due è uguale al quadrato del terzo (scoperta che potrebbe essere fatta nella scuola media dopo lo studio del teorema di Pitagora).
· Quali rapporti ci sono fra le terne presentate?

Si può scoprire che la seconda terna si ottiene dalla prima moltiplicando ogni numero per 2 (questo spiega perché tutti i tre numeri sono pari) e che la quarta si ottiene dalla terza moltiplicando ogni numero per 4. Non si potrebbe ottenere una terna di tutti  numeri dispari moltiplicando una terna per 3? Perché?
· Quante terne pitagoriche ci sono?

Dalle terne presentate si possono ottenere altre terne? In che modo? Quante sono, quindi, le terne pitagoriche? Ci sono altre terne come la prima, la terza e la quinta nelle quali i tre numeri sono primi fra di loro? (Terne di questo tipo sono chiamate primitive). Provate a scriverne qualcuna. (Anche queste terne sono infinite)
Potrebbe essere interessante, durante questo corso, fare un laboratorio in una quinta ed in una seconda media e poi confrontare i risultati.

 2.2 – Giochi
“Nella scuola primaria si potrà utilizzare il gioco, che ha un ruolo cruciale nella comunicazione, nella educazione al rispetto di regole condivise, nell’elaborazione di strategie adatte a contesti diversi.”
Il gioco deve essere utilizzato anche nella scuola secondaria di primo grado e non solo nella scuola primaria. Martin Gardner, che di giochi matematici se ne intendeva, nella Introduzione al quinto volume di “Enigmi e Giochi matematici” (Sansoni, 1980) scrive: “La matematica non è mai stata un soggetto arido, sebbene sia stata troppo spesso insegnata nel modo più arido possibile. Non vi è miglior modo di alleggerire la noia che inserire, in un corso, argomenti ricreativi, soggetti efficacemente coloriti con elementi di gioco, con umorismo, bellezza e sorpresa. I più grandi matematici hanno sempre considerato la loro materia come una fonte di intenso piacere intellettuale e di rado hanno esitato a occuparsi di problemi divertenti.”
La letteratura di matematica ricreativa è vastissima. Mi limito a ricordare gli articoli che ho pubblicato su IMSI con il titolo generale “Divertirsi in classe con la matematica”, parte prima (marzo 2013), parte seconda (maggio 2013), parte terza (marzo 2014).
2.3 – Problemi
Lascio alla vostra lettura il brano dedicato ai problemi. Riporto solo la prima frase: “Caratteristica della pratica matematica è la risoluzione di problemi, che devono essere intesi come questioni autentiche e significative, legate alla vita quotidiana, e non solo esercizi a carattere ripetitivo o quesiti ai quali si risponde semplicemente ricordando una definizione o una regola.”
Ai problemi abbiamo dedicato tutto il corso di aggiornamento dello scorso anno. Tutto il materiale è pubblicato sul sito del Centro dal quale può essere liberamente scaricato.
2.4 – Strumenti elettronici
L’uso consapevole e motivato di calcolatrici e del computer deve essere incoraggiato opportunamente fin dai primi anni della scuola primaria, ad esempio per verificare la correttezza di calcoli mentali e scritti e per esplorare il mondo dei numeri e delle forme.”
Ovviamente l’uso di questi strumenti non deve andare a scapito del calcolo mentale sul quale le Indicazioni richiamano più volte l’attenzione.

Sull’uso di calcolatrici e computer in ambito aritmetico fin dalla prima classe della scuola primaria si può vedere il Quaderno didattico n. 21 del Centro Morin: “Insegnare matematica nella scuola primaria. Una proposta suddivisa per anni. Aritmetica”.

Per lo studio delle figure (le forme) si può consultare il Quaderno didattico n. 19 del Centro Morin: “Fare matematica con Cabri nel primo ciclo scolastico.” Un altro software utilizzabile per la geometria è “Geogebra” che ha anche il vantaggio di essere gratis.

3 – OBIETTIVI DI APPRENDIMENTO AL TERMINE DELLA CLASSE TERZA DELLA SCUOLA PRIMARIA
3.1- Numeri

In questo tema le Indicazioni prevedono esplicitamente di “eseguire mentalmente semplici operazioni con i numeri naturali e verbalizzare le procedure di calcolo” ed “eseguire le operazioni con i numeri naturali con gli algoritmi scritti usuali.”

Osservazione 1.

E’ naturale pensare alle “quattro operazioni”, addizione, moltiplicazione, sottrazione e divisione.

I problemi che bisogna affrontare in classe sono:

· Come introdurre queste operazioni. Le opzioni sono diverse e potremo affrontarle al momento opportuno.

· In quale classe introdurre le varie operazioni. Le tradizioni didattiche sono diverse. La mia idea è che non bisogna assolutamente aver fretta di introdurre tutte le operazioni. La matematica, se vogliamo che sia compresa e “gustata”, ha bisogno di una “didattica lunga”. Ciò è previsto esplicitamente anche dalla Indicazioni le quali scrivono: “La costruzione del pensiero matematico è un processo lungo e progressivo nel quale concetti, abilità, competenze e atteggiamenti, vengono ritrovati, intrecciati, consolidati e sviluppati a più riprese; è un processo che comporta anche difficoltà linguistiche e che richiede una acquisizione graduale del linguaggio matematico.”
· Quali algoritmi usare per eseguire le operazioni. Certamente gli “algoritmi scritti usuali”. E’ il caso di usare anche algoritmi scritti poco usuali come la “moltiplicazione a gelosia” e la “divisione alla canadese” ricordate esplicitamente dalle Indicazioni della Moratti? E’ il caso di introdurre algoritmi usati, magari, da alunni stranieri, ma a noi sconosciuti? [Si vedano per la moltiplicazione gli articoli della M.P. Perelli D’Argenzio e P. Mangini, Aritmetica vedica, IMSI, parte prima, luglio 2010; parte seconda, marzo 2012]. Questi sono tutti algoritmi in colonna, ma non bisogna dimenticare gli “algoritmi in riga”.

Le Indicazioni prevedono anche: “Leggere, scrivere, confrontare numeri decimali, rappresentarli sulla retta ed eseguire semplici addizioni e sottrazioni, anche con riferimento alle monete o ai risultati di semplici misure.”
Osservazione 2

I numeri decimali sono i numeri con virgola. La loro introduzione, collegata alle monete e ad attività di misura presuppone l’introduzione delle frazioni decimali di cui, però, le Indicazioni non parlano in questo paragrafo. Che fare? Come comportarsi in classe? Come passare dalle frazioni decimali ai numeri decimali? Per questo aspetto, e solo dal punto di vista concettuale, si può utilmente vedere il Quaderno didattico n. 20, capitolo decimo.
3.2 – Relazioni, dati e previsioni.

Le Indicazioni prevedono: “Misurare grandezze (lunghezze, tempo, ecc.) utilizzando sia unità arbitrarie sia unità e strumenti convenzionali (metro, orologio, ecc.).
Osservazione 3

Il misurare consiste nell’associare ad un “oggetto”, fissata una unità di misura ed, eventualmente, scelto uno strumento adatto, un numero. E’, quindi, una operazione (una funzione) con certe proprietà come, per esempio, la positività (una misura non è mai negativa). A differenza delle operazioni viste finora, è una “operazione unaria” perché lavora su un oggetto alla volta: misuriamo la lunghezza di un segmento, l’area di un rettangolo, il peso di un sasso, ecc. Nel determinare una misura, spesso si ricorre ad operazioni (binarie) su numeri come nel caso di misure di perimetri, di aree, di volumi. 
4 – OBIETTIVI DI APPRENDIMENTO AL TERMINE DELLA CLASSE QUINTA DELLA SCUOLA PRIMARIA
4.1 – Numeri

Sottolineo solo alcuni aspetti di novità rispetto agli obiettivi di apprendimento alla fine della terza.
“Eseguire le quattro operazioni con sicurezza, valutando l’opportunità di ricorrere al calcolo mentale, scritto o con la calcolatrice a seconda delle situazioni”.
Osservazione 4

Le Indicazioni non lo dicono esplicitamente, ma penso che le quattro operazioni devono riguardare, come è tradizione, anche i numeri decimali. Forse è bene ricordare quanto scrivevano i programmi del 1985 nelle Indicazioni Didattiche per il tema “Aritmetica”.
“L’introduzione dei numeri con virgola va realizzata a partire dal terzo anno e le relative operazioni vanno introdotte, con gradualità, negli ultimi due anni. In quarta classe ci si può limitare alle addizioni e alle sottrazioni, con specifica attenzione al valore frazionario delle cifre secondo la posizione occupata a destra della virgola, e quindi all’incolonnamento. In quinta classe le moltiplicazioni e le divisioni con numeri decimali non dovranno avere, rispettivamente, fattori e divisori con più di due cifre dopo la virgola.”
Le Indicazioni prevedono di “Eseguire la divisione con resto fra numeri naturali.”
Osservazione 5

L’espressione “divisione con resto” è un po’ infelice perché tutte le divisioni sono divisioni con resto. La divisione, infatti, consiste nell’associare alla coppia ordinata (a, b), dividendo – divisore, con b > 0, la coppia ordinata (q, r), quoziente – resto, con  r ( 0 ed r < b in modo che valga la uguaglianza: a = bq + r.  Quando r = 0 l’uguaglianza diventa a = bq, come se il resto non ci fosse (ma in realtà c’è). Probabilmente questo caso le Indicazioni lo includono nelle “quattro operazioni”.
4.2 – Spazio e figure.

Parecchi obiettivi di apprendimento riguardano le misure di cui ho già parlato. Aspetti di novità:

“Riconoscere figure ruotate, traslate e riflesse”; “Riprodurre in scala una figura assegnata (utilizzando, ad esempio, la carta a quadretti).”
Osservazione 6

Queste attività, anche se non vengono usate le parole, si riferiscono alle isometrie (rotazioni, traslazioni e simmetrie), e alle similitudini (riproduzione in scala). Si tratta di “operazioni unarie” perché agiscono su una figura trasformandola in una isometria o in una simile.

5 – OBIETTIVI DI APPRENDIMENTO AL TERMINE DELLA CLASSE TERZA DELLA SCUOLA SECONDARIA DI PRIMO GRADO.

5.1 – Numeri

Sottolineo solo alcuni  aspetti di novità.

“Eseguire addizioni, sottrazioni, moltiplicazioni, divisioni, ordinamenti e confronti tra i numeri conosciuti (numeri naturali, numeri interi, frazioni e numeri decimali) quando è possibile a mente, oppure utilizzando gli usuali algoritmi scritti, le calcolatrici e i fogli di calcolo e valutando quale strumento può essere più opportuno.”
Osservazione 7

Io avrei scritto “numeri razionali”, di cui quelli decimali sono un sottoinsieme, e non “frazioni” che propriamente non sono un insieme numerico. D’altra parte, dei numeri razionali le Indicazioni parlano poco dopo.

Da notare che è sempre richiamato il “calcolo mentale” insieme agli strumenti elettronici.

Le Indicazioni prevedono di “Dare stime approssimate per il risultato di una operazione r controllare la plausibilità di un calcolo.”

Osservazione 8

Un obiettivo di questo tipo è previsto anche per la scuola primaria.

Una prima stima può riguardare “in quale rapporto sta il risultato con i due numeri che entrano in gioco con l’operazione”: è maggiore, minore o uguale? La risposta non è sempre facile soprattutto quando si tratta di numeri decimali.
Una stima più raffinata può riguardare l’ordine di grandezza del risultato: decine, centinaia, decimi, centesimi, ecc.

Il controllo della stima può essere fatto con la calcolatrice.

Le Indicazioni prevedono: “Interpretare una variazione percentuale di una quantità data come una moltiplicazione per un numero decimale.”
Osservazione 9

Ho messo questo obiettivo perché le variazioni percentuali sono spesso causa di errori. Si può vedere in proposito l’articolo di De Virgilis – Pesci, IMSI, aprile 2014 riguardante un quesito dell’INVALSI 2013 per i quindicenni. Il quesito: “Considera un quadrato di lato a. Se si aumenta il lato a del 20%, si ottiene un  nuovo quadrato di lato b. Quali delle seguenti espressioni rappresenta la misura di b? A: 20a; B:1,20a; C: a + 20; D: a + 0,20.
La risposta esatta, la B, è stata data solo dal 20% dei partecipanti alla prova. C’è da riflettere.
Le Indicazioni prevedono: “Comprendere il significato e l’utilità del multiplo comune più piccolo e del divisore comune più grande, in matematica e in situazioni concrete.”

Osservazione 10

Comunque si definiscano il MCD e il mcm, ed è sperabile che siano definizioni non tautologiche, si tratta di due operazioni binarie ricche di proprietà, anche se mai vengono presentate come tali.

Le Indicazioni prevedono: “Utilizzare la notazione usuale per le potenze con esponente intero positivo, consapevoli del significato, e le proprietà delle potenze per semplificare calcoli e notazioni.”
Osservazione 11

L’elevamento a potenza è una operazione binaria che alla coppia (a, b), base – esponente, con a > 0 e b numero naturale, associa il numero ab. In classe il problema è di giustificare perché si prende a > 0 e dare una definizione di potenza.
Le Indicazioni prevedono: “Conoscere la radice quadrata come operatore inverso dell’elevamento al quadrato.”

Osservazione 12

Giustamente le Indicazioni parlano di “operatore inverso” perché si tratta di una operazione unaria essendo l’elevamento al quadrato una operazione unaria iniettiva. In altre parole, se a ( b allora         a2 ( b2.
Le Indicazioni prevedono: “Utilizzare la proprietà associativa e distributiva per raggruppare e semplificare anche mentalmente le operazioni.”

Osservazione 13

Sono le uniche due proprietà citate esplicitamente, ma non sono le uniche due che valgono. Non vengono esplicitate le operazione che godono di queste due proprietà. La associativa vale per l’addizione, la moltiplicazione, il MCD e il mcm; la distributiva vale per queste ultime due, oltre che per la moltiplicazione.

5.2 – Spazio e figure

“Conoscere e utilizzare le principali trasformazioni geometriche e i loro invarianti” e “Riconoscere figure piane simili in vari contesti e riprodurre in scala una figura assegnata.”

Osservazione 14

Come abbiamo già detto si tratta di operazioni unarie. Viene nominata esplicitamente la similitudine.

5.3 – Relazioni e funzioni

“Usare il piano cartesiano per rappresentare relazioni e funzioni empiriche o ricavagte da tabelle, e per conoscere in parti colare le funzioni del tipo y = ax; y = a/x; y = ax2, y = 2n e i loro grafici e collegare le prime due al concetto di proporzionalità.”
Osservazione 15

Si tratta di operazioni unarie spesso scritte nella forma: f(x) =… ed f(n) = 2n
CAPITOLO 2

IL CONCETTO GENERALE DI OPERAZIONE

1 – Introduzione
Abbiamo visto, nel capitolo 1, che le Indicazioni Nazionali prevedono, nella scuola primaria e nella scuola secondaria di primo grado, diversi tipi di operazioni (unarie e binarie) e diverse operazioni per ciascun tipo chi mandole con nomi diversi. Si tratta pur sempre di operazioni e, quindi, devono avere qualcosa in comune. In questo capitolo cerchiamo di presentare il concetto generale di operazione e, in quelli successivi, introdurremo le specificazioni necessarie per distinguere fra di loro le operazioni all’interno di ciascun tipo.
2 - Qualche preliminare sugli insiemi.

Per parlare di operazioni è giocoforza disturbare gli insiemi. Lo facciamo solo a livello adulto. Per l’attività in classe basterà ricordare quanto segue.
Come è noto la teoria degli insiemi, con il nome di “insiemistica”, verso la fine degli anni sessanta è entrata nella scuola elementare italiana e gli insegnanti se ne servivano per introdurre il concetto di numero e le operazioni aritmetiche. La moda è durata una decina di anni, ma poi l’interesse, per fortuna, è andato scemando.

Chi fosse interessato a studiare la “parabola” degli insiemi può leggere utilmente il volume di

M. Pellerey, Oltre gli insiemi. Nascita, crescita e crisi dell’insiemistica. Nuovi orientamenti nella didattica dell’aritmetica, Tecnodid, Napoli, 1989.

Il linguaggio degli insiemi è entrato ufficialmente nei programmi della scuola media del 1979. Se ne parla nelle “Osservazioni sui contenuti” e compare nel titolo del tema “Insiemi numerici”.

I programmi del 1985 per la scuola elementare ne fanno un breve cenno nel tema “Logica”, ma solo nel secondo ciclo.

Con le Indicazioni Nazionali del 2004 gli insiemi sono scomparsi dalla scuola primaria; vengono nominati solo nella terza media.

Con le Indicazioni per il curricolo (2007 e 2012) gli insiemi scompaiono anche dalla scuola media.
Purtroppo i libri di testo della scuola media spesso iniziano il volume di aritmetica consacrando uno o due capitoli agli insiemi. Anche dai sussidiari non sono completamente scomparsi.
Un consiglio. Non usare mai gli insiemi per introdurre i numeri e le operazioni aritmetiche per i seguenti motivi:

1 – sono concetti ed attività non previsti dai programmi

2 – la teoria degli insiemi è più difficile della aritmetica. Per esempio, quando due insiemi sono uguali? Quando sono equipotenti? Due insiemi uguali sono equipotenti? Due insiemi equipotenti sono sempre uguali? Quanti sono gli insiemi vuoti? 
3 – la teoria degli insiemi non è necessaria per introdurre l’aritmetica

4 – i numeri sono più familiari e intuitivi delle corrispondenze biunivoche e delle relazioni di equipotenza

5 – per usare la teoria degli insiemi per introdurre le operazioni aritmetiche bisogna introdurre concetti estremamente controintuitivi come quello di insieme vuoto e di insieme unitario.

Questo mio consiglio non significa di non usare mai la parola “insieme” o i circoletti per rappresentarli (diagrammi di Eulero-Venn). Quando sono comodi ed utili si usano senza farne una teoria e senza dedicarvi troppo tempo.
Come docenti di matematica dobbiamo prendere coscienza che in matematica non si può definire tutto. Per definire un concetto abbiamo bisogno di altri concetti già noti i quali, a loro volta, devono essere definiti usando altri concetti già noti, i quali a loro volta… Se si vuole evitare un “regresso all’infinito” o un “circolo vizioso” che non approdano a nessuna definizione è giocoforza scegliere alcuni termini senza darne alcuna definizione. Questi termini vengono chiamati termini primitivi. Il loro comportamento viene fissato dai postulati o assiomi. I termini primitivi vengono utilizzati per dare le definizioni, cioè per introdurre i termini definiti. I postulati o assiomi sono proposizioni che si accettano senza dimostrazione e vengono utilizzati per dimostrare altre proposizioni che sono chiamati teoremi.
Per esempio, in geometria di solito si scelgono come termini primitivi quelli di punto, retta e piano. Il loro comportamento viene stabilito dai postulati come “per due punti passa una ed una sola retta” e “per tre punti non allineati passa uno ed un solo piano”.

Nella aritmetica dei numeri naturali, seguendo Peano, si scelgono come termini primitivi quelli di numero, zero e successivo. Il loro comportamento è stabilito da certi assiomi come, per esempio, “ogni numero ha un successivo ed uno solo”.
Nella costruzione di una teoria degli insiemi i termini “insieme”, “elemento”, “appartenenza” sono, in generale, assunti come primitivi e il loro comportamento e le loro proprietà vengono descritti attraverso un certo numero di assiomi che non è il caso di riportare.

La teoria degli insiemi è abbastanza giovane perché ha mosso i primi passi verso la fine del secolo XIX per opera di Georg Cantor (1845 – 1918), matematico tedesco fra i più arditi e i più discussi. Di lui si può veramente dire che fu “segno d’immensa invidia e di pietà profonda, d’inestinguibil odio e d’indomato amor”.

Sono rimaste celebri due valutazioni dell’opera di Cantor. 

David Hilbert (1862 – 1943), tedesco, affermò che “nessuno ci caccerà dal paradiso che Cantor ha creato per noi”; per Jules Henri Poincaré (1854 – 1912), francese, invece, la teoria degli insiemi era “una malattia da cui i matematici avrebbero fatto bene a guarire al più presto”.

La teoria di Cantor si rivelò subito fonte di diversi guai (antinomie, contraddizioni), ma Ernst Zermelo (1871 – 1953), nel 1908, riuscì a presentarne una impostazione assiomatica che sistemava le cose. Oggi i matematici non possono fare a meno della teoria degli insiemi. 

Una delle operazioni fra insiemi, e che ci serve per introdurre il concetto di relazione, è quella di prodotto cartesiano.
E’ indubbiamente l’operazione più difficile (rispetto a unione, intersezione, complementazione) perché il risultato dell’operazione è un nuovo insieme i cui elementi sono completamente diversi dagli elementi degli insiemi di partenza.

La sua definizione è la seguente:

dati due insiemi A e B si chiama prodotto cartesiano di A per B, e lo si indica con AxB, l’insieme delle coppie ordinate (a, b) con a(A e b(B.

L’espressione “coppia ordinata” è ormai familiare anche nella scuola elementare.

Se ne parla, per esempio, nelle operazioni binarie della addizione e della moltiplicazione e, ancor di più, nella sottrazione e nella divisione. Se ne parla quando in un segmento si vuole distinguere il primo dal secondo estremo e nelle frazioni per distinguere il numeratore dal denominatore.

L’espressione “coppia ordinata” fa pensare che esistano anche “coppie non ordinate”. E’ vero.

Che cosa è una coppia non ordinata? 

E’ un qualunque insieme X formato da due elementi:

X = {c,d}.

Siccome l’insieme {d,c} è uguale all’insieme X perchè ha esattamente gli stessi elementi, ne consegue che {c,d} = {d,c}. Quindi in un insieme non conta l’ordine nel quale sono elencati gli elementi.
Molto più difficile è definire la coppia  ordinata.

Di solito si dice che è una coppia nella quale c’è un primo ed un secondo elemento. Solo che bisognerebbe aver introdotto  un ordinamento. La definizione che presento è dovuta a N. Wiener (1894 – 1964) e K. Kuratowski (1896 – 1980) ed è certamente molto poco intuitiva.

Riporto la definizione non perché se ne parli a scuola, neppure nella scuola media, e neppure per invitarvi a memorizzarla. La riporto solo per far vedere che, talvolta, la precisazione di certi concetti che ci sembrano molto intuitivi, richieda una definizione elaborata. 

Definizione di coppia ordinata.

La coppia ordinata (a, b) è un insieme che ha come elementi l’insieme formato dal solo elemento a e l’insieme formato dalla coppia non ordinata a  e  b.

La scrittura simbolica è più semplice: (a, b) = { {a}, {a, b}}.

Ci vuole indubbiamente una bella fantasia ad inventare una simile definizione ed una notevole dose di coraggio dato che essa non ha alcuna plausibilità intuitiva. Eppure è stata inventata per rispettare una proprietà molto intuitiva delle coppie ordinate.

Quando due coppie ordinate (a,b) e (c, d) sono uguali? 

L’intuizione ci dice quando  a = c  e  b = d.

Ebbene questa proprietà è facilmente verificata se assumiamo la definizione data di coppia ordinata.

Infatti  (a, b) = (c, d) significa { {a}, {a, b}}={ {c}, {c, d}}. Questa uguaglianza comporta che i due insiemi abbiano gli stessi elementi. Quindi deve essere  {a}= {c} e perciò a = c  e {a, b}= {c, d}. Essendo a = c ne segue che b = d.

E’ ovvio che (a,b) ( (b, a).

Questo lo si vede bene usando i numeri per indicare i punti del piano. Dato un riferimento cartesiano ortogonale il punto  (2, 3) ((3, 2).
Per arrivare alla presentazione del concetto generale di operazione abbiamo bisogno di un altro concetto insiemistico molto semplice: quello di sottoinsieme. 

Dato un insieme A, un insieme B è sottoinsieme di A se e solo se tutti gli elementi di B sono elementi di A.
Per esempio, dato l’insieme N dei numeri naturali, l’insieme P dei numeri pari è sottoinsieme dell’insieme N.

3 – Il concetto di operazione

Se riflettiamo sulle operazioni, nominate esplicitamente o no, nelle Indicazioni e su quello che facciamo nelle attività didattiche, ci accorgiamo della presenza di alcuni elementi costanti.
3.1 – Il primo elemento costante è la presenza di un “gruppo di oggetti”, di un “insieme di oggetti” sui quali decidiamo di “lavorare”, di fare delle “manipolazioni”.

Può darsi che il “lavoro”, l’operazione che intendo compiere riguardi tutti gli elementi dell’insieme.

Per esempio: decido di lavorare sull’insieme N dei numeri naturali e di fare “l’operazione successivo”. Ad essa sono interessati tutti i numeri naturali perché tutti i numeri naturali hanno un successivo.
Può darsi che il “lavoro”, l’operazione che intendo compiere non riguardi tutti gli elementi dell’insieme, ma solo quelli di un sottoinsieme..

Per esempio: decido di lavorare sull’insieme N dei numeri naturali e di fare “l’operazione antecedente”. Ad essa sono interessati solo i numeri maggiori di zero perché lo zero non ha antecedente.
Nasce il seguente problema: è giusto, è sensato chiamare con lo stesso nome di “operazione” quella che “lavora” su tutti gli elementi dell’insieme e quella che “lavora” solo su un sottoinsieme? Non è il caso di distinguerle? Vedremo più avanti le decisioni dei matematici.

Qualche volta, e capita spesso in matematica dalla scuola primaria in poi, si può decidere di utilizzare gli elementi di un certo insieme, ma l’operazione che vogliamo fare non interessa i singoli elementi, ma coppie ordinate di elementi. Allora è necessario costruire un nuovo insieme, il prodotto cartesiano, e lavorare su quello.
E’ quello che capita, per esempio, quando voglio sommare i numeri naturali. Non posso lavorare su singoli numeri, ma devo utilizzare coppie ordinate di numeri naturali (a, b). Sugli elementi a, b della coppia non si pongono condizioni, non si mettono vincoli. Quindi l’addizione opera su tutte le coppie ordinate, cioè su tutti gli elementi del prodotto cartesiano N x N.
Ben diversa, come è ben noto, è la situazione della sottrazione. Anch’essa opera su coppie ordinate (a, b) di numeri naturali, ma con una pesante ipoteca su a: egli deve essere maggiore o uguale di b.
La conseguenza è che se la sottrazione opera sulla coppia ordinata (a, b) non può operare sulla coppia ordinata (b, a) a meno che non sia a = b. Questo fatto spiega la situazione un po’ penosa della tabella della sottrazione.

Anche qui si pone lo stesso problema visto prima: è giusto, è sensato chiamare con lo stesso nome di “operazione” quella che “lavora” su tutti gli elementi dell’insieme e quella che “lavora” solo su un sottoinsieme? Non è il caso di distinguerle? Vedremo più avanti le decisioni dei matematici.

Alla sottrazione sfuggono infinite coppie ordinate e  non c’è rimedio. Qualche volta la situazione è migliore e si può rimediare con  poco sforzo.

Consideriamo sempre il prodotto cartesiano N x N e vediamo se possiamo sempre trovare il MCD (a, b). Comunque lo si definisca, il MCD vale per tutte le coppia ordinate (a, b) tranne che per la coppia (0, 0) dato che ogni numero è divisore di 0. Possiamo sistemare anche la coppia (0,0) convenendo che MCD (0, 0) = 0. E’ una convenzione ragionevole, anche se non molto coerente con l’espressione “massimo comun divisore”. In questo modo il MCD è definito su ogni elemento di    N x N.
Il gruppo di “oggetti”, l’insieme di “elementi” sul quale decidiamo di introdurre, di considerare la nostra operazione, cioè l’insieme di partenza, si chiama il “dominio” della operazione.

3.2 – Il secondo elemento costante è la presenza di un “gruppo di oggetti”, di un “insieme di elementi” nel quale si trovano i risultati dell’operazione.
Se chiamiamo A l’insieme nel quale introduciamo la nostra operazione e B l’insieme dei risultati si possono verificare le situazioni più diverse.

· Può essere  A = B, cioè i risultati si trovano nello stesso insieme nel quale è definita l’operazione. Per esempio, se A è l’insieme dei punti del piano e l’operazione è la simmetria rispetto ad una retta fissata r la quale fa corrispondere ad ogni punto del piano il suo simmetrico rispetto alla retta r, allora B è ancora l’insieme dei punti del piano, cioè A = B.

· Può essere B ( A cioè B può essere un sottoinsieme di A perché i suoi elementi sono elementi di A. Per esempio, se come A prendiamo l’insieme N dei numeri naturali e consideriamo “ l’operazione di doppio” che ad ogni numero naturale associa il suo doppio, l’insieme B è l’insieme P dei numeri pari che è un sottoinsieme di N.

· L’insieme B può essere diverso da A e non un suo sottoinsieme. Per esempio, se come A prendiamo  N x N, cioè  A = N x N, e come operazione la addizione, allora B = N perché i suoi elementi sono numeri naturali, B ( A  e  B non è un sottoinsieme di A perché N non è un sottoinsieme di N x N. Basta pensare che gli elementi di A sono coppie ordinate di numeri naturali mentre gli elementi di B sono i singoli numeri naturali.
L’insieme B, cioè l’insieme dei risultati dell’operazione, è l’insieme di arrivo dell’operazione ed è chiamato il “codominio” dell’operazione.
3.3 – Il terzo elemento costante è la presenza di una “manipolazione”, di un “lavoro”, di una “trasformazione” sugli elementi  degli oggetti che stanno nel “dominio”. Queste “manipolazioni” possono essere diverse e, solitamente, vengono chiamate con nomi diversi. Basti pensare che nell’insieme N x N noi facciamo addizioni, moltiplicazioni, esponenziazioni (elevamenti a potenza). L’importante è che sugli elementi sui quali noi operiamo non si pongano vincoli, non si pongano condizioni particolari restrittive. Per questo le manipolazioni devono sempre avere un risultato.
Adesso siamo in grado di dare la definizione di operazione. Per renderla comprensibile è necessario premettere il concetto di relazione.

Dati due insiemi  A  e  B  diciamo relazione di A verso B (o fra A e B) un qualunque sottoinsieme del prodotto cartesiano  A x B.

Una relazione fra gli oggetti del gruppo A e quelli del gruppo B può interessare un solo oggetto di A ed un solo oggetto di B, oppure uno solo di A e molti di B, oppure alcuni di A ed alcuni di B, oppure tutti gli oggetti di A e alcuni oggetti di B oppure tutti gli oggetti di A e tutti gli oggetti di B.

Quando capita cha la relazione riguarda tutti gli elementi di A e a ciascun elemento di A è associato (è in relazione) uno ed uno solo elemento di B, allora la relazione si chiama applicazione di A in B.
Ed ecco, finalmente, la definizione di operazione:

dati due insiemi A  e  B  chiamiamo operazione di A in B  ogni applicazione di A in B.
Breve commento
Per avere una operazione nel senso appena definito devono verificarsi due fatti:
· Tutti gli elementi dell’insieme A devono essere coinvolti senza essere sottoposti a vincoli o a particolari condizioni

· L’operazione deve sempre produrre un risultato ed uno solo: nessun elemento di A può avere due corrispondenti, due immagini.

Si vede subito, allora, che in A = N x N la sottrazione con il vincolo imposto al minuendo di essere maggiore o uguale del sottraendo, non è una operazione nel senso che abbiamo definito.

Vi sono autori e matematici che la chiamano “operazione non ovunque definita” oppure “operazione non sempre definita”. I programmi della scuola italiana non vanno troppo per il sottile e parlano sempre di “quattro operazioni” includendo, perciò, anche la sottrazione (e la divisione). Possiamo farlo benissimo anche noi anche perché in Z x Z (Z è l’insieme dei numeri interi relativi) la sottrazione è effettivamente una operazione nel senso prima definito.
Per quanto riguarda il secondo fatto pensiamo alla estrazione di radice quadrata in Z. Per esempio, la √4 ha due risultati, +2 e -2 e , quindi, non è una operazione in senso stretto. Se, invece, ci mettessimo in N (o anche nell’insieme dei numeri interi non negativi) il risultato sarebbe unico, 2, e l’estrazione di radice quadrata sarebbe una operazione.

CAPITOLO 3

OPERAZIONI UNARIE

Introduzione

L’espressione “operazione unaria” non è molto usata al di fuori del linguaggio “matematichese”. Per esempio, lo Zingarelli 2000 presenta il significato matematico del termine operazione: “Legge che da uno o più enti noti permette di ottenerne un altro” citando le “quattro operazioni fondamentali” dell’aritmetica, cioè “operazioni binarie” anche se non usa il termine. Segue la definizione di “Operazione in un insieme A”: applicazione del prodotto cartesiano A x A (o di un suo sottoinsieme) in A”. Sempre operazioni binarie.
L’aggettivo da appiccicare al termine”operazione” dipende dal numero di elementi sui quali essa opera. Per questo in matematica si parla di “operazioni ennarie” per indicare operazioni che lavorano su una ennupla di elementi, cioè su n elementi. Se n = 2, l’operazione è binaria; se n = 1 l’operazione è unaria. E’ una coerenza perfetta.
Talvolta la espressione “operazione unaria” viene sostituita con il termine “operatore” come quando si parla di “operatore additivo” oppure di “operatore sottrattivo”. Cambia la parola, ma la realtà è la stessa.

In questo capitolo passeremo in rassegna le operazioni unarie previste dalle Indicazioni Nazionali, quelle che si usano nella attività scolastica ed altre che è bene conoscere. Tutto ciò darà occasione per qualche ripasso teorico o qualche approfondimento concettuale che può aiutare ad attrezzarsi meglio per l’attività didattica.

1 – Il successivo

Attività di ricerca del successivo (ma anche del precedente) di un numero vengono sviluppate già in prima elementare. Sono tradizionali le tre colonne: in quella centrale si scrive un numero, in quella di sinistra va il precedente e in quella di destra il successivo. Ho l’impressione, ma posso anche sbagliarmi, che le attività sul successivo vengano presto abbandonate senza mai tentare di presentare il concetto di successivo per puntualizzare in quali mondi numerici si può parlare di successivo. Anche sui libri di testo non se ne trova traccia. Forse è per questo che raramente ho trovato insegnanti che mi hanno proposto una definizione accettabile di “successivo”.

Proviamo a farlo iniziando con qualche domanda:

 Chi è il successivo di 5? Nessuna esitazione nella risposta: 6. Siamo nei numeri naturali e scatta subito l’idea del + 1.
 Chi è il successivo di  -5? Ci siamo trasferiti nel mondo dei numeri interi relativi e non in tutti scatta ancora l’idea del + 1. Nascono, in effetti, due scuole di pensiero: per la prima, minoritaria, è  - 6  (allo stesso modo che 6 è il successivo di 5), per la seconda è  - 4 (dato che è maggiore di  - 5). Questa è la risposta esatta e si incomincia a intravedere che il successivo deve essere maggiore del numero dato e, quindi, è legato all’ordinamento.

 Chi è il successivo di  1/5? Abbiamo cambiato ancora mondo numerico. Siamo nel mondo dei numeri razionali. Le scuole di pensiero aumentano: per alcuni  è  2/5, per altri è 6/5 (cioè 1/5 + 1), per altri ancora  è ¼. Qualcuno azzarda una risposta negativa: non esiste.

 Chi è il successivo di  0,5? Siamo nel mondo, molto familiare, dei numeri con virgola o numeri decimali finiti, ma si mantiene la varietà delle risposte. La più gettonata è 0,6. Qualcuno si accorge che fra 0,5 e 0,6 ci sono altri numeri decimali finiti e, sottovoce,  propone 0,51, oppure 0,501, oppure 0,5001…Si affaccia anche il dubbio che il successivo di 0,5 non esista.

Chi è, allora, il successivo di un numero?

La risposta che ora diamo ci permette di stabilire in quali mondi numerici si può parlare di successivo.
Consideriamo un insieme A totalmente ordinato, nel quale cioè, sia sempre possibile confrontare due elementi per stabilire se essi sono uguali oppure quale è il maggiore.

Prendiamo un elemento qualunque x. Chi è il successivo di x, che possiamo indicare con Sc(x)?

Per definizione il successivo di x è un elemento di A che deve verificare queste due proprietà:

- Sc(x) > x

- Non esiste alcun elemento z che sia maggiore di x e minore di Sc(x), cioè non esiste nessun z  tale che x < z  e z < Sc(x). 

In altre parole fra x ed il suo successivo non  ci deve essere nessun elemento dell’insieme A.
La seconda condizione è fondamentale, come la prima, ma di solito non ci si pensa.

Ci domandiamo: in quali insiemi numerici che studiamo a scuola e che sono totalmente ordinati, esistono i successivi?
I successivi esistono solo nel mondo dei numeri naturali e in quello degli interi relativi, nei quali il successivo di  m, qualunque sia m, è  m + 1. 

Infatti,  m + 1 è maggiore di  m e fra i due numeri non esiste nessun altro numero naturale o intero.

Nel mondo dei razionali, come pure in quello dei numeri decimali finiti, nessun numero ha un successivo perché fra due numeri razionali, come pure fra due numeri decimali finiti, esistono sempre infiniti altri numeri razionali e infiniti numeri con virgola. Questo fatto, che è legato all’ordinamento, viene chiamato proprietà di densità.
Il successivo nei numeri naturali (N)
Nei numeri naturali ogni numero ha un successivo ed uno solo che è ancora un numero naturale. Per questo il successivo è una operazione (unaria). Inoltre numeri diversi hanno successivi diversi. Per questo si dice che l’operazione di successivo è iniettiva.
Non solo ogni numero ha un successivo, ma anche ogni numero naturale è il successivo di un altro numero. Qui si alzano le proteste dello 0 il quale afferma solennemente: “Io non sono il successivo di nessun numero”. Ha ragione. Possiamo dire, quindi, che il dominio della operazione di successivo è N e il suo codominio è N - (1( cioè l’insieme N privato del numero 1.

Il successivo nei numeri interi relativi (Z)
Nei numeri interi relativi ogni numero ha un successivo ed uno solo che è ancora un numero intero relativo. Per questo il successivo è una operazione (unaria). Inoltre numeri diversi hanno successivi diversi. Per questo si dice che l’operazione di successivo è iniettiva. 

In questo insieme si verifica un fatto nuovo: anche lo 0 è il successivo di un numero, cioè di – 1. Quindi ogni numero è il successivo di un numero. Si esprime questo fatto dicendo che in Z l’operazione di successivo è suriettiva.
L’operazione di successivo in Z, essendo iniettiva e suriettiva, è biiettiva, biunivoca e, quindi, ammette una operazione inversa, cioè l’operazione di antecedente (che ciascun corsista può cercare di definire).

Osservazione 1.

Nella definizione di successivo abbiamo considerato un qualunque insieme A totalmente ordinato che abbiamo, poi, particola rizzato in N ed in Z per trovarvi i successivi. Esistono altri insiemi nei quali possiamo considerare i successivi? Certamente si!

Consideriamo A = P, insieme dei numeri pari sottoinsieme dei naturali. Esso è un insieme numerico in senso tecnico perché oltre ad essere totalmente ordinato, ha una addizione interna (la somma di due pari è un pari) ed una moltiplicazione interna (il prodotto di due pari è un pari).

Dato un numero pari qualunque n definiamo successivo di n il numero n + 2. Questo numero è maggiore di n e fra i due non è compreso nessun altro numero pari. Quindi la definizione di successivo di n numero pari verifica la definizione generale di successivo. In questo insieme, quindi, esistono i successivi.
Osservazione 2

Sono convinto che queste riflessioni sul concetto di successivo siano alla portata degli studenti del primo ciclo scolastico. Già nella scuola primaria si può far riflettere i ragazzi sull’idea di successivo per scoprire in quali mondi numerici li troviamo e in quali no. L’idea di successivo nel linguaggio ordinario è quella di un “oggetto” che viene subito dopo un altro “oggetto” e fra i due “oggetti” non è interposto nessun altro. E’ esattamente questa l’idea matematica. Le scoperte sul concetto di successivo si possono fare facilmente osservando la linea dei numeri sulla quale abbiamo disteso, in un primo tempo, i numeri interi e, in un secondo tempo, anche le frazioni.

Tutte queste attività devono essere riprese ed approfondite nella scuola secondaria di primo grado. Purtroppo è difficile trovarne traccia sui libri di testo. Vi si può trovare, invece, l’assurda idea di successivo, espressa con la parola “consecutivo”, applicata ai punti di una retta come si vede nella affermazione qui riportata e presa da un libro di testo molto adottato nelle scuole medie italiane: “La retta è il secondo ente fondamentale; possiamo immaginarla come un insieme consecutivo e infinito di punti aventi sempre la stessa direzione”. Ogni commento non potrebbe che essere distruttivo!

Presentare agli studenti le considerazioni che abbiamo fatto avrebbe il vantaggio di far vedere che cambiando contesto, cioè cambiando gli strumenti che abbiamo a disposizione, un concetto anche molto familiare, può non verificarsi più.
Esercizi

1 – Considerare l’insieme D dei numeri naturali dispari. E’ un insieme numerico in senso tecnico? Perché? Si può in esso definire il successivo? Se si come?

2 – Considerare  l’insieme delle potenze di 2: 20, 21, 22, 23, …. 2n,…E’ un insieme numerico in senso tecnico? Perché? Si può in esso definire il successivo? Se si come?

3 – Dimostrare che nei numeri razionali non esistono i successivi. In altre parole, dati due numeri razionali a  e  b  con a < b dimostrare che esiste un numero razionale c  che è maggiore di a e minore di b. (Bisogna fare appello alle proprietà di coerenza della relazione di ordine con l’addizione e la moltiplicazione).
2 – Il fattoriale

Il vocabolo “fattoriale” deriva da “fattore” e suggerisce l’idea che nella sua definizione dovrà entrare la moltiplicazione.
L’operazione “fattoriale”. Non è nominata nelle Indicazioni e non viene esplicitamente trattata nella scuola di base, ma è bene che l’insegnante la conosca.

Dove viene definita questa operazione, cioè quale è il suo dominio? E’ N - (0( cioè l’insieme N privato del numero 0, come si vede subito dalla seguente.

Definizione di fattoriale

Dato un numero n > 0 qualsiasi chiamiamo fattoriale di n, e lo indichiamo con n!, il prodotto di tutti i numeri da 1 ad n.

Quindi: 1! = 1; 2! = 1x2 = 2;  3! = 1x2x3 = 6, ecc.

Il simbolo di questa operazione, il punto esclamativo !, è piuttosto strano, ma ormai è diventato tradizionale. Usando il simbolo f per indicare l’operazione, possiamo scrivere: f(n) =1x2x3x…xn.
Una breve storia delle notazioni usate dai matematici per indicare questa operazione la si trova in Stella Baruk, Dizionario di matematica elementare, pagina 213.
L’operazione di fattoriale di dominio N - (0( è iniettiva perché a numeri diversi sono associati fattoriali diversi. Il suo codominio è ancora N - (0(, o, meglio, un suo sottoinsieme perché ci sono numeri di questo insieme, come 3, 4, 5 che non sono fattoriali di nessun numero. Questo ci dice che l’operazione di fattoriale non è suriettiva.

All’azione del fattoriale, per come l’abbiamo definito, sfugge lo 0. Poco male. Possiamo, però, rimediare pagando un piccolo pedaggio.

Consideriamo l’operazione di fattoriale nell’insieme N. Per i numeri maggiori di zero continua a valere la definizione data prima. E per il numero 0?

Certo non ci conviene definire 0! = 0 perché la operazione perderebbe di senso in quanto ogni numero avrebbe come fattoriale 0. Basta definire, come si usa fare, 0! = 1.
E qui scatta il pedaggio da pagare: nell’insieme N l’operazione di fattoriale non è più iniettiva perché ci sono due numeri diversi, 0 e 1, che hanno lo stesso fattoriale.
Questa operazione viene usata nella scuola elementare, anche senza conoscerla, in alcuni problemi combinatori come questo:

Problema. Marco possiede un po’ di automobiline e vorrebbe assegnare a ciascuna una targa. Ha a disposizione solo le cifre 1, 2, 3. Se decide di fare targhe usando tutte e tre le cifre senza mai ripeterle, quante targhe riesce a fare?
Non è difficile scoprire, con un po’ di attenzione, che ci sono due targhe che iniziano con 1, due che iniziano con 2, e due che iniziano con 3. In totale 3! = 6 che è il numero delle permutazioni di tre elementi.
Osservazione 3.

Il fattoriale di un numero n cresce molto rapidamente al crescere di n. Possiamo farcene una idea da quanto segue: 4! = 24; 5! = 120; 6! = 720; 7! = 5040; 8! = 40 320; 9! = 362 880; 10! = 3 628 800.  
3 – L’opposto
In genere i ragazzi incontrano la parola “opposto” in matematica nella scuola secondaria di primo grado quando studiano i numeri interi relativi (Z).
Abbiamo visto che si può parlare di “successivo” in un insieme totalmente ordinato; si può parlare di “fattoriale” in un insieme numerico nel quale sia presente una moltiplicazione. E per “l’opposto”? Può essere definito in un insieme, numerico o no, nel quale sia presente una operazione binaria, chiamata di solito addizione, che possiede un elemento neutro.
L’insieme Z dei numeri interi relativi fa proprio al nostro caso per ché in esso è definita una addizione che possiede un elemento neutro, lo zero. Gli elementi di questo insieme sono di solito rappresentati da un numero naturale preceduto dal segno + o dal segno -. Per noi ormai è naturale dire che l’opposto di + a è – a e l’opposto di – a è + a perché sommandoli otteniamo 0 cioè l’elemento neutro rispetto alla addizione. Diamo, allora, la definizione generale di opposto.
Definizione di opposto.

Dato un insieme A nel quale sia definita una operazione binaria, che chiamiamo addizione, dotata di un elemento neutro, che possiamo indicare con 0,  diciamo opposto di un elemento x l’elemento y tale che x + y = y + x = 0
Nell’insieme Z ogni numero ha un  opposto ed uno solo. Quindi l’opposto è una operazione (unaria) in Z. Inoltre:
 Numeri diversi hanno opposti diversi, cioè l’operazione è iniettiva
 Ogni numero è l’opposto di un altro numero, cioè l’operazione è suriettiva.
Osservazione 4
Per evitare fraintendimenti, conviene osservare esplicitamente che il fatto che un numero sia l’opposto di un altro non dipende dal segno che lo precede. Gli opposti possono esistere anche in insiemi i cui elementi non sono connotati da segni distintivi. Vediamo il caso, per esempio, della aritmetica delle stagioni.
Possiamo matematizzare le quattro stagioni con l’insieme S = (0, 1, 2, 3( e definire una addizione in questo modo.  Immaginiamo una circonferenza e in quattro punti diametralmente opposti, ottenuti con due rette perpendicolari passanti per il centro, collochiamo, andando in verso orario, i quattro “numeri”  0, 1, 2, 3. Come si fa ad addizionare due di questi numeri? 

Il modo più naturale e sensato è di partire dal primo addendo e fare tanti passi di lunghezza 1 in verso orario quanti ne indica il secondo addendo. 

E’ esattamente quello che facciamo sulla normale retta numerica per sommare due numeri naturali: si parte dal primo addendo e si fanno, verso destra, tanti passi di lunghezza 1 quanti ne indica il secondo addendo.

Qualche esempio:

1 ( 2 = 3;  2 ( 3 = 1; 3 ( 3 = 2  ( il simbolo ( indica l’addizione nel mondo delle stagioni).

Possiamo tranquillamente costruire la tabella di questa operazione.

	(
	0
	1
	2
	3

	0
	0
	1
	2
	3

	1
	1
	2
	3
	0

	2
	2
	3
	0
	1

	 3
	3
	0
	1
	2


Contemplando la tabella si vede che lo zero funziona da elemento neutro e che ogni elemento ha un opposto perché in ogni riga compare lo zero, ma nessun elemento ha un segno distintivo. A questo proposito si può utilmente consultare il Quaderno didattico n. 20, pagine 69 – 73.
Ritornando a Z possiamo domandarci se la presenza della operazione di opposto reca qualche vantaggio. Certamente si. Ne sottolineo uno.

Se noi pensiamo al mondo dei numeri naturali ci accorgiamo che, nonostante la sua straordinaria ricchezza, presenta delle situazioni estremamente semplici che, però, non riesce a trattare.

Per esempio, le equazioni di primo grado del tipo:    x + a = b
non sono risolubili in N quando  a > b.

Ebbene, il primo vantaggio della introduzione degli opposti consiste nel fatto che diventano sempre risolubili le equazioni di primo grado del tipo:  x + a = b. 

La soluzione dell’equazione si ottiene aggiungendo ai due membri l’opposto di a:   x = b + (- a).
Ne vedremo altri in seguito.
4 . L’inverso o reciproco

In genere i ragazzi incontrano la parola “inverso (o reciproco)” in matematica nella scuola secondaria di primo grado quando studiano i numeri razionali (Q). Nella scuola primaria si studiano  le frazioni e si prepara il terreno per costruire il mondo dei numeri razionali introducendo le frazioni equivalenti. Certo anche nel mondo delle frazioni esistono gli inversi, ma non se ne parla alla scuola primaria perché non è prevista l’operazione di moltiplicazione. Se ne parla, invece, nella scuola secondaria di primo grado, studiano i numeri razionali. Essi hanno una struttura molto ricca, ma non tutta è necessaria per parlare degli inversi. 
Come deve essere “fatto”, “strutturato” un insieme perché in esso si possa parlare di inverso?

L’inverso può essere definito in un insieme, numerico o no, nel quale sia presente una operazione binaria, chiamata di solito moltiplicazione, che possiede un elemento neutro.
Prima di presentare la definizione di inverso proviamo a fare qualche domanda, riguardante l’insieme dei numeri razionali, ripetendo esperienze già fatte altre volte.

 Chi è l’inverso di  - 2? Perché? Qualcuno suggerisce  + 2, confondendosi con l’opposto; qualche altro invoca  ½; altri, invece, propongono - ½. Fra poco la risposta.

 Chi è l’inverso di ¾? Perché?  Scatta l’automatismo della risposta esatta risalente a studi precedenti.

 Chi è l’inverso di 1? Perché? In genere nessuna difficoltà per la risposta esatta.

 Chi è l’inverso di 0? Perché? La  risposta  più gettonata è il silenzio. Sembra che lo zero incuta timore, certo genera sempre incertezze.
E veniamo alla definizione di inverso.
Definizione di inverso.

Dato un insieme A nel quale sia definita una operazione binaria chiamata moltiplicazione dotata di un elemento neutro, che possiamo indicare con 1, diciamo inverso di un elemento a l’elemento b tale che a x b  = b x a  = 1

Nella definizione non abbiamo posto nessun vincolo sull’elemento a. Non possiamo, però, concludere che ogni elemento dell’insieme A abbia un inverso. Se, per esempio, come insieme A prendiamo l’insieme Q dei numeri razionali dobbiamo fare i conti con il numero 0. Esso è l’elemento assorbente della moltiplicazione perché moltiplicando 0 per un qualsiasi altro numero otteniamo come risultato 0. Nessun numero, quindi, moltiplicato per 0 può dare come risultato 1. La conclusione è che lo 0 dei numeri razionali non ha inverso. Per far funzionale le cose, cioè per poter considerare l’inverso come operazione (unaria) dobbiamo metterci nell’insieme Q - (0(.
In questo insieme, che è dominio e codominio, ogni numero ha un inverso ed uno solo e, quindi, l’inverso è una operazione. Inoltre
 Numeri diversi hanno inversi diversi, cioè l’operazione è iniettiva
 Ogni numero è l’inverso di un altro numero, cioè l’operazione è suriettiva.
Osservazione 5
Di solito l’inverso di un numero razionale y si indica con 1/y e anche con  y -1. 

Scrivendo un numero razionale nella forma solita  a/b, con  a ≠ 0, il suo inverso è  b/a.

Osserviamo esplicitamente che il fatto che un numero sia l’inverso di un altro non dipende da come esso viene scritto. Consideriamo, per esempio, l’aritmetica dei giorni della settimana.
Possiamo matematizzare i sette giorni con l’insieme S = ( 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7( ( il 7 funzione da 0) e definire la moltiplicazione con questa tabella
	(
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	1
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	2
	2
	4
	6
	1
	3
	5
	7

	3
	3
	6
	2
	5
	1
	4
	7

	4
	4
	1
	5
	2
	6
	3
	7

	5
	5
	3
	1
	6
	4
	2
	7

	6
	6
	5
	4
	3
	2
	1
	7

	7
	7
	7
	7
	7
	7
	7
	7


Ogni numero diverso da 7, che è lo zero, ha un in verso ed uno solo. Basta guardare che in ogni riga ed in ogni colonna, tranne quelle del 7, appare il “numero” 1. Per esempio, il “numero” 2  è l’inverso del “numero” 4  perché    2 ( 4 = 4 ( 2 = 1   ma non è scritto in nessuna delle due forme ricordate. . A questo proposito si può utilmente consultare il Quaderno didattico n. 20, pagine 73 – 77.

Ritornando a Q possiamo domandarci se la presenza della operazione di inverso reca qualche vantaggio. Certamente si. Ne sottolineo uno.

Se pensiamo al mondo dei naturali ed anche a quello degli interi relativi ci accorgiamo subito che ci sono equazioni semplicissime di primo grado che non possono essere risolte. 

Per esempio   3x = -2   non ha soluzioni né in  N né  in Z.
In generale, una equazione del tipo  ax = b non è risolubile se  b  non è multiplo di  a.

Ebbene il primo vantaggio della operazione di inverso consiste nella possibilità di risolvere sempre le equazioni di primo grado del tipo:  ax = b, con  a ≠ 0.

Basta moltiplicare i due membri della equazione per l’inverso di a e si ottiene la soluzione dell’equazione:  x = b/a.
Altri vantaggi li vedremo più avanti.
5 – Elevamento al quadrato.

I numeri quadrati o, meglio, i numeri che sono quadrati di altri numeri perché ottenuti moltiplicando un numero per se stesso, si incontrano già nella scuola primaria. Nella tabella della moltiplicazione sono quelli che si trovano sulla diagonale. I numeri quadrati sono legati alla “figura quadrato” perché ne esprimono l’area.

Le Indicazioni Nazionali ne parlano esplicitamente: “Conoscere la radice quadrata come operatore inverso dell’elevamento al quadrato.” E: “Sapere che non si può trovare una frazione o un numero decimale che elevato al quadrato dà 2, o altri numeri interi.”
Dei numeri quadrati ci si serve per esprimere, aritmeticamente, il teorema di Pitagora e per “giocare” con le terne pitagoriche.

L’insieme che consideriamo è l’insieme N dei numeri naturali. Ad ogni numero naturale  a possiamo  associare  il suo quadrato a2. L’elevamento al quadrato è, quindi,  una operazione (unaria) perché ogni numero ha un quadrato. Il suo dominio è N. 
 Essa è una operazione  iniettiva perché numeri diversi hanno quadrati diversi. Sarà anche suriettiva? Dipende da ciò che scegliamo come insieme di arrivo, insieme delle immagini, cioè come codominio. Se scegliamo N, allora l’operazione non è suriettiva perché ci sono numeri che non sono il quadrato di altri numeri. Se come codominio, ed è ciò che ora ci interessa, scegliamo N2, cioè l’insieme dei numeri quadrati, allora l’operazione è anche suriettiva perché ogni elemento di N2 è il corrispondente di un numero. In questa situazione l’operazione è una corrispondenza biunivoca, una applicazione biiettiva tra i due insieme N ed N2.
Questo fatto ha una importanza storica e concettuale notevole. Lo troviamo descritto mirabilmente in una pagina di Galileo nei “Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno a due nuove scienze attinenti alla meccanica ed i movimenti locali”. La voglio riportare, anche se un po’ lunga, perché ci descrive l’atteggiamento di Galileo davanti all’infinito. I protagonisti del dialogo sono Simplicio, filosofo aristotelico, Sagredo, gentiluomo dilettante di scienze, e Salviati, lo “scienziato  nuovo” che rappresenta Galileo stesso.

“Salviati – Queste son di quelle difficoltà che derivano dal discorrer che noi facciamo con il nostro intelletto finito intorno a gl’infiniti, dandogli quelli attributi che noi diamo alle cose finite e terminate; il che penso che sia inconveniente, perché stimo che questi attributi di maggioranza, minorità ed egualità non convenghino a gl’infiniti, de i quali non si può dire, uno esser maggiore o minore o eguale all’altro. Per prova di che già mi sovvenne un sì fatto discorso, il quale per più chiara esplicazione proporrò per interrogazioni al Sig. Simplicio, che ha mosso la difficoltà. Io suppongo che voi benissimo sappiate quali sono i numeri quadrati, e quali i non quadrati.

Simplicio – So benissimo che il numero quadrato è quello che nasce dalla moltiplicazione d’un numero in sé medesimo: e così il quattro, il nove, etc., son numeri quadrati, nascendo quello dal dua, e questo dal tre, in sé medesimo moltiplicati.

Salviati – Benissimo: e sapete ancora, che sì come i prodotti si dimandano quadrati, i producenti, cioè quelli che si moltiplicano, si chiamano lati o radici; gli altri poi, che non nascono da numeri multiplicati in sé stessi, non sono altrimenti quadrati. Onde se io dirò, i numeri tutti, comprendendo i quadrati e i non quadrati, esser più che i quadrati soli, dirò proposizione verissima: non è così?

Simplicio – Non si può dir altrimenti.

Salviati – Interrogando io di poi, quanti siano i numeri quadrati, si può con verità rispondere, lor esser tanti quante son le proprie radici, avvenga che ogni quadrato ha la sua radice, ogni radice il suo quadrato, né quadrato alcuno ha più di una sola radice, né radice alcuna più d’un quadrato solo.

Simplicio – Così sta.

Salviati – Ma se io domanderò, quante siano le radici, non si può negare che elle non siano quante tutti i numeri, poiché non vi è numero alcuno che non sia radice di qualche quadrato; e stante questo, converrà dire che i numeri quadrati siano quanti tutti i numeri, poiché tanti sono quante le lor radici, e radici sono tutti i numeri: e pur da principio dicemmo, tutti i numeri esser assai più che tutti i quadrati, essendo la maggior parte non quadrati. E pur tuttavia si va la moltitudine de i quadrati sempre con maggior proporzione diminuendo, quanto a maggiori numeri si trapassa; perché sino a cento vi sono dieci quadrati, che è quanto dire la decima parte esser quadrati; in dieci mila solo la centesima parte son quadrati, in un milione solo la millesima: e pur nel numero infinito, se concepir lo potessimo, bisognerebbe dire, tanti essere i quadrati quanti tutti i numeri insieme.

Sagredo – Che dunque si ha da determinare in questa occasione?

Salviati – Io non veggo che ad altra decisione si possa venire, che a dire, infiniti essere tutti i numeri, infiniti i quadrati, infinite le loro radici, né la moltitudine de’ quadrati essere minore di quella di tutti i numeri, né questa maggior di quella, ed in ultima conclusione, gli attributi di eguale maggiore e minore non aver luogo ne gl’infiniti, ma solo nelle quantità terminate.”

Il ragionamento di Galileo può essere facilmente rappresentato con questo schema:

0   1   2   3   4     5…  n

↨   ↨   ↨   ↨   ↨     ↨      ↨

0   1   4   9   16   25 …n2 

Io penso che questa bellissima pagina possa essere letta e commentata in classe. Chissà quanti dei nostri alunni sarebbero d’accordo con Galileo! Questo scritto può servire per introdurre l’idea di infinito in matematica, la sua delicatezza, i suoi paradossi (una parte è uguale al tutto). Dopo Galileo la matematica ne ha fatta di strada anche sul concetto di infinito al quale ora i matematici applicano tranquillamente quegli attributi di “eguale maggiore e minore” che sembravano impossibili a Galileo.

Esercizi

1 – Nei numeri naturali è sempre vero che x2 è maggiore di x? 

2 - Nei numeri interi relativi è sempre vero che x2 è maggiore di x? 

3 – Nei numeri razionali quando il quadrato x2 è minore di x?

4 – In analogia con la tabella moltiplicativa dei giorni della settimana costruire la tabella dell’insieme A = (1,. 2, 3, 4, 5,(. Esistono gli inversi? Come riconoscerli?
5 – Utilizzando i quadrati trovare le prime tre cifre decimali di √2.

6 – La negazione
Con questa operazione ci affacciamo, timidamente, al campo della logica.
Il termine “logica” era il titolo di un tema nei programmi del 1985. Nei programmi del 1979 un tema era “Matematica del certo e matematica del probabile” e la “matematica del certo” indicava la logica. Nei programmi successivi scompare il termine logica e si impoveriscono gradualmente i contenuti. Nelle Indicazioni Nazionali del 2012, dei contenuti si salva solo il termine “classificazioni” Probabilmente questo significa che non bisogna “fare lezioni di logica”, ma non significa che i contenuti di logica devono essere banditi. Anche perché è impossibile dato che nel linguaggio ordinario si usano sempre termini di cui la logica si è appropriata dando loro un significato preciso ed univoco.

Anche la logica ha i suoi inghippi, i suoi tranelli, i suoi punti critici che l’insegnante deve conoscere anche se non ne parlerà mai in classe.

Voglio richiamare l’attenzione su una delle prime parole che si incontra in logica: la parola “proposizione”. Spesso nei trattati di logica uno dei primi capitoli è intitolato “Logica delle proposizioni”. I programmi del 1979 iniziano il tema prima ricordato con ;”Affermazioni del tipo vero/falso”. Che cosa è una proposizione?

Una prima definizione di “proposizione” è la seguente: una proposizione o enunciato è una frase sintatticamente corretta della quale si possa dire in modo inequivocabile se è vera o falsa”.

Per esempio: “3 è maggiore di 5” è una proposizione falsa, mentre “Roma è la capitale d’Italia” è una proposizione vera. Tutti sono in grado di dire se queste frasi sono vere o false. Tutti i teoremi matematici sono proposizioni vere anche se l’uomo della strada non è in grado di dirlo. Si fida delle dimostrazioni fatte dai matematici.

Sembra che tutto scivoli via liscio. Ma…

Consideriamo ora questa frase: “Ogni numero pari maggiore di 2 si può scrivere come somma di due numeri primi”. Si tratta di una proposizione? Per come è costruita questa frase ha tutta l’aria di essere una proposizione e quindi dobbiamo poter dire con sicurezza che questa affermazione è vera o falsa. Sembra proprio un bel teorema matematico. Magari l’uomo della strada non è in grado di dimostrarlo, ma i matematici…Purtroppo anche i matematici non sanno se questa affermazione è vera o falsa. Finora, e il problema dura da più di 250 anni, nessuno ha ancora trovato un numero pari che non si possa scrivere come somma di due numeri primi, ma nessuno, anche, è riuscito a dimostrare che ogni numero pari si può scrivere in questo modo. Quindi non si tratta di una proposizione secondo la definizione data prima.

Questo problema aritmetico potrebbe essere illustrato anche in una quinta elementare, dato che i ragazzi hanno gli strumenti concettuali per capire l’enunciato, e servirebbe a mostrare il volto umano della matematica ed a sfatare la leggenda che in matematica tutti i problemi hanno una soluzione, non ci sono misteri.

Possiamo allora adottare una nuova definizione più generale della prima in modo da catturare fra le proposizioni anche la precedente. E’ questa, del tutto sensata ed accettabile:

“una proposizione è una frase sintatticamente corretta della quale ha senso affermare che è vera o falsa”.

Qui si richiede solo che “abbia senso”, cioè sia sensato affermare che la frase è vera o falsa anche se nessuno è in grado di dimostrarlo. L’affermazione di prima, che è nota con il nome di “Congettura di Goldbach”, è una proposizione secondo la nuova definizione.

Per le nostre necessità quotidiane, cioè per le nostre conversazioni giornaliere e per le nostre attività in classe potremmo accontentarci di questa seconda definizione, ma anch’essa si rivela inadeguata per le esigenze della logica matematica. Facciamo un esempio tratto dalla teoria degli insiemi.

Solitamente un insieme A non appartiene a se stesso, non è elemento di se stesso. Per esempio, l’insieme B delle vocali dell’alfabeto italiano, cioè B ={a, e, i, o , u}, non è una vocale dell’alfabeto italiano e quindi non appartiene a se stesso. In simboli: B ( B.

Analogamente l’insieme  C = {0, 1, 2, 3, 4, 5} dei numeri naturali che vanno da 0 a 5, non è un numero naturale compreso fra 0 e 5, e quindi non appartiene a se stesso. In simboli: C ( C.

Adesso mettiamo insieme tutti gli insiemi di questo tipo, cioè consideriamo l’insieme di tutti gli insiemi che non appartengono a se stessi. Chiamiamo V questo insieme e indichiamo con X il generico insieme che non appartiene a se stesso. In simboli:

V = {X : X ( X}.

Il problema che nasce è il seguente: l’insieme V appartiene a se stesso oppure no? E’ chiaro che non ci sono altre alternative ed una delle due si deve verificare.

La frase “V ( V” cioè V è elemento di se stesso ha tutta l’aria di essere una proposizione perché di essa è sensato domandarsi se è vera o falsa.

Supponiamo che sia vera cioè sia V ( V. Allora V è uno degli elementi che stanno in V, cioè uno di quelli che abbiamo chiamato X. Quale è la caratteristica di questi insiemi X? Quella di non appartenere a se stessi. Quindi se V è uno degli X deve essere: V ( V. Che cosa strana: abbiamo supposto che V ( V e siamo arrivati alla conclusione che V ( V. In altre parole: se supponiamo che sia vera “V ( V” arriviamo a concludere che essa è falsa perché V ( V.

Non ci resta che supporre che “V ( V” è falsa. Dire che è falsa è lo stesso che dire che V non appartiene a V, cioè che è vera “V ( V”. Ma allora l’insieme V è uno di quelli che abbiamo chiamato genericamente X la cui caratteristica è quella di non appartenere a se stessi. Ma dove abbiamo messo questi X? Esattamente nell’insieme V. Quindi V ( V. Di nuovo una cosa strana: se supponiamo che V non appartenga a V dobbiamo concludere che V appartiene a V.

La situazione che abbiamo descritto è nota come “Paradosso di Russell”. I matematici sono usciti dal paradosso attraverso una formulazione assiomatica della teoria degli insiemi e della logica matematica. Tutto questo serve a farci capire che le cose non sono così semplici, anche a livello elementare, come possono apparire.

Scegliamo, ora, una delle due definizioni di proposizione, meglio la seconda perché più generale, e consideriamo l’insieme di tutte le proposizioni. Possiamo indicare questo insieme con il simbolo Pr e la generica proposizione con i simboli p, q, r….
La proposizione p può essere semplice, come 3 < 5 oppure composta da più proposizioni come                 3 < 5 e Roma è la capitale d’Italia.
Ebbene gli elementi di Pr, cioè le proposizioni, possono essere combinate fra di loro in vari modi così da ottenere altre proposizioni, analogamente a quanto facciamo con i numeri. Gli strumenti che si usano per fare le manipolazioni delle proposizioni, le operazioni sulle proposizioni, si chiamano “connettivi logici”. Essi sono:
“non”: negazione .Viene indicato con diversi simboli fra cui  “¬” “~”. E’ la negazione di una proposizione e lavora su una proposizione alla volta.
“e” : congiunzione. Indicata normalmente con il simbolo  (.
“o” : disgiunzione inclusiva. Corrisponde al latino vel. Indicata normalmente con il simbolo (.
Tralascio gli altri connettivi.
Il connettivo di negazione è una operazione (unaria) perché ad ogni elemento di Pr, cioè ad ogni proposizione associa la sua negazione in modo che se p è vera, la sua negazione è falsa; se p è falsa, la sua negazione è vera.

L’operazione di negazione richiama alcuni atteggiamenti di operazioni sui numeri. Per esempio:

l’opposto dell’opposto di un numero è il numero di partenza;

l’inverso dell’inverso di un numero è il numero di partenza;

la negazione della negazione di una proposizione è la proposizione di partenza.
7 – Trasformazioni geometriche piane
Alle trasformazioni geometriche piane abbiamo dedicato il corso di aggiornamento del 2010-2011. Chi non avesse il materiale di quel corso lo può scaricare direttamente dal sito del Centro alla “Pagina dei Corsi”. Qui ci limitiamo a qualche cenno.

Le trasformazioni geometriche piane che si studiano nella scuola primaria e nella scuola secondaria di primo grado sono le isometrie (simmetrie assiali, simmetrie centrali, traslazioni e rotazioni) e le similitudini (omotetie e similitudini in generale). Esse

· Hanno carattere globale, cioè agiscono allo stesso modo su tutti i punti del piano. Anche se noi siamo interessati ad una singola figura, quello che succede ai punti della figura succede a tutti i punti del piano. Per esempio, noi potremmo avere un triangolo ABC e trasformarlo con una traslazione nel triangolo A’B’C’. Ebbene, tutti i punti del piano subiscono la stessa traslazione. Siccome agiscono allo stesso modo su tutti i punti del piano, le trasformazioni geometriche sono operazioni in senso tecnico.
· Agiscono sui singoli punti, e quindi sulle figure che ne sono composte: ogni punto P viene trasformato in un solo punto P’ che si chiama il trasformato, il corrispondente, l’immagine del punto P. A seconda della trasformazione considerata, il punto P’ potrà essere chiamato il simmetrico, il traslato, il ruotato del punto P. Le trasformazioni geometriche, agendo sui singoli punti del piano, sono operazioni unarie.

· Il punto P’ può essere diverso da P, cioè  P’ ≠  P, ma può anche coincidere con P cioè              P’ = P. Per esempio, nella simmetria assiale rispetto ad una retta  r, un punto P che non sta sulla retta  r  ha come trasformato un punto P’ diverso da P, mentre un  punto Q che sta sulla retta  r  coincide con il proprio simmetrico, cioè Q’ =  Q. 
Le trasformazioni geometriche sono “corrispondenze biunivoche, applicazioni, operazioni biiettive”. Questo significa che esse sono
Iniettive: cioè due qualunque punti diversi, P e Q, si trasformano in due punti diversi P’ e Q’. In altre parole: se  P ≠ Q allora P’ ≠ Q’. E’ proibito, quindi, che due punti diversi vadano a finire nello stesso punto. 
Suriettive:  cioè ogni punto del piano è il corrispondente, è l’immagine di un punto del piano. E’ proibita la “solitudine sdegnosa” di chi vuol “far parte solo con se stesso”. Quindi, non solo ogni punto ha una immagine ed una sola, ma anche ogni punto è l’immagine di un punto.  
Per queste due proprietà tutte le trasformazioni geometriche ricordate prima hanno una inversa  che fa ritornare P al punto di partenza: P → P’ → P.

C’è un’altra proprietà che devono possedere le trasformazioni geometriche. La esprimiamo dicendo che le trasformazioni geometriche sono continue. I matematici hanno impiegato secoli per precisare il concetto di continuità e ci sono riusciti solo alla fine del secolo XIX. Non è il caso di riportare qui la definizione di trasformazione continua. Ci accontentiamo di dire che se due punti P e Q sono “vicini”, allora anche i loro trasformati P’ e Q’ sono “vicini”.
Possiamo raccogliere tutto quanto abbiamo detto finora in una

DEFINIZIONE: Una trasformazione geometrica piana è una corrispondenza biunivoca e continua, insieme alla sua inversa, tra i punti del piano.
Le prime trasformazioni geometriche che si studiano sono le isometrie.

Ecco la 
DEFINIZIONE

Si chiama isometria piana una trasformazione del piano in sé che conserva le distanze.

In altre parole, se P e Q sono due punti del piano e P’ , Q’ sono i loro trasformati, allora                    
d(P’, Q’) = d(P,Q).  dove d significa distanza.

Ci limitiamo a dire qualcosa delle simmetrie assiali. Esse possono essere definite in modi diversi. 
Qui presentiamo una possibile 
Definizione.

Data una retta  r  ed un punto P  non appartenente alla retta  r, si chiama simmetrico del punto P  rispetto alla retta  r  il punto P’ che sta nel semipiano opposto a quello di P, sulla perpendicolare ad r  condotta da P ed alla stessa distanza dalla retta r. Se P sta sulla retta r, il simmetrico di P è P stesso. La simmetria di asse r è l’operazione che associa ad ogni punto del piano il suo simmetrico rispetto ad r.

A che cosa servono le simmetrie assiali?

Ecco alcune situazioni nelle quali possono intervenire efficacemente.

1 – Definizione della perpendicolarità tra rette

2 – Definizione di asse di un segmento e di bisettrice di un angolo
3 – Definizione di poligono regolare: un poligono di n lati è regolare se possiede n assi di simmetria
Esercizi

1 – Definire i vari tipi di triangoli (scaleno, isoscele equilatero) usando gli assi di simmetria.

2 – Quanti assi di simmetria ha una striscia?

3 – Quando un trapezio è isoscele?

4 – Definire rettangolo e rombo facendo intervenire gli assi di simmetria.

5 - Queste sono due coppie di punti simmetrici: A e A’  e  B e B’. Con una riga non graduata, con la quale si possono solo tracciare solo rette e non fare misure, trovare l’asse di simmetria.

A

                  B

                 B’

A’ 

6 - Aiutare il contadino nella sua fatica.

Un contadino dopo aver lavorato tutta la giornata, si trova nella posizione A. Siccome a casa, che si trova nella posizione B, non ha l’acqua corrente deve andare ad attingerla al fiume, indicato dalla retta r, e poi tornare a casa. Aiutiamolo a fare il cammino più corto.

                                                                       *B

· A                                                    

-------------------------------------------------------------------------------------------------------r
7 - Queste sono le lettere maiuscole dell’alfabeto italiano scritte in Times New Roman

A, B, C , D, E, F,G, H ,I, L, M, N, O, P, Q, R, S, T, U, V, X, Y, Z.

Trovare se hanno assi di simmetria e se si, quanti ne hanno.

8  – Giocare con due dadi e scrivere la tabella dei possibili risultati pensati come somma delle due facce che escono. La tabella presenta un asse di simmetria?

9 – La figura formata da due segmenti diversi può avere assi di simmetria?

10 - La retta  r  è l’asse della simmetria nella quale si corrispondono in punti P e P’. Con una riga non graduata trovare il simmetrico di Q.

P

                                     Q

---------------------------------------------------------------------------r

P’

Secondo voi il problema è sempre risolubile?

8 – Misure di lunghezze

Attività di misurazione vengono sviluppate in tutte le classi della scuola primaria e secondaria di primo grado. Si misurano classi diverse di grandezze: lunghezze, aree, volumi, masse. Difficilmente, però, si pensa che la misura sia una operazione nel senso matematico. Prendiamo come esempio emblematico le misure di lunghezze.

Che cosa e’ una lunghezza?
Il cammino per arrivarci non e’ difficile, anche se non e’ il caso di parlarne a scuola. A scuola ci si può accontentare di dire che ci sono segmenti che hanno la stessa lunghezza e segmenti che hanno lunghezza diversa.

Che cosa e’ una lunghezza?

· Il punto di partenza e’ l’insieme di tutti i segmenti del piano, e lo chiamiamo S.

· In S introduciamo la relazione di congruenza dicendo che due segmenti, AB  e  CD, sono congruenti se esiste una isometria che trasforma AB in CD. In pratica il segmento AB si sovrappone esattamente al segmento CD. Ricordo che sono isometrie le simmetrie assiali, le simmetrie centrali, le traslazioni e le rotazioni. Per completezza posso aggiungere che ci sono anche le glisso simmetrie, ma nei programmi non vengono mai nominate.
· La relazione di congruenza e’ una relazione 
riflessiva: ogni segmento e’ congruente a se stesso;                                                            simmetrica: se AB e’ congruente a CD, allora anche CD e’ congruente ad AB                                                                     transitiva: se AB e’ congruente a CD  e  CD e’ congruente ad EF, allora AB e’ congruente ad EF.                                                                                                                                     Tecnicamente la relazione di congruenza e’ una relazione di equivalenza.

· Nascono cosi’ le classi di equivalenza: in ogni classe si mette un segmento e tutti i suoi infiniti congruenti

· Si arriva cosi’ al concetto di lunghezza: ogni classe di equivalenza e’ una lunghezza, la lunghezza di tutti  i  segmenti della classe.

· La famiglia di tutte le classi di equivalenza, cioè di tutte le lunghezze, sono una classe di grandezze che possiamo indicare con la lettera L
Nella classe L si introduce

· 
una operazione binaria interna, detta addizione, la quale è associativa e commutativa [due lunghezze, eventualmente dopo averle rettificate, le possiamo sempre sommare disponendole, per esempio, su una retta]

· 
una relazione di ordine stretto totale, indicata di solito con il simbolo >, che permette di confrontare sempre due lunghezze per stabilire se sono uguali oppure chi è la maggiore. Questa relazione di ordine deve essere :

· 
coerente con l’addizione, cioè date tre lunghezze  l1, l2, l3 se l1 > l2  allora  l1 + l3>l2 + l3
· 
archimedea , cioè date due grandezze qualunque  l1, ed  l2 esiste un numero naturale n tale che  n l1 > l2 [questo significa che non esiste una lunghezza maggiore di tutte le altre]

· 
priva di minimo, cioè non esiste una lunghezza più piccola di tutte le altre.

A questo punto possiamo introdurre l’operazione (unaria) di misura:
ad ogni elemento di L, cioè ad ogni lunghezza l, fissata arbitrariamente una qualunque lunghezza u come unità di misura, possiamo associare un numero reale che è la misura della lunghezza l rispetto alla unità scelta.

Questo numero sarà un numero razionale se l ed u sono commensurabili, cioè hanno una sottomultipla comune; sarà un numero irrazionale se le due grandezze sono incommensurabili.

Il dominio della operazione di misura è L, il codominio è l’insieme dei numeri reali  positivi.

L’operazione di misura è iniettiva perché lunghezze diverse hanno misure diverse, rispetto alla stessa unità di misura, ed è anche suriettiva.
OSSERVAZIONI

Quello che abbiamo detto delle lunghezze, può essere affermato anche delle aree, dei volumi, delle masse perché esse sono classi di grandezze omogenee.

La scelta della unità di misura è sempre arbitraria, ma è bene che si adatti al problema che si studia. Per esempio se devo misurare la lunghezza dell’autostrada del Sole userò i chilometri e non i millimetri.

Variando l’unità di misura, varia anche la misura. L’unità di misura del Sistema internazionale è il metro.
CAPITOLO 4

OPERAZIONI BINARIE

Introduzione

Il Manzoni direbbe che entriamo “in più spirabil aere”, cioè in un campo molto più praticato e familiare. Le quattro “operazioni” sui numeri, di cui parlano tutti i programmi di matematica della scuola italiana, sono tutte operazioni binarie. Lo Zingarelli 2000, vocabolario della lingua italiana, spiegando il termine “operazione” specifica: “Operazione in un insieme A, applicazione del prodotto cartesiano A x A (o di un suo sottoinsieme) in A”, cioè identifica le operazioni in un insieme con le operazioni binarie.
Questo capitolo è dedicato ad un esame di operazioni binarie praticate nella attività scolastiche, anche se non tutte con la stessa estensione. Sarà una occasione per ripassare concetti noti e, forse, per scoprire qualcosa di nuovo.
1 – Addizione
La parola “addizione” deriva dal latino “addere”, aggiungere, e, a partire dal secolo XVII, si è incominciato a preferirla, per indicare l’operazione, alla parola “somma” che viene, ora, usata per indicare il risultato della operazione. Non è il caso di scandalizzarsi, però, se si usa “somma” anche per indicare l’operazione. D’altronde è molto più diffusa l’espressione “sommare numeri” che “addizionare numeri”.

Il simbolo + è universalmente usato per indicare l’addizione, anche quando non si tratta di numeri. Per l’esempio, la composizione di traslazioni o di rotazioni aventi lo stesso centro, di cui parleremo in seguito, è spesso chiamata addizione ed indicata con il simbolo +. Anche l’addizione fra grandezze omogenee, come lunghezze ed aree, è indicata con il simbolo +. 

Come simbolo per indicare l’addizione fra numeri il + è il punto di arrivo di un lungo cammino. Fin verso la fine del secolo quindicesimo si usava il simbolo  p,  iniziale del latino  “plus”, termine usato esclusivamente nel cosidetto “periodo retorico” durante il quale si usavano solo parole e non simboli. Insieme al simbolo p si adoperava anche la congiunzione  et  per indicare l’addizione. Anche ora, in prima elementare, usiamo espressioni del tipo “2 e 5 fanno 7”. Il simbolo +, che sembra derivare da una stilizzazione del latino  et, fu utilizzato per la prima volta, in un’opera a stampa, dal tedesco Johann  Widmann (nato verso il 1460) nel 1489 in un libro di aritmetica commerciale. Adottato da altri matematici tedeschi, come Michael Stifel (1487 circa-1567) e francesi come  François Viète (1540-1603), dopo un secolo di convivenza con il  p, divenne di uso universale nel XVII secolo.
Voglio limitare il mio discorso all’addizione nei mondi numerici che si studiano nel primo ciclo scolastico, cioè il mondo dei numeri naturali (N), dei numeri interi relativi (Z) e dei numeri razionali (Q). Le proprietà che enuncerò, però, valgono in tutti gli insiemi nei quali è definita una operazione chiamata addizione.
L’addizione è una operazione binaria interna.

Binaria. Significa che “lavora” su coppie ordinate di numeri. In altre parole, si sommano due numeri alla volta. Per questo il dominio della addizione è, a seconda dei casi, il prodotto cartesiano N x N oppure Z x Z oppure Q x Q.
Operazione. E’ una parola di cui abbiamo già visto il significato: significa che ad ogni coppia di numeri è associato un risultato. E’ come dire che non ci sono condizioni limitative per questa operazione: essa si può sempre fare. Questo fatto ha il suo influsso, per esempio, sulla tabella della addizione, tabella che è “piena”. 
Interna. Questo significa che il risultato della operazione (la somma) deve appartenere allo stesso insieme degli addendi. Per questo il codominio dell’addizione è, a seconda dei casi, N oppure Z oppure Q. Con un linguaggio un po’ folkloristico possiamo dire che, con l’addizione, i numeri fanno le cose in famiglia.

Quando introducono una operazione in un insieme i matematici cercano anche di fissare le sue proprietà caratteristiche perché sono esse che tracciano l’identikit della operazione stessa. Sono proprio queste proprietà delle operazioni, chiamate spesso “proprietà formali”, che i matematici vogliono conservare nei vari mondi numerici, a costo di dare delle definizioni strane o complicate, perché sono comode ed efficaci per fare i conti.
Le proprietà della addizione sono ben note.

Proprietà COMMUTATIVA. 

E’ la proprietà più familiare, la prima che viene in mente e la si trova sempre enunciata in modo corretto anche su sussidiari e libri di testo. La si legge facilmente anche nella tabella della addizione che è simmetrica rispetto alla diagonale.

E’ espressivo ed economico enunciarla in forma simbolica:

presi due qualunque numeri  a  e  b  si verifica sempre  

a + b = b + a.

Con un linguaggio poco matematico possiamo dire che i numeri, rispetto alla addizione, non fanno questioni di precedenza. Questa non è la proprietà più importante di una operazione. Ci sono operazioni, come la composizione tra isometrie, che dà origine ad una struttura di “gruppo”, che non sono commutative.

I matematici e gli utilizzatori della matematica hanno sempre usato questa proprietà, ma il “nome di battesimo” è stato inventato dal matematico francese François-Joseph Servois (1767-1847) solo nel 1815.

Il simbolo “ = ”  per indicare l’uguaglianza fu usato la prima volta nel 1557 dall’inglese Robert Recorde (1510-1558). Prima si utilizzava la parola latina “aequale” o l’abbreviazione “aeq” da cui derivò l’altro simbolo dell’uguaglianza, cioè (, sponsorizzato da René Descartes (1596-1650), che contese il terreno all’ = sino alla fine del 1600.

Adottato da Isaac Newton (1643-1727) e da Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), il simbolo  =  si impose definitivamente nei primi decenni del XVIII secolo.

Molto più difficile da descrivere a parole e spesso enunciata in modo errato in forma simbolica è la

Proprietà ASSOCIATIVA.

Il suo enunciato in forma simbolica è il seguente:
presi tre numeri qualunque a, b, c,  si ha  

( a + b ) + c  =  a + ( b + c ).
La conseguenza è che noi possiamo addizionare tre numeri qualunque: a + b + c, senza mettere le parentesi. Questa scrittura, infatti, significa uno qualunque dei due membri della uguaglianza prima scritta. La scrittura : a + b + c è un punto di arrivo e non presenta ambiguità perché la addizione è associativa.

Pur essendo una proprietà direi usata da sempre il “nome di battesimo” è stato inventato solo nel 1841 dal matematica irlandese William Rowan Hamilton (1806-1865).

Le parentesi  ( ), introdotte dal fiammingo Albert Girard (1590-1633), si imposero nell’uso matematico solo dopo che furono adottate dallo svizzero Leonhard Euler (1707-1783) ed il loro successo sul più diretto concorrente, il vinculum _____ posto sopra o sotto gli elementi interessati, è dovuto prevalentemente a ragioni tipografiche.

Queste due proprietà, commutativa e associativa, favoriscono molto il calcolo mentale perché ci permettono di “spostare” i numeri come vogliamo sommando, per esempio, prima quelli più piccoli o quelli la cui somma è un “numero tondo”.

Osservazione 1

L’enunciato simbolico della proprietà associativa non presenta difficoltà, eppure sui libri di testo si trova di tutto, ma difficilmente l’enunciato matematicamente corretto. Ci sono libri di testo che rifuggono dall’uso delle lettere e dal simbolo di uguaglianza: sommano tre o quattro numeri in modo diverso disponendoli su righe diverse per mostrare che alla fine il risultato non cambia. Non scrivono mai l’uguaglianza che esprime la proprietà associativa.

Altri, invece, enunciano la proprietà associativa in questo modo:
a + b + c  =  a + (b + c)

dimenticando completamente che l’addizione è una operazione binaria.

Osservazione 2
Molti libri di testo per la scuola elementare e per la scuola media descrivono, magari incorniciandola per metterla in evidenza, anche la “proprietà dissociativa”. Nessun programma la cita, i matematici che si interessano di didattica si sbracciano da sempre per dire che non esiste, ma non c’è niente da fare: la proprietà dissociativa continua ad imperare. Cerchiamo di capirci qualcosa per poterlo anche spiegare agli alunni. Nella addizione ad ogni coppia ordinata di numeri viene associato un numero, un risultato (la somma). Questo vuol dire che l’addizione è una operazione binaria. D’altra parte, ogni numero naturale è “frutto” della addizione di almeno una coppia di numeri. E’ quella che viene chiamata la “suriettività” della addizione. Quindi in una addizione, se mi fa comodo, posso scrivere un numero come somma di due numeri e poi proseguire applicando la proprietà associativa. Quindi non esiste nessuna proprietà dissociativa.
Di solito viene invocata, nella scuola elementare, quando si deve fare il “passaggio alla decina” come in questo esempio:  

17 + 3 =  (10 + 7 ) + 3 = 10 + ( 7 + 3 ) = 10 + 10 = 20.

Questo non è che un esempio di applicazione della proprietà associativa: basta avere presente che  17 = 10 + 7.
Mi sembra che questa idea sia presente anche in alcun i libri di testo per la scuola media che pure annunciano la presenza della proprietà dissociativa. Per esempio nel libro di testo “Aritmetica” di M. Pellerey, edito dalla SEI di Torino, dopo aver descritto la proprietà dissociativa “La somma di due o più addendi non cambia se a uno di essi viene sostituita l’addizione di due o più numeri la cui somma è uguale all’addendo sostituito”, si legge questo commento: “ Questa proprietà ci consente di inserire correttamente nell’addizione, al posto di un addendo, più addendi aventi per somma l’addendo sostituito. Il calcolo si conclude riassociando poi, nel modo ritenuto più opportuno, i termini dell’addizione”.

Qualche libro di testo tenta anche di giustificare  questa fantomatica proprietà. Ne ho trovato uno che rasenta il ridicolo. Si trova nel libro di testo di L. Agnesi – M. Baldi – A. Locatelli, Il nuovo ABC… dell’aritmetica, vol. 1, edito dalla Ghisetti e Corvi di Milano. Eccolo.

Dopo aver enunciato la “Proprietà associativa:  a + b + c  = a + ( b + c ).” Dedica un paragrafo alla  

Proprietà dissociativa che voglio riportare.

“ Consideriamo ancora l’uguaglianza:  3 + 5 + 18 = 3 + (5 + 18)  e applichiamo la proprietà simmetrica dell’uguaglianza. Possiamo scrivere: 3 + (5 + 18) = 3 + 5+ 18

Ricordando che la somma indicata (5 + 18) rappresenta il numero 23, l’uguaglianza precedente può essere scritta: 3 + 23 = 3 + 5 + 18.

Questa uguaglianza esprime la proprietà dissociativa e si enuncia: “La somma di due o più numeri non cambia se a uno di essi si sostituiscono due o più addendi la cui somma è uguale al numero sostituito”. Possiamo quindi scrivere [messo bene in evidenza]:

per la proprietà dissociativa                  a + ( b + c)  = a + b + c” 

Se gli autori avessero applicato anche la proprietà transitiva dell’uguaglianza sarebbero arrivati a scrivere:  a +  b + c  = a + b + c, uguaglianza ben nota a tutti e valida in ogni caso.

Proprietà dell’ ELEMENTO NEUTRO. 

Significa che ci deve essere, nei mondi numerici considerati, un elemento, nel nostro caso è lo 0, che, sommato a qualsiasi altro elemento, non influisce sul risultato. Possiamo esprimerla così:

esiste un numero, lo 0, tale che, sommato a un qualsiasi altro numero a , si ha sempre              a + 0 = 0 + a = a.

Un elemento con questa proprietà viene chiamato “neutro”, o “indifferente”. 
Ci si potrebbe domandare perché scrivere due uguaglianze quando ne basta una sola essendo l’addizione una operazione commutativa. E’ vero, ma le due uguaglianze esprimono la proprietà dell’elemento neutro anche se l’operazione considerata non è commutativa; inoltre le due uguaglianze mi dicono il comportamento dello zero rispetto alla addizione anche se non so che essa è commutativa; infine la doppia uguaglianza serve a convincere gli studenti che lo 0 non è elemento neutro rispetto alla sottrazione perché non valgono tutte e due uguaglianze.

Osservazione 3

Sarebbe interessante  narrare, a scuola, almeno per sommi capi, la storia dello zero. Non lo facciamo qui, ma rimando al Capitolo 1, con la bibliografia ivi citata, del corso di aggiornamento tenuto a Paderno nel 2011-2012 “Alla ricerca delle virtu’ nascoste dei numeri e dei loro risvolti didattici” che si può scaricare liberamente dal sito del Centro Morin.

Osservazione 4

Visto che ci siamo, voglio sottolineare che nessun numero o, in generale, nessun elemento di un qualsiasi insieme, è neutro o indifferente in se stesso. In altre parole, l’essere neutro non è una proprietà intrinseca di un  numero o di un elemento di un insieme. L’essere neutro è sempre in relazione ad una operazione binaria. Il numero 0, per esempio, è neutro rispetto alla addizione, ma non rispetto alla sottrazione e, men che meno, rispetto alla moltiplicazione e alla divisione.
Osservazione 5
Se restringiamo le nostre considerazioni sulla addizione al mondo dei numeri naturali, allora possiamo parlare della tabella della addizione.

Il mio pensiero, non necessariamente condivisibile, sulla tabella è il seguente:

· La tabella va costruita gradualmente iniziando dalla prima elementare sfruttando tutte le occasioni: conticini, problemi

· La tabella va utilizzata ogni volta che sia possibile

· Con la costruzione e la utilizzazione si avvia il processo di memorizzazione

· Al termine della quinta i bambini devono conoscere la tabella come il proprio nome e cognome.
· Bisogna anche imparare a “contemplare” la tabella per scoprire un po’ i “segreti” dei numeri.
                                      La tabella dell’addizione


Contemplandola si scopre, per esempio, 

· la proprietà dello zero: la sua riga e la sua colonna ripetono l’intestazione della tabella; 

· la proprietà commutativa perché la diagonale funziona da “specchio”; 

· che la somma di due numeri pari o di due numeri dispari è un numero pari, mentre la somma di un pari e di un dispari è un numero dispari. Questo fatto ha come conseguenza che nella tabella della addizione, diversamente da quanto succede in quella della moltiplicazione, numeri pari e dispari sono in numero uguale; 

· che sulla diagonale ci sono solo numeri pari perché nascono dalla somma di due numeri uguali.

L’ultima osservazione può sfociare, al momento opportuno nella definizione di numero pari: un numero è pari quando è somma di due numeri uguali. In simboli:

p = n + n = 2n (posso leggere: due volte n).

Al variare di n si ottengono tutti i numeri pari. Questa espressione fa capire che un numero è pari quando è multiplo di 2 e quando è divisibile per 2.

I numeri dispari si ottengono come negazione del pari. La loro formula è . d = 2n + 1

A me sembra che di tutte queste cose, formule comprese, si possa parlare tranquillamente in una quinta elementare. Si può anche costruire la tabella additiva del Pari (P) e del Dispari (D).

Tabella della addizione:

	+
	P
	D

	P
	P
	D

	D
	D
	P


P  e  D indicano la classe dei numeri pari e quella dei numeri dispari. In questa tabella non si sommano singoli numeri, ma classi di  numeri. 

Nella scuola media, ed ora qui fra noi, si può ricercare se in questa tabella vi è un elemento neutro. Quando mi è capitato di fare questa domanda ho visto spesso delle facce perplesse dato che nella tabella non compare lo zero. Lo zero è elemento neutro nella solita addizione fra numeri. Questa è una tabella di addizione fra classi di numeri. Si tratta, quindi, di vedere se una delle classi funziona da elemento neutro. Basta fare poche prove per scoprire che l’elemento neutro è la classe P.

Si può anche indagare se è vero o no che per ognuna delle due classi esiste  una opposta. In altre parole si tratta di vedere se per ognuna delle due classi c’è una classe che sommata a lei dà l’elemento neutro. Ci vuole poco a scoprire che l’opposta di P è P e l’opposta di D è D.

Osservazione 6 : Algoritmi della addizione
L’algoritmo della addizione in colonna è tradizionale e, sostanzialmente, l’unico utilizzato nella storia della matematica. Esso potrebbe essere introdotto da una attività di addizione con l’abaco conoscendo, ovviamente, le regole di cambio sull’abaco. E’ bene, però, utilizzare anche l’algoritmo di addizione in riga. Con esso si acquista la capacità di scomporre un numero nella somma di due o più numeri, si usano in modo operativo le proprietà dell’addizione, si favorisce il calcolo mentale e si può fare un primo avvio all’uso delle parentesi. 

Esempio: calcolare 17 + 25. Si può procedere in questo modo.

17 + 25 = (10 + 7) + (20 + 5) = (10 + 7) + (10 + 10 + 5) = (10 + 10 +10) + (7 + 5) = 30 + 12 = 30 + (5 + 2 +5) = 30 + (5 + 5 +2) = 30 + (10 + 2) = 40 + 2 = 42.

In questo modo non si fanno riporti.
Consiglio, a questo proposito, la lettura dei due articoli

C. Bonotto, R. Baccarin, M. Basso, M. Feltresi, Sulle strategie di conta e procedure di calcolo mentale in bambini di scuola primaria, IMSI, settembre 2007.

Bonotto, Baccarin, Basso, Feltresi, “Sul senso delle operazioni aritmetiche e degli algoritmi”. Prima parte, IMSI, settembre 2013. 
Giochi e problemi
Problema 1
Il papà di Enrico, per andare al mare, è partito alle 6 e mezza ed è arrivato alla 10 e un quarto, però si è fermato per 20 minuti in autogrill. Per quanto tempo ha guidato il papà di Enrico? Spiega il tuo ragionamento.

Problema 2
Pino, Mario e Luisa vanno rispettivamente a musica, danza e nuoto. Pino va ogni 2 giorni, Mario ogni 4 e Luisa ogni 5 giorni. Oggi martedì 13 ottobre tutti sono impegnati nelle loro attività. Quale sarà il prossimo giorno in cui saranno di nuovo impegnati tutti e tre?

Problema 3
Ci sono 8 monete perfettamente uguali, ma una è più leggera delle altre. Prova a trovarla con due pesate usando una bilancia a due piatti.

Problema 4
L’altro giorno ho fatto una scoperta interessante. Contando per 2 le mie biglie me ne avanzava 1; contandole per 3 me ne avanzavano 2; contandole per 4 me ne avanzavano 3; contandole per 5 me ne avanzavano 0. Quante sono le mie biglie? Spiega il tuo ragionamento.

Problema 5
Al termine di un gioco Giuliana ha il triplo delle figurine della sua amica Paola che ne ha vinte 5. Complessivamente le figurine sono 60. Quante figurine possedeva ciascuna ragazza prima del gioco?

Problema 6: un concorso di matematica (da un concorso del Centro Pristem Eleusi, semifinali locali 2003))

Ad un concorso di matematica le ragazze erano il doppio dei maschi. Tutti i concorrenti erano molto bravi e ciascuno di essi ha ottenuto 8, 9 o 10 punti. Tutti insieme hanno totalizzato 156 punti. Quanti ragazzi maschi hanno partecipato al concorso?

[Per la soluzione consultare il materiale del corso di aggiornamento dello scorso anno scaricabile dal sito del Centro]

Gioco 1 -  Il “re dei giochi” aritmetici è certamente il quadrato magico 3 x 3. Spesso è riportato nei sussidiari, ma con un eccesso di informazioni che lo rendono poco interessante. Se si danno solo le informazioni essenziali, il gioco è molto coinvolgente. Il primo passo consiste nel far disegnare un quadrato 3 x 3 con nove caselle. Il secondo passo consiste nell’illustrare le regole del gioco: usare i numeri 1, 2, 3, …,9  e scriverli nelle nove caselle in modo che la somma dei numeri scritti nelle righe, nelle colonne e nelle due diagonali sia sempre la stessa (la costante magica).
Il primo problema che si pone è quello di determinare la costante magica.
Il secondo problema consiste nella distribuzione dei nove numeri nelle nove caselle osservando le regole stabilite.
Un esame abbastanza dettagliato del gioco si trova in
M. Ferrari, Matematica e gioco, IMSI, Novembre – dicembre 1998, scaricabile dal sito del Centro.
Gioco 2 – Disegnare un triangolo e nei vertici e nei punti medi dei lati porre i numeri  1, 2, 3, 4, 5, 6  in modo che la somma su tutti i lati sia 9, oppure 10, oppure 11, oppure 12.

Gioco 3 – Hai 23 bottiglie di buon vino da disporre nei vertici e nei punti medi dei lati della pianta rettangolare della tua cantina con queste due regole: in ognuno dei punti devi mettere almeno una bottiglia e la somma delle bottiglie messe su ogni lato deve essere 9. Buon divertimento! Saresti capace di trovare qual è il numero minimo ed il numero massimo di bottiglie con cui puoi fare il gioco?

Gioco 4
Proviamo a giocare con le somme di numeri pari. Incomincia con 2 e rappresentalo con un rettangolo 2 x1 (è la sua area). Prosegui facendo 2 + 4 = 6 e rappresentalo con un rettangolo 3 x 2 (è la sua area). Continua con  2 + 4 + 6 = 12 e rappresentalo con un rettangolo 4 x 3 (è la sua area). Senza fare calcoli, sapresti dire quanto vale la somma: 2 + 4 + 6 + 8 + 10 + 12 + 14 + 16 + 18 + 20 e rappresentarla con un rettangolo?

Gioco 5
Proviamo a giocare con le somme di numeri dispari. Incomincia con 1 e rappresentalo con un quadrato 1 x 1 (è la sua area). Prosegui facendo  1 + 3 = 4 e rappresentalo con un quadrato 2 x 2 (è la sua area). Continua con  1 + 3 + 5 = 9 e rappresentalo con un quadrato  3 x 3 (è la sua area). Senza fare calcoli sapresti dire quanto vale la somma 1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11 + 13 + 15 + 17 + 19 e rappresentarla con un quadrato?

2 – Moltiplicazione
La parola “moltiplicazione” deriva dal latino “multum” e “plicare” e significa piegare più volte e dà l’idea di aumento , di accrescimento. Chi scriveva in latino usava anche il verbo “ducere” o anche “facere”; il prodotto veniva chiamato “factum” donde il nostro termine “fattori”. Gli algebristi italiani del Rinascimento, come Luca Pacioli (1445-1514), Niccolò Tartaglia (1500 – 1557), Rafael Bombelli (1526-1573), che hanno scritto le loro opere matematiche in italiano, usavano la parola “via” per indicare la moltiplicazione: 3 via 4 fa 12. Non c’è da meravigliarsi: la parola “via” è la versione italiana di “ducere”. Per indicare la moltiplicazione si usava spesso l’iniziale M                   ( maiuscolo perché con  m (minus) si indicava la sottrazione ). 

La croce di S. Andrea “ ( ” per indicare la moltiplicazione fu introdotta dal matematico inglese William Oughtred (1574-1660) nel 1631 e, dopo l’adozione da parte di Newton, ebbe notevole diffusione. 

Il punto “ . ” fu introdotto da Leibniz, nel 1698, che lo preferiva al ( per evitare confusioni con la lettera x, normalmente usata per indicare una incognita.

Ai nostri giorni, quando non c’è pericolo di ambiguità, e soltanto nelle espressioni letterali, spesso non si usa alcun simbolo per la moltiplicazione e si giustappongono semplicemente le lettere.
La moltiplicazione è una operazione binaria interna [ormai conosciamo il significato di questi termini].
Essa è COMMUTATIVA ED ASSOCIATIVA.

L’espressione simbolica di queste proprietà è  analoga a quella della addizione. Basta  sostituire il “+” con il “x”.

Anche rispetto alla moltiplicazione esiste un ELEMENTO NEUTRO O INDIFFERENTE: è il numero 1 perché

per ogni  numero a  si verifica sempre:  a x 1 = 1 x a = a
L’analogia tra addizione e moltiplicazione finisce qui, ma non finiscono qui le proprietà della moltiplicazione. C’è, infatti, una proprietà che non ha riscontro nella addizione e riguarda il comportamento dello zero.

Proprietà dell’ELEMENTO ANNULLANTE O ASSORBENTE
Dato un qualunque numero a si verifica sempre: a x 0 = 0 x a = 0
I matematici, però, si sono posti anche questo problema: se il prodotto di due fattori  a  e  b  è  0 che cosa possiamo dire dei due fattori? Cioè: se  a x b = 0  come sono i due fattori? La risposta è semplice: almeno uno dei due fattori è 0. 

Tutto quanto abbiamo detto finora può essere riassunto con una sola affermazione:

 a x b  =  0  se e solo se almeno uno dei due fattori è uguale a zero.
Questa affermazione va sotto il nome di “Legge di annullamento del prodotto” ed è una proprietà caratteristica di tutti i mondi  numerici.

A questo punto si pone un problema: come sono i rapporti fra le due operazioni di addizione e moltiplicazione? Sono rapporti di ignoranza reciproca, rapporti conflittuali o rapporti di buon vicinato, di armonioso accordo? L’ultima alternativa è quella che vale ed è espressa dalla

Proprietà DISTRIBUTIVA DELLA MOLTIPLICAZIONE RISPETTO ALLA ADDIZIONE.

I programmi del 1985 adottano una formulazione più economica: proprietà distributiva del prodotto rispetto alla somma. La realtà, però, è sempre la stessa ed è espressa con la seguente uguaglianza:

dati tre numeri qualunque a, b, c si ha sempre  

a ( ( b + c ) = (a ( b ) + (a ( c ).

La scrittura simbolica di questa proprietà è più chiara, espressiva ed economica rispetto alla sua descrizione verbale come si vede da questa frase che ho preso da un testo di scuola media: il prodotto di un numero per una addizione di due numeri è uguale alla somma dei prodotti di quel numero per ciascun addendo. Notare quanti termini vengono usati: prodotto, addizione, somma, addendi.

L’aggettivo “distributiva” risale a Servois (1815), ma l’uso della proprietà è antichissimo. 

E’ necessario sottolineare il ruolo essenziale delle parentesi perché ci indicano l’ordine di esecuzione delle operazioni. Senza le parentesi, il primo membro, per esempio, potrebbe essere letto come a (  b + c  oppure come a (  d  dove  d = b + c e si otterrebbero risultati diversi. Anche la solita convenzione che la moltiplicazione “lega di più” della addizione, cioè va eseguita per prima, non risolve il problema perché

                                      a (  b + c ≠  a ( b  + a ( c .

E’ a questa proprietà, senza nominarla, che si fa ricorso quando, per la prima volta si devono moltiplicare due numeri uno dei quali maggiore di 10 e, quindi, fuori dalla tabella.
Osservazione 1
Ci si può chiedere se vale anche la distributività della addizione rispetto alla moltiplicazione. La sua espressione simbolica, ricalcando la proprietà distributiva della moltiplicazione rispetto alla addizione, sarebbe:  a + (b x c) = (a + b) x (a + c). Basta scegliere tre numeri a caso per vedere che non vale. Eppure…

Nel libro “Aritmetica” di Pellerey, già citato, è solennemente enunciata la “Proprietà distributiva della addizione rispetto alla moltiplicazione” ottenuta invocando la proprietà commutativa della moltiplicazione. Questa non è altro che la proprietà distributiva della moltiplicazione rispetto alla addizione. Se si vuole essere pignoli, la proprietà distributiva della moltiplicazione rispetto alla addizione da noi enunciata è la “proprietà distributiva a destra”, mentre quella di Pellerey è la “proprietà distributiva a sinistra”, ma sempre della moltiplicazione rispetto alla addizione. Parlando di numeri, però, non si fa questa distinzione.

Osservazione 2: algoritmi della moltiplicazione
Durante la lunga storia della matematica sono stati inventati molti algoritmi, cioè molti procedimenti di calcolo che si sviluppano in un numero finito di passi, per eseguire moltiplicazioni. L’insegnante può farsene una idea leggendo il volumetto :

E. Picutti, Sul numero e la sua storia, Feltrinelli 1977, pag. 68 – 75.

Quando il moltiplicatore è di una sola cifra, credo che l’algoritmo migliore sia la moltiplicazione in riga, facendo prima la “anatomia additiva” del moltiplicando. Ecco un esempio: 
127 x 5 = (100 + 10 + 10 + 7) x 5 = 500 + 50 + 50 + 35 = 635.
Questo algoritmo presenta una applicazione pratica trasparente della proprietà distributiva,  non richiede di tener a mente nessun riporto e non richiede un ordine prestabilito nella moltiplicazione.

L’algoritmo della moltiplicazione in colonna (era chiamato a scachiero), è quello che ha avuto maggiore diffusione. E’ certamente un algoritmo compatto, veloce, ma nasconde la applicazione della proprietà distributiva, richiede di tener a mente i riporti e l’ordine delle moltiplicazioni è rigido: bisogna moltiplicare prima le unità con le unità, poi le unità con le decine, ecc. Quando il moltiplicatore è di due cifre bisognerebbe spiegare perché “si va sotto” e “ci si sposta a sinistra”.

Le Indicazioni Nazionali del 2004 hanno menzionato esplicitamente la “moltiplicazione a gelosia o araba”. Veniva chiamata “araba”, perché in uso nei paese arabi, o “a caselle”, o “a reticolo”. Il vantaggio che presenta è che i prodotti  parziali vengono sommati solo alla fine della operazione riducendo al minimo la possibilità di sbagliare. Un possibile schema è quello sotto riportato relativo a  257 ( 34.
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Inoltre si è liberi di iniziare la moltiplicazione dove si vuole, per esempio, incominciare a moltiplicare centinaia per le decine e poi unità per decine ecc. La difficoltà sta nel tempo che si richiede per costruire lo schema (parallelogramma o rettangolo). Con l’uso di fotocopie il problema si risolve facilmente.

Una interessante esperienza è descritta in: 

A. Demattè, Fonti storiche originali per la scuola primaria: Larte de Labbaco, IMSI, gennaio 2009.

Riporto un esempio da questo articolo: eseguire 934 x 314.
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Si osservino i prodotti parziali:  3·4=12 e poi 1·4=04 e così via.

Si addiziona 'in diagonale' e si tengono i riporti: 6 unità; 4+1+2 decine; 2+0+3+1+6 centinaia, ecc.

Alcune tecniche di moltiplicazione indiane sono illustrate nell’articolo di M.P. Perelli D’Argenzio – P. Mangini, Aritmetica vedica. Alcune tecniche per eseguire moltiplicazioni. Prima parte, IMSI, luglio 2010; seconda parte, marzo 2012, scaricabili liberamente (con password) dal sito del Centro.
Alla descrizione di alcune tecniche della moltiplicazione con i presupposti teorici ed i prerequisiti didattici (compresa la moltiplicazione per potenze di 10) è dedicato l’articolo

L. Bardone, M. Sforzini, C. Tonali, Attività sulla moltiplicazione per il secondo ciclo, IMSI, marzo 1991, scaricabile liberamente (con password)  dal sito del Centro.
Osservazione 3
Se restringiamo le nostre considerazione sulla moltiplicazione al mondo dei numeri naturali possiamo costruire la tabella e contemplarla:

Tabella della moltiplicazione.

 Si può osservare

· il ruolo dello zero: la sua riga e la sua colonna sono formate solo dallo zero;

· il ruolo dell’uno: la sua riga e la sua colonna riproducono l’intestazione della tabella;

· la presenza di numeri primi (sono quelli che compaiono solo due volte); 

· la presenza dei numeri quadrati: stanno sulla diagonale e sono il prodotto di due numeri uguali;

· la proprietà commutativa: la tabella è simmetrica rispetto alla diagonale. 
· il numero dei divisori di un numero che compare in tabella: sono tanti quante le coppie moltiplicative che lo ammettono come risultato. Per esempio, 6  nasce dalle coppie (1, 6), 

      (2, 3), (3, 2), (6, 1) e, quindi, ha quattro divisori.
· come si dispongono i numeri composti, cioè i numeri non primi maggiori di uno: si dispongono lungo un ramo di iperbole;

· il numero dei divisori di un quadrato perfetto: sono sempre in numero dispari;

· il numero dei divisori del quadrato di un numero primo: sono sempre tre.

Osservazione 4
Con la classe dei numeri pari (P) e con quella dei numeri dispari (D) si può costruire una tabella moltiplicativa. Eccola:

	×
	P
	D

	P
	P
	P

	D
	P
	D


In questa tabella esiste un elemento neutro? Se si, chi è? Esiste un elemento assorbente? Se si chi è? E’ vero che ogni elemento ha un reciproco?

Problemi e giochi
Problema 1
Gli alunni della terza A sono 24 e si fermano tutti a mangiare alla mensa. Nel refettorio ci sono tavoli da 3, 4, 5 posti. Quanti tavoli possono occupare interamente gli alunni di terza A? Spiega il tuo ragionamento.

Problema 2
Maurizio e Franco stanno giocando agli schieramenti con 24 soldatini. Maurizio annuncia trionfante di aver trovato 9 schieramenti, mentre Franco ne ha trovati solo 6. Tu quanti riesci a trovarne?

Problema 3
Marco è un alunno di quarta, ma è un “mago dei numeri”. Un giorno lancia una sfida al suo amico Tullio: tu sai che 18 x 3 = 54 e che  18 x 2 = 36. Trova subito, senza fare troppi conti, quanto valgono  18 x 5; 18 x 30; 18 x 32; 18 x 23. Vuoi accettare anche tu la sfida?

Problema 4

Un rettangolo ha la base lunga  a  e l’altezza lunga b, con a > b. Se aumento la base del 10% e diminuisco l’altezza del 10%, l’area del  nuovo rettangolo sarà maggiore, uguale o minore dell’area del rettangolo di partenza?
Problema 5
" Gli alunni della classe quarta sono 19. La loro maestra li vuole premiare, regalando due cioccolatini a testa, perché hanno partecipato con interesse e vivacità ad una discussione matematica. Entra in un negozio dove hanno soltanto confezioni da 5 cioccolatini e da 12 cioccolatini. Può comprare esattamente il numero di cioccolatini che le servono?"
Problema 6
Un uomo andava a Camogli con le sue 7 mogli. Ogni moglie aveva 7 sacchi, in ogni sacco ci sono 7 gatti ed ogni gatto ha 7 gattini. Gattini, gatti, sacchi, mogli: quanti andavano a Camogli?

Problema 7 

 Perché il numero dei divisori del quadrato di un numero primo sono solo e sempre tre?

Problema 8
Una banca dà un interesse annuo del 5%, ma ogni mese manda a casa un resoconto con una spesa di 0,65 euro per il cliente. Un’altra banca dà solo il 4% di interesse annuo e manda il resoconto due volte all’anno sempre con una spesa di 0,65 euro per il cliente. Franco vuole depositare 1 000 euro. Gli conviene depositarli nella prima o nella seconda banca?

Gioco 1

Secondo te può esistere un numero, chiamiamolo n, tale che  n + n = n x n? Se si, di questi numeri quanti ne esistono?
Gioco 2

Un contadino, morendo, lascia ai suoi figli lo stesso numero di mucche. Se i figli sono più di 2, ma meno di 10 e le mucche sono in numero dispari compreso fra 100 e 110, quante mucche eredita ogni figlio?

Gioco 3
Pietro dice all’amico Luca: ho trovato tre numeri, che chiamo a, b, c che verificano questa uguaglianza: a x b x c = a + b + c. Sei capace di trovarli anche tu? Luca pensa un po’ e poi dice a Pietro la sua soluzione che è diversa da quella di Pietro. Sapresti anche tu trovare le due soluzioni? Di soluzioni ce ne sono solo due?

Gioco 4

Trovare i fattori di questa moltiplicazione          * * * * *

                                                                                        * 

                                                                             ________

                                                                                111111

3 – Massimo Comun Divisore (MCD)
Forse può sembrare strano inserire il MCD nel novero delle operazioni binarie perché nei libri di testo non viene mai presentata in questo modo. Che cosa si fa nei libri di testo? Dopo qualche considerazione iniziale viene riportata la definizione
“Il massimo comun divisore di due o più numeri è il maggiore dei loro divisori comuni.”                Al posto di “il maggiore” si trova scritto anche “il più grande”. Se non è zuppa, dice il proverbio, è pan bagnato.

Osservazione 1

Questa definizione non è molto sensata perché in essa si usano gli stessi termini che dovremmo definire, dato che “il maggiore”, “il più grande” è il “massimo”. Questo  aspetto può essere fatto notare esplicitamente ai ragazzi in modo da far nascere il desiderio di ricercare un’altra definizione.

Osservazione 2

La parola “massimo” richiama un ordinamento. Quale? Quello espresso dalla relazione >, che è l’unica relazione di ordine nota ai ragazzi. Ad essa fanno riferimento, senza dirlo esplicitamente, tutti i libri di testo. La parola “divisore” potrebbe, però, riferire il “massimo” alla relazione di ordine legata alla divisibilità. Ne riporto la definizione solo per comodità dell’insegnante. Per evitare possibili confusioni con la relazione > indico questa nuova relazione di ordine semplicemente con R.

Ecco la definizione: diciamo che  a  è “maggiore”  di  b,  e scriviamo  a R b,  se a è divisibile per b.

Per esempio, tutti i numeri pari sono “maggiori” 2 perché tutti sono divisibili per 2 mentre nessun numero dispari è in relazione con 2 perché nessuno di essi è divisibile per 2. 

Questa relazione è di ordine largo perché è

· riflessiva: ogni numero è divisibile per se stesso

· transitiva: se a è divisibile per   b  e  b  è divisibile per  c allora  a  è divisibile per c

· antisimmetrica: se a è divisibile per b  e  b è divisibile per  a   allora  a  =  b.

A differenza della relazione >, l’ordinamento per divisibilità è un ordinamento parziale perché ci sono numeri fra loro diversi che non si possono confrontare per stabilire chi è il maggiore. Per esempio, 4  ≠ 3, ma 4 non è divisibile per 3  e  3 non è divisibile per 4 e, quindi, nessuno dei due è maggiore dell’altro.
Può essere interessante osservare che rispetto a questo ordinamento il numero 0 è il massimo perché è divisibile per ogni altro numero, mentre 1 è il minimo perché è divisore di ogni numero.
Dopo la definizione i testi affrontano il problema degli algoritmi per la ricerca del  MCD di due numeri. Tutti presentano il “metodo della scomposizione in fattori primi”. Si tratta di scomporre i due numeri in fattori primi, di considerare i fattori comuni presi una volta con il più piccolo esponente e di moltiplicarli fra di loro. Il prodotto è il MCD.

Il metodo funziona sempre, ma esso è praticabile, è “operativo” quando i numeri sono piccoli e facilmente scomponibili. Ma se i numeri sono grandi trovare la scomposizione in fattori primi può essere una impresa quasi disperata. Ad ogni modo il metodo richiede la conoscenza dei numeri primi, l’esecuzione di un certo numero di divisioni e la scrittura in “forma canonica” di un numero come prodotto di fattori primi.
Molti testi propongono anche un altro algoritmo e cioè il “metodo basato sulle  divisioni successive o algoritmo euclideo delle divisioni successive”. 

In forma generale il metodo è questo. 
Supponiamo di dover trovare il MCD (a,b) con  a >  b. 

Si divide a per b e si ottiene  a = bq + r; se  r = 0 allora b è il MCD cercato, altrimenti si prosegue nelle divisioni.

Si divide b per r  ottenendo   b = rq1 + r1; si prosegue dividendo  r  per  r1 fin che si arriva ad un resto rn uguale a 0. L’ultimo resto diverso da zero, cioè rn-1, che è anche l’ultimo divisore utilizzato, è il MCD.
Come si possa giustificare che questo ultimo resto diverso da zero è il MCD in base alla definizione data non riesco assolutamente a capirlo.
Ad ogni modo, a prescindere dalla sensatezza della definizione di MCD e dagli algoritmi per calcolarlo, ci troviamo in questa situazione: ad ogni coppia ordinata (a, b) non entrambi nulli di  numeri naturali viene associato un numero naturale chiamato il loro MCD. Sono due i problemi che dobbiamo risolvere: dare una definizione sensata di MCD e fornire un algoritmo per calcolarlo coerente con la definizione data.
Definizione di MCD
dati due numeri naturali a  e  b non entrambi nulli si definisce MCD di a  e  b  il numero d che possiede queste due proprietà:

· d è divisore di a e di b

· se un numero naturale  x  divide  a  e  b  allora divide anche  d.

Con questa definizione il numero d  risulta essere il massimo nel senso della relazione di ordine basata sulla divisibilità, dato che d è divisibile per ogni altro divisore comune; inoltre coincide con il massimo nel senso della relazione >.
Usando la stessa espressione (MCD) per l’operazione e per il risultato, possiamo dire che:

il MCD è “l’operazione” che ad ogni coppia  di numeri naturali non entrambi nulli associa il loro MCD come definito prima. 

Ho scritto “l’operazione” tra virgolette perché nella definizione di MCD ho richiesto che i due numeri a  e  b  non siano entrambi nulli e, quindi, sfugge la coppia (0, 0). Si può convenire che MCD (0, 0) = 0. In questo modo il MCD è una operazione in senso tecnico perché lavora su tutte le coppie ordinate di numeri naturali. Il suo dominio è N x N ed il suo codominio è N.
Si può andare alla ricerca delle sue proprietà. Per rendere più familiare la scrittura possiamo indicare MCD (a, b) con (a * b). Le sue proprietà:
commutativa: a * b = b * a

associativa: (a * b) * c = a * (b * c)

elemento neutro: lo 0 cioè a * 0 = 0 * a = a

elemento assorbente: 1 perché a * 1 = 1 * a = 1

Osservazione 3
Se nell’insieme fosse definita anche l’operazione di minimo comune multiplo, come capita nell’insieme N, allora il MCD è distributivo rispetto al mcm. Se indichiamo mcm (x, y) con, per esempio, (x T y) la distributività del MCD rispetto al mcm si scrive:

distributiva: a * (x T y) = (a * x) T (a * y).
L’algoritmo per trovare il MCD, coerente con la definizione data, è l’algoritmo euclideo delle divisioni successive che riporto dettagliatamente.
Dati a e b con a > b e b > 0 (è il caso più significativo), possiamo scrivere:

a = bq + r                    con 0 ≤ r < b

b = rq1 + r1                 con  0 ≤ r1 < r

r = r1q2 + r2                con   0 ≤ r2 < r1
r1 = r2q3 + r3              con   0 ≤ r3 < r2
………………………………………

rn-2 = rn-1 qn + rn        con 0 ≤ rn <   rn-1        
rn-1 = rnqn+1 + 0
I vari resti di queste divisioni vanno decrescendo e, al Massimo dopo b operazioni, apparirà il resto 0 che pone termine al procedimento. Ebbene MCD (a,b) = rn cioè l’ultimo resto diverso da zero, perché verifica la definizione data.
Osservazione 4
Questo algoritmo, che garantisce esistenza ed unicità del MCD (a, b) è

semplice, economico perché richiede solo divisioni

facilmente traducibile in un programma eseguibile da una macchina

utilizzabile in altri settori matematici come le grandezze omogenee.
4 - Minimo comun multiplo (mcm)
A proposito del minimo comun multiplo (mcm) si ritrovano le stesse situazioni che abbiamo visto per il MCD e che non è il caso di ripetere in dettaglio. La parola “minimo” richiama l’ordinamento espresso dalla relazione >. Ad essa fanno riferimento, senza dirlo esplicitamente, tutti i libri di testo. La parola “multiplo” potrebbe, però, riferire il “minimo” alla relazione di ordine legata alla divisibilità che già abbiamo visto.

Dopo qualche considerazione iniziale i libri di testo presentano la ben nota definizione di mcm.
 “Si chiama minimo comun multiplo fra due o più numeri il più piccolo tra i multipli comuni ai numeri dati, diverso da zero.”
Altri autori al posto di “il più piccolo” scrivono “il minore”. Vale qui l’osservazione fatta a proposito del MCD. La precisazione “diverso da zero”, non riportata da tutti i testi, è essenziale perché, essendo lo zero il minimo dei numeri naturali nella relazione di ordine > ed essendo multiplo di tutti i numeri, sarebbe sempre il mcm. In altre parole il mcm non avrebbe più alcun interesse.
Dopo la definizione i testi affrontano il problema degli algoritmi per la ricerca del  mcm di due numeri. Tutti presentano il “metodo della scomposizione in fattori primi”. Si tratta di scomporre i due numeri in fattori primi, di considerare i fattori comuni e non comuni presi una volta con il più grande esponente e di moltiplicarli fra di loro. Il prodotto è il mcm.
Di solito i testi riportano anche un altro metodo che alcuni chiamano “metodo delle divisioni successive” e altri, più propriamente, “metodo basato sul MCD”.

Per evitare la trappola del “minimo, il più piccolo, il minore” conviene presentare il mcm nello spirito della definizione del MCD.

Definizione di mcm

dati due numeri a  e  b  positivi il loro  minimo comun multiplo è  il numero m che gode delle seguenti due proprietà:

· m è multiplo di a  e  di  b

· ogni altro multiplo di a e di b è multiplo anche di m.

La prima proprietà garantisce che m è multiplo di ambedue i  numeri e la seconda, essendo divisore di tutti gli altri multipli comuni, che è il minimo nel senso della divisibilità ed anche il minimo nel senso della ordinaria relazione >. Siccome la coppia di numeri di partenza è di n umeri positivi, anche il mcm sarà positivo.
Per quanto riguarda gli algoritmi per trovare il mcm (a, b), soprattutto se già si è trovato il loro MCD, conviene adottare il secondo proposto dai testi: si fa il prodotto ab e  lo si divide per il MCD(a, b). Il quoziente ottenuto è il mcm (a,b).

In tutta questa attività si parte da una coppia ordinata (a, b) di numeri naturali positivi cioè appartenenti all’insieme N privato dello 0. Possiamo indicarlo con il simbolo: N0.

La coppia (a, b) è, quindi, un elemento del prodotto cartesiano N0 x N0. Il mcm essendo sempre e solo positivo appartiene anche lui all’insieme N0.
Usando la stessa espressione (mcm) per l’operazione e per il risultato, possiamo dire che:

il mcm è l’operazione che ad ogni coppia  di numeri naturali entrambi positivi associa il loro mcm come definito prima. 
Il minimo comun multiplo è una operazione binaria interna avente come dominio N0 x N0 e come codominio N0.
Si può andare alla ricerca delle sue proprietà. Per rendere più familiare la scrittura possiamo indicare mcm (a, b) con (a T b). Le sue proprietà:

commutativa: a T b = b T a

associativa: (a T b) T c = a T (b T c)

elemento neutro: 1 cioè a T 1 = 1 T a = a

distributiva rispetto al MCD: a T (x * y) = (a T x) * (a T y).

Problemi

1 – In quali situazioni, nella scuola media, si usano il MCD ed il mcm? E’ proprio necessario?

2 – Un foglio rettangolare ha un lato lungo 28,5 cm e l’altro lungo 36 cm. Di quali dimensioni sono i quadrati uguali più grandi possibile, necessari per coprirlo interamente?

3 – Due damigiane, una della capacità di 60 litri e l’altra della capacità di 52 litri contengono olio di diversa qualità. Se si vuole travasare tutto l’olio in contenitori uguali senza mescolare le due qualità, qual è la capacità massima possibile per ciascun contenitore e quanti ne occorreranno?

4 – L’altro giorno contando i miei pennarelli mi sono accorto che contandoli per 2 ne avanzava 1, contandoli per 3 ne avanzavano 2, contandoli per 4 ne avanzavano 3. Sai indovinare quanti potrebbero essere i miei pennarelli? Puoi esprimerli tutti con una formula?
5 – La divisibilità: una operazione un po’….complicata

Le Indicazioni nazionali per il curricolo (2012) pongono fra gli “obiettivi di apprendimento al termine della classe quinta della scuola primaria”: “Eseguire la divisione con resto fra numeri naturali; individuare multipli e divisori di un numero”.
La “divisione con resto” è l’operazione di divisibilità, di cui la solita divisione è un caso particolare. Siccome si tratta di una operazione importante, feconda, pervasiva e poco familiare, voglio dedicarle un po’ di spazio.
Il punto di partenza, come spesso capita nella matematica elementare, sono problemi concreti.
I problemi concreti che stanno alla base del concetto di  divisibilità sono quelli riguardanti la ripartizione, la suddivisione  di un certo numero di “oggetti ” fra un certo numero di“soggetti ”.

Ecco un esempio: “Nel sacchetto Luigi ha 13 caramelle. Le vuole distribuire in parti uguali a 3 suoi amici. Quante caramelle riceverà ogni bambino? Luigi avanzerà delle caramelle? ”

E’ un tipico problema di scuola elementare che può essere risolto in vari modi: schieramenti, raggruppamenti, tabella delle distribuzioni.

Per introdurre le attività sulla divisibilità io userei problemi di questo tipo anche nelle scuole medie e nelle superiori perché si prestano a fare alcune riflessioni sui limiti dei problemi reali e sul loro eventuale superamento nella attività matematica.

Nel problema che abbiamo enunciato ci sono due elementi fondamentali:
·  Il numero di caramelle, di “oggetti ”. Lo possiamo indicare con a.

Naturalmente deve essere a > 0 perché nessuno si porrebbe il problema se nel sacchetto di Luigi non ci fossero caramelle, cioè fosse a = 0.

·  Il numero di bambini, di “soggetti ”. Lo possiamo indicare come b. Naturalmente deve essere b > 0 perché se non ci fossero bambini, cioè se b = 0, nessuno si porrebbe il problema.
Anche nella soluzione del problema ci sono due elementi fondamentali:

·  Il numero di caramelle per ogni bambino, cioè un certo numero di “oggetti ” per ogni “soggetto ”. Lo possiamo chiamare q. Naturalmente deve essere q ( 1 perché deve essere

a ( b altrimenti non si può distribuire un egual numero di caramelle ad ogni bambino.

·  Il numero di caramelle avanzate, di “oggetti ” rimasti. Lo possiamo indicare con r.

            Naturalmente deve essere r ( 0, ma anche r < b, altrimenti posso distribuire altre      
              caramelle.
Quando un problema viene matematizzato, subisce necessariamente un processo di idealizzazione, di astrazione, di generalizzazione.
Anche nella matematizzazione dei problemi di ripartizione succede lo stesso fenomeno.

Gli “oggetti ” ed i “soggetti ” diventano semplicemente dei numeri naturali e numeri naturali sono anche gli “oggetti ” che, eventualmente, rimangono e quelli assegnati a ciascun “soggetto ”.

I simboli dei numeri naturali sono legati fra loro da altri simboli matematici di operazioni e relazioni.

Nel problema matematico della divisibilità, che ora vedremo, ci sono conferme e superamenti dei vincoli insiti nei problemi reali.

Precisamente:
 Cade il vincolo a > 0. Nel problema matematico ha diritto di cittadinanza anche il

caso a = 0. (Ormai è chiaro che a è il dividendo).

 Rimane il vincolo b > 0, consacrato ormai dalla sentenza: non si può dividere per zero.

(b è il divisore).

 Cade il vincolo a ( b. E’ una ovvia conseguenza di quanto detto prima.

 Cade anche il vincolo q ( 1.(q è il quoziente).

 Rimane il vincolo 0 ≤ r < b. (r è il resto).

Dal punto di vista matematico il problema della divisibilità si pone nei seguenti termini:

Dati due numeri naturali a e b  con b > 0,  esiste una coppia di numeri naturali q ed r con  0 ≤ r < b in modo che valga l’uguaglianza  a =bq + r ?

Se si, di tali coppie q ed r quante ne esistono?

Perché abbiamo lasciato le limitazioni su b ed r?

E’ presto detto: perché vogliamo che di coppie (q, r) che risolvono il problema ce ne sia sempre una ed una sola per ogni coppia (a, b).

Se accettassimo b = 0, avremmo infinite coppie (q, r). Per esempio, alla coppia (3,0) resterebbero associate le infinite coppie (n, 3) perché  3 = 0.n + 3.
Se accettassimo r ( b avremmo ancora una pluralità di coppie (q, r), anche se non infinite.

Per esempio, alla coppia (15,5) sarebbero associate le coppie (1,10), (2,5), (3,0).
La soluzione del problema è contenuta nel seguente affermazione
Per ogni coppia ordinata (a, b) con  b > 0 esiste una ed una sola coppia ordinata (q, r) con       0 ≤ r < b tale che    a =bq + r      (1)
Proviamo a riflettere. Abbiamo coppie ordinate  (a, b) con  b > 0. Ognuna di queste coppie è un elemento del prodotto cartesiano  N x N0. Ad ognuna di queste coppie è associata una ed una sola coppia ordinata (q, r) cioè un elemento del prodotto cartesiano N x N.
La divisibilità, che fa tutto questo, è, quindi, una operazione binaria interna che trasforma coppie in coppie sfruttando le operazioni di moltiplicazione e di addizione. Per questo nel titolo del paragrafo si parla di una operazione un po’ complicata.

Per finire riporto la tabella della divisione con quoziente e resto, tabella che si trova raramente in letteratura, ma che presenta indubbiamente dei motivi di interesse.

La tabella delle divisioni con quoziente e resto


Ogni casella della tabella contiene le coppie ordinate quoziente – resto (q, r) della divisione in cui il dividendo ed il divisore compaiono nella riga e nella colonna che si incrociano in quella casella. La lettura della tabella, da fare collettivamente, è molto istruttiva, anche se non facile. 

• La tabella è orientata (il dividendo non può essere scambiato con il divisore)
• La tabella è completa ( è sempre possibile eseguire divisioni con quoziente e resto )

• Sulla diagonale vi sono solo divisioni nel quale il resto è 0 ( ogni numero è sempre divisibile per se stesso)

• La prima colonna è costituita solo da divisioni nelle quali il resto è 0 ( 1 è divisore di qualsiasi numero naturale)

• Nella parte della tabella in alto a destra della diagonale il primo numero di ogni coppia, il quoziente, è sempre 0 ( ciò accade perché il dividendo è minore del divisore)
• Se consideriamo i numeri inseriti nella colonna-intestazione vediamo che qualche numero ha, nella riga corrispondente, solo due divisioni con resto 0: sono i numeri primi.

• Se consideriamo ogni numero  inserito nella riga-intestazione e scorriamo la colonna corrispondente possiamo vedere di quali numeri esso è divisore: basterà rintracciare le coppie con 
resto 0.  
Osservazione
Su questo argomento si può utilmente consultare

M. Ferrari,…Gli eredi riconoscenti divisero, IMSI, novembre-dicembre 1997, scaricabile dal sito del Centro.

6 – Una “operazione” dipendente e inguaribilmente sciancata: la divisione

Il titolo è tipico di un giornalista in cerca di uno scoop. Non è, però, il nostro caso: le parole usate hanno tutte un fondo di verità.

La parola “divisione” deriva dal latino “divisio” che ha lo stesso significato dell’italiano.
Spesso la divisione veniva indicata con il simbolo D e anche con l’attuale simbolo delle frazioni. Il simbolo “:” sembra sia stato introdotto nel 1633 nell’opera Johnsons Arithmetic. Certamente è stato usato, nel 1684, da Gottfried W. Leibniz (1646 – 1716) ed è diventato di uso comune nell’Europa continentale. Il simbolo “÷”, spesso usato nei paesi anglosassoni, è stato introdotto dalla svizzero J. H. Rahn (1622-1676) nel 1659. 

Perché “dipendente”? Perché la divisione che utilizziamo normalmente a scuola e della quale siamo abituati a scrivere la tabella, è un caso particolare della divisibilità.
Se nella formula :   a = b ( q + r ?   (1) succede che r = 0, otteniamo  a = b ( q  (2).
Ovviamente non cambiano le condizioni imposte su a (nessuna condizione) e su b: b > 0 (dato che siamo nei numeri naturali).

Nel caso della (2) si dice che a  è  multiplo di  b  e, coerentemente, che  b  è divisore di  a  e, quindi,  a è divisibile per b.

E’ in questa situazione che si parla della “operazione di divisione”, o di divisione esatta e si può scrivere  a : b = q. In questo caso la divisione assume la fisionomia delle altre tre operazioni e se ne può scrivere la tabella.

La  (2) ci dice che la divisione esatta: essa è possibile solo quando il dividendo è multiplo del divisore. Questo spiega la parola “sciancata”. Questa condizione è molto restrittiva e spiega perché la tabella della divisione sia fatta “a gruviera”. E’ chiaro, a questo punto, che la divisione non è una operazione in senso tecnico e per questo abbiamo scritto la parola operazione tra virgolette. I programmi italiani, però, parlano sempre delle “quattro operazioni” includendo fra esse la divisione. Per questo possiamo anche noi chiamarla operazione. Non è, però, l’operazione inversa della moltiplicazione dato che questa non è iniettiva. 
Una questione di terminologia. Il numero  q  che appare nella  (1)  e nella  (2) in matematica viene chiamato  sempre e solo “quoziente” e basta. E’ inutile, e dannoso, parlare, di “quoto” o di “quoziente naturale esatto”, riferendosi alla (2) e di “quoziente naturale approssimato” riferendosi alla (1). E’ proprio il caso di ricordare il detto latino “non sunt multiplicanda entia sine necessitate”.

La divisione,  è povera di proprietà perché possiede solo quella invariantiva, che si usa soprattutto nella semplificazione delle frazioni e nelle divisioni con i numeri decimali.

Proprietà INVARIANTIVA:
 se  a, b,  m,  sono numeri naturali ed  m  divide sia a  che  b e b divide a allora  

a  : b = ( a : m) : ( b : m )

se  a, b,  m,  sono numeri naturali con  m ≠ 0  e se b divide a allora 

a  : b = ( a ( m) : ( b ( m ).

Forse è il caso di dire esplicitamente che il numero  1  non è elemento neutro rispetto alla divisione perché non vale la doppia uguaglianza  a : 1 = 1 : a = a.  
Resta solo da spiegare l’avverbio “inguaribilmente”. E’ presto fatto.

Nel mondo dei numeri naturali abbiamo richiesto b > 0.

Nel mondo degli interi relativi la richiesta diventa  b ( 0.

Nel mondo dei numeri razionali il raggio di azione della divisione si allarga in forza della definizione,  ma permane sempre la richiesta b ≠ 0. La definizione di divisione è la seguente:

a : b = a x 1/b
In parole: per dividere un numero a  per  un  numero  b  basta moltiplicare a per l’inverso (o il reciproco) di b. Tutti i numeri razionali hanno un inverso tranne lo zero.

Osservazione 1
Mi pare che la classe più adatta per introdurre la divisione sia la terza e ritengo che convenga introdurla mediante problemi che presentino i due aspetti della divisione: di ripartizione e di contenenza. Ritengo anche che sia meglio iniziare con problemi che si traducono in una divisione con resto diverso da zero. La situazione non è concettualmente più difficile, ha il vantaggio di essere più generale e favorisce la comprensione della uguaglianza fondamentale: a = b ( q + r.
Algoritmi per la divisione

Una attività preparatoria alla introduzione ed alla comprensione del tradizionale algoritmo compatto della divisione è quella che fa intervenire l’abaco che si collega direttamente alle attività di raggruppamento. Naturalmente si considerano, inizialmente, divisioni con il divisore di una sola cifra. Sull’abaco si rappresenta il dividendo e si procede ai raggruppamenti delle palline, con i richiesti cambi se necessari, come indicato dal divisore. [Esempi di tali attività, con relativi disegni, sono illustrate sul sussidiario “Grandangolo” per la terza elementare e per la quarta elementare. Si può anche consultare il sussidiario “Ulisse. Navigare nei saperi” per le stesse classi. Risulta utile anche le relative “Guide” per gli insegnanti.]
Per sviluppare le capacità di calcolo mentale è bene abituare gli alunni ad eseguire divisioni in riga. 

Per le divisioni esatte non ci sono problemi. 

Esempio:  40 : 5 = (10 + 10 + 10 + 10) : 5 = (10 : 5) + (10 : 5) +(10 : 5) +(10 : 5) = 2 + 2 +2 +2 = 8.

Qualche difficoltà, soprattutto di scrittura, può nascere con le divisioni con resto diverso da zero.

Esempio: 43 : 5. Dopo aver eseguito i calcoli come sopra, resta (3 : 5) che non si può fare. Si tratta di far capire che, in questa divisione, 3 è il resto. La comprensione può essere aiutata, all’inizio, interpretando la divisione sulla linea dei numeri: partendo da 43 si fanno, verso sinistra, 8 salti di lunghezza 5 arrivando così a 3. Non si può eseguire un altro salto e, quindi, 3 è il resto della divisione.
La tecnica alla “canadese” è stata nominata esplicitamente nelle Indicazioni del 2004.
Essa consiste semplicemente nel calcolare, con approssimazioni successive, il multiplo del divisore che più si avvicina al dividendo, trovando così il quoziente, e nel trovare il resto come differenza tra il dividendo e questo multiplo del divisore. Ecco un esempio: eseguire  8396 : 32

8396 :  32            Calcoliamo  32 ( 100 = 3200

3200   100

5196                    Calcoliamo ancora   32 ( 100 = 3200   

3200   100

1996                     Calcoliamo ora   32 ( 50 = 1600  

1600     50

  396                     Calcoliamo ora   32 ( 10 = 320

  320     10  

    76                      Quasi ci siamo. Calcoliamo  32 ( 2 = 64

    64       2             Sommiamo i quozienti parziali, facciamo l’ultima sottrazione e troviamo la       
    12   262             coppia  resto - quoziente.

 Il quoziente è 262  ed il resto è 12.
Osservazione 2
Sulle strategie spontanee degli allievi nell’affrontare moltiplicazioni e divisioni si veda l’articolo

Bonotto, Baccarini, Basso, Feltresi, Sul senso delle operazioni aritmetiche e degli algoritmi. Seconda parte. IMSI, maggio 2014.
7 – Un’altra “operazione” sciancata, ma guaribile: la sottrazione.

La parola “sottrazione” deriva dal latino subtrahere cioè trarre, tirar via da sotto. Fin verso la fine del secolo XV la si indicava con il simbolo “m” iniziale di “minus”. Il simbolo “ – ” ha seguito la strada del “+”. 
Ci poniamo nel mondo dei numeri naturali e formuliamo quest’altra domanda: 

dati due numeri naturali qualunque  a  e  b  esiste sempre un  numero c  tale che  a = b + c?

La risposta è nota: il  numero  c  esiste solamente quando il  numero  a (il minuendo) è maggiore o uguale di  b (il sottraendo). In questo caso il numero  c  è  la differenza fra  a  e  b  e si scrive          c  =  a – b.  Questa condizione di fattibilità:  a ≥ b  è la “stampella” cui deve appoggiarsi la sottrazione  per poterla eseguire.

La conseguenza è che la sottrazione non associa ad ogni coppia ordinata di numeri naturali  (a, b) un risultato che appartiene ancora al mondo dei numeri naturali. Quindi la sottrazione non è una operazione, in senso tecnico, nel mondo dei numeri naturali. Per questo nel titolo ho messo la parola operazione tra virgolette. Qualche autore parla della sottrazione come “operazione non ovunque definita”. Lo si può accettare.

Osservazione
E’ tradizione, nella prassi didattica e nei testi scolastici, chiamare operazione anche la sottrazione. Questa tradizione è stata recepita anche nei programmi del 1979, del 1985,  nelle Indicazioni Nazionali del 2004 e nelle Indicazioni per il Curricolo del 2007 e del 2012: tutti parlano delle “quattro operazioni” con i numeri naturali e con i numeri decimali. Possiamo tranquillamente farlo anche noi, consapevoli, però, di quanto prima detto. Deve essere, però, chiaro che non essendo una operazione in senso tecnico, la sottrazione non può essere l’operazione inversa della addizione, anche perché l’addizione, non essendo iniettiva, non ha inversa.

La sottrazione è quanto mai povera di proprietà. Possiede solo la
Proprietà INVARIANTIVA che enunciamo in forma simbolica:

a – b =  (a + c) – (b + c)

a – b =  (a - c) – (b - c).

Nel secondo caso, ovviamente, deve essere  b ( c.

La proprietà invariantiva può essere facilmente scoperta “contemplando” la tabella della sottrazione.
Sulla tabella si legge anche che lo zero non è elemento neutro per la sottrazione ( solo la sua colonna ripete l’intestazione) perché non vale la doppia uguaglianza:  

a - 0 = 0 - a = a

Adesso cambiamo mondo e andiamo in quello dei numeri interi relativi ed in quello dei razionali. E’ noto che in questi due mondi ogni  numero ha un opposto additivo, cioè per ogni  numero esiste un altro numero che sommato al primo da come risultato 0 cioè l’elemento neutro rispetto alla addizione. Nei numeri interi relativi l’opposto di +a  è  -a  e  l’opposto di  -a è +a perché                  (+a) + (-a) = 0  e  (-a) + (+a) = 0. Nei  numeri razionali l’opposto di +a/b  è  -a/b  perché sommandoli otteniamo il numero 0/b2  che è nella stessa classe di equivalenza  di  0/1 che è l’elemento neutro della addizione nei numeri razionali. 

Ebbene, in questi due mondi la sottrazione guarisce dalla sua “sciancatura”, non è più richiesta la condizione di fattibilità in forza della stessa definizione di sottrazione nella quale entrano gli opposti. Infatti (mi limito solo agli interi relativi), la definizione è la seguente

a – b =  a + (-b)

e la sottrazione diventa una addizione e, quindi, è sempre fattibile e, perciò, una operazione in senso tecnico. In parole: per sottrarre da un  numero a il numero b, basta aggiungere ad  a l’opposto di b.

Algoritmi per la sottrazione
Anche per la sottrazione è bene esercitare i bambini con l’algoritmo della sottrazione in riga, utilizzando, eventualmente, strategie diverse. Per esempio: eseguire  45 – 18.

Una prima strategia consiste nello scomporre 18 come  10 + 8 ed incominciare a sottrarre 10:

45 – 18 = (45 – 10) – 8 = 35 – 8.  Ora scrivo 8 come somma 5 + 3 e sottraggo 5:

35 – 8 = (35 – 5) – 3 = 30 -3 = 27.

Una seconda strategia consiste nell’aggiungere 2 a 18 ottenendo 20 e sottrarre 20 per poi al risultato aggiungere 2: (45 – 18) = (45 – 20) + 2 = 25 + 2 = 27.

L’algoritmo della sottrazione in colonna richiede una particolare attenzione da parte dell’insegnante perché spesso è fonte di errori ben documentati anche nella letteratura didattica. L’algoritmo della sottrazione in colonna può essere preparato  dall’uso dell’abaco. Su di esso si rappresenta il           minuendo e si cerca di “tirar via” il sottraendo. Se, per esempio, la cifra delle unità del sottraendo è maggiore di quella del minuendo si vede subito la necessità di operare un “prestito” dal piolo delle decine e così  via. [Si vedano Grandangolo e Ulisse. Navigare nei saperi citati prima]
Consiglio la lettura dell’articolo

C. Fiori – L. Zuccheri, Errori nella applicazione dell’algoritmo della sottrazione: un’analisi relativa alla scuola dell’obbligo, IMSI, gennaio 1997.
Problemi
1 – Quali sono i numeri minori di 100 che hanno esattamente tre divisori?

2 – Esistono numeri  n che hanno esattamente n divisori? E numeri n che ne hanno  n-1?

3 – C’è un numero di due cifre che ha sette divisori? Se si chi è?

4 - Un cartolaio aveva acquistato una confezione contenente 400 quaderni, parte a righe e parte a quadretti. Alla fine della settimana ne ha venduti 247. Nota che gli sono rimasti 17 quaderni a righe. Quanti saranno i quaderni a quadretti?

5 - Mario spende 3 euro e 7 centesimi per i pennarelli e 1,45 euro per l’album. Paga con una banconota da 10 euro. Quanto riceve di resto? Da quante monete al minimo è formato il suo resto?

6 - "Stefano e Silvia giocano a biglie. Per una partita vinta Stefano riceve 3 biglie. Siccome è più piccolo, per ogni partita che perde deve dare a Silvia soltanto 2 biglie.

Quando i due amici smettono di giocare Stefano ha vinto 10 biglie. Quante partite ha vinto Stefano? Quante partite ha vinto Silvia?  Quante partite hanno giocato?"

7 - Tu conosci certamente le tabelline del pari (P) e del dispari (D) con l’addizione e la moltiplicazione. Prova a trovare il risultato delle divisioni: P : P; P : D; D : P; D : D. Puoi costruire la tabellina? Perché?

8 – L’operazione “e” (()
Qui entriamo nel mondo della logica, anzi della “Logica delle proposizioni” che abbiamo già introdotto nel capitolo 3. Indichiamo le varie proposizioni con i simboli p, q, r e con P l’insieme di tutte le proposizioni.

La “particella”  “e” è, forse, la più usata nel linguaggio comune. E’ molto usata anche nel linguaggio matematico, ma i due usi non sempre collimano. Di questa diversità è bene che l’insegnante prenda coscienza.

Le proposizioni p, q, r, ecc. sono dette anche “proposizioni non analizzate” perché non importa quello che dicono, ma solo il loro “valore di verità” cioè il fatto che siano vere (v) o false (f). Spesso si usano anche 1 per indicare il vero e 0 per indicare il falso.
Nel linguaggio logico (matematico) il connettivo “e” serve per combinare fra di loro due proposizioni. Se una proposizione, non importa che cosa dica, la chiamiamo p e l’altra q il connettivo “e” alla coppia ordinata (p, q), di proposizioni associa la proposizione p e q. In simboli: (p ( q). 

Sulle proposizioni p e q non si pongono vincoli e, quindi, il connettivo “e” lavora su tutti gli elementi del prodotto cartesiano P x P, e produce come risultato una nuova proposizione (p e q), cioè un elemento di P. 

Quindi il connettivo “e” si presenta come una operazione binaria, interna nel mondo delle proposizioni. 
Il significato dell’operazione “e” è espresso dal fatto che la proposizione composta p e q è vera se e soltanto se ambedue le proposizioni componenti, p, q, sono vere; in tutti gli altri casi è falsa. 

Questa operazione è
commutativa, cioè p e q = q e p  dove il segno di uguale significa che le due proposizioni hanno lo stesso valore di verità

 associativa, cioè (p e q) e r = p e (q e r)
Nel linguaggio comune, oltre al significato rispecchiato fedelmente dal linguaggio matematico, ci sono tante situazioni diverse anche quando si descrivono oggetti matematici.

· Qualche volta il connettivo “e” c’è, ma non si vede. Esempio: 3 è un numero primo minore di 5. Qui il connettivo “e” non c’è, è stato “mangiato” dalla struttura della lingua italiana. Se volessimo essere pignoli dovremmo dire: 3 è un numero primo e 3 è minore di 5. Versione pesantissima. Meglio la prima, però bisogna saper vedere la “e” nascosta. La si può vedere confrontando questa proposizione con la seguente: 3 è un  numero primo minore di 2. Tutti siamo concordi nel dire che la prima proposizione è vera mentre questa è falsa. E’ falsa perché la seconda proposizione (3 è minore di 2) è falsa. Si tratta quindi, effettivamente di due proposizioni.

· Altre volte il connettivo c’è ma non si vede perché sostituito con altre “particelle” come nelle seguenti proposizioni:”25 è un numero quadrato con tre divisori”; “Il quadrato è un rettangolo, ma ha le diagonali perpendicolari”.

· Altre volte il connettivo c’è, ma non ha il significato matematico di comporre due proposizioni. Esempio: Pietro e Paolo sono fratelli. Qui non ci sono due proposizioni collegate dal connettivo “e” perché “Pietro è fratello” non è una proposizione in italiano.

· Altre volte il connettivo c’è nel significato matematico, ma in proposizioni più snelle ed eleganti che non nelle corrispondenti  proposizioni matematiche. Esempio: “3 e 5 sono divisori di 30” (qui la “e” collega due soggetti); “15 è dispari e divisore di 30” (qui la “e” collega due predicati).

· Altre volte il connettivo “e” c’è ma la proposizione presenta delle ambiguità. Esempio: “Paolo e Francesca sono fidanzati”, Può significare che Paolo è fidanzato con Tizia e Francesca con Caio oppure che Paolo e Francesca sono fidanzati fra di loro. Il contesto rende univoca la interpretazione.

· Non sempre il connettivo “e” è commutativo nel linguaggio comune. Non è la stessa cosa dire “Ho comprato il biglietto e sono salito sul treno” e dire “Sono salito sul treno ed ho comprato il biglietto”.

Alcune di queste considerazioni possono essere oggetto di attenta riflessione anche nelle attività scolastiche.

9 – L’operazione “o” (vel, ().

Anche la “particella” “o” è usata nel linguaggio comune ed in quello matematico, ma spesso il significato è diverso.

Nel linguaggio logico (matematico) la “o” rispecchia il significato debole del “vel” latino. Viene anche detto “o inclusivo o disgiunzione inclusiva”. Serve per combinare fra di loro due proposizioni p, q. Alla coppia ordinata di proposizioni (p, q) esso associa la proposizione                         “p o q”. In simboli (p ( q). 
Sulle proposizioni p e q non si pongono vincoli e, quindi, il connettivo “o” lavora su tutti gli elementi del prodotto cartesiano P x P, e produce come risultato una nuova proposizione (p o q), cioè un elemento di P. 

Quindi il connettivo “o” si presenta come una operazione binaria, interna nel mondo delle proposizioni. 
Il significato dell’operazione “o” è espresso dal fatto che la proposizione composta (p o q) è vera se e soltanto se almeno una delle due  proposizioni componenti, p, q, è vera; falsa nell’altro caso. Cioè ambedue le proposizioni sono false. Questa è una libera scelta dei matematici che ci porta ad accettare come vere proposizioni davanti alle quali anche gli adulti arricciano il naso. Per esempio, proposizioni come “3 ≥ 3” e “7 ≥ 4” sono vere. Anche la proposizione “2 è un numero primo o dispari” è vera.
Questa operazione è

commutativa, cioè p o q = q o p  dove il segno di uguale significa che le due proposizioni hanno lo stesso valore di verità

 associativa, cioè (p o q) o r = p o (q o r)
Nel linguaggio comune la “o” è usata normalmente nel significato forte corrispondente al latino “aut”. Si parla anche di “o” alternativo o esclusivo. Di solito lo si usa in frasi che presentano due alternative, magari sempre precedute dalla “o”, una sola delle quali si può verificare. Alcune frasi sono diventate proverbiali come: “o mangi questa minestra, o salti questa finestra”. L’uso preponderante della “o” con questo significato rende difficoltoso accettare la “o” nel senso matematico. Qualche volta anche nel linguaggio comune la “o” viene intesa nel senso del linguaggio matematico. Per esempio, in una proposizione del tipo “assumo segretaria che sappia l’inglese o il francese”, la “o” assume il significato di “vel” perché anche chi conosce tutte e due le lingue può essere assunta.

Qualche volta anche nel linguaggio matematico il connettivo “o” può assumere il significato esclusivo come, per esempio, nelle proposizioni: “un numero naturale  n  è pari o dispari” e “due rette qualunque del piano sono incidenti o parallele”. E’ il contesto a dire quale è il significato della “o”.

INTERMEZZO SUGLI INSIEMI
Non mi entusiasma molto parlare di insiemi, ma visto che essi continuano a imperversare nella scuola secondaria di primo grado, i cui libri di testo incominciano, quasi tutti, con uno o due capitoli sugli insiemi e che si ripresentano nelle riviste e nei sussidiari per la scuola primaria, voglio spendere qualche parola prima di introdurre due operazioni sugli insiemi.
1 – GLI INSIEMI E LA LORO PARABOLA
Chi fosse curioso e volesse saperne di più di quanto io dirò può leggere con profitto il volume di  M. Pellerey, Oltre gli insiemi. Nascita, crescita e crisi dell’insiemistica. Nuovi orientamenti nella didattica dell’aritmetica, Tecnodid, Napoli, 1989. 

Fino al 1960 gli insiemi (e la logica esplicita) erano totalmente sconosciuti nella scuola elementare italiana, eppure da almeno un secolo si insegnava matematica nell’Italia unita.

All’inizio degli anni sessanta, prima negli USA, Francia, Belgio, e poi anche in Italia fa il suo ingresso nella scuola primaria e secondaria di primo grado la “matematica moderna”, spesso identificata sbrigativamente con “l’insiemistica”. Un ingresso trionfale che conquista moltissimi insegnanti. La speranza era di rendere più facile, appetibile e comprensibile la matematica.

Nella seconda metà degli anni settanta l’entusiasmo, fuori dall’Italia, incomincia a scemare, mentre nella scuola italiana l’insiemistica, sostenuta dalle molte riviste “omnibus” per insegnanti elementari e dai libri di testo per la scuola media, continua a imperversare per introdurre il concetto di numero attraverso gli “insiemi equipotenti” e le operazioni aritmetiche, fino alla divisione esclusa, derivandole dalle operazioni sugli insiemi.

I programmi del 1979, per la scuola media, hanno un tema intitolato “Insiemi numerici”. Nel tema “Matematica del certo e matematica del probabile” è previsto “l’uso corretto dei connettivi logici (e, o, non): loro interpretazione come operazioni su insiemi”. Negli Orientamenti per la “lettura” dei contenuti, essi scrivono: “Il linguaggio degli insiemi potrà essere usato come strumento di chiarificazione, di visione unitaria e di valido aiuto per la formazione di concetti. Si eviterà comunque una trattazione teorica a sé stante, che sarebbe, a questo livello, inopportuna.”
I programmi del 1985 segnano l’ingresso ufficiale del “linguaggio degli insiemi” nella scuola elementare italiana, mentre da quella francese venivano categoricamente espulsi. Questo ingresso era soggetto a precise limitazioni: uso di un linguaggio corretto, da introdurre nel secondo ciclo e non nel primo, senza derivare le operazioni aritmetiche da quelle insiemistiche. Naturalmente di ciò non hanno tenuto conto né “insegnanti aficionados”, né autori di materiale scolastico, né riviste “omnibus”. In Italia capita sempre così: la recezione dei programmi è sempre molto lenta e graduale, c’è sempre una forte resistenza alle innovazioni. La conclusione è che molti insegnanti hanno continuato tranquillamente a parlare di insiemi in prima elementare, abbandonandoli nel secondo ciclo quando potevano essere usati in modo più sensato.

Le Indicazioni Nazionali del 2004 hanno completamente espulso gli insiemi dalla scuola elementare. Non ricorre mai neppure il nome. Ad essi è riservato un “cantuccio” solo nelle Indicazioni per la terza media nel tema “Introduzione al pensiero razionale”: “Intuizione della nozione di insieme e introduzione delle operazioni elementari su di essi”.

Le Indicazioni per il curricolo del 2007 hanno espulso completamente gli insiemi anche dalla scuola media. Di essi non vi è la minima traccia. 
Le Indicazioni Nazionali per il curricolo del 2012 mantengono questa espulsione.

2 – GLI INSIEMI: UN DISCORSO PER GLI INSEGNANTI.

Non è necessario che un docente elementare e medio conoscano la “Teoria matematica degli insiemi”, neppure quella che viene chiamata “Teoria ingenua degli insiemi”, però è bene che si rendano conto di alcune situazioni critiche riguardanti gli insiemi in modo da evitare i possibili “tranelli” o veri errori nel parlare degli insiemi.

2. 1 – IL CONCETTO DI INSIEME.

In una teoria matematica degli insiemi, la parola “insieme” non viene definita, ma viene assunta come “termine primitivo”. Di essa non si da nessuna definizione, ma viene illustrata elencando una serie di proprietà (assiomi o postulati) che dicono come “si comportano” gli insiemi. Per esempio, per ogni insieme X esiste l’insieme P(X) formato da tutti i sottoinsiemi di X.

E’ la stessa cosa che succede in geometria con le parole “punto, retta e piano”. Esse non vengono definite, ma assunte come “termini primitivi”. I postulati della geometria servono per illustrare i rapporti fra questi concetti. Per esempio: per due punti passa una ed una sola retta.
E’ la stessa cosa che succede in aritmetica dove non si definisce “che cosa è il numero” ma si assume la parola “Numero” come termine primitivo imponendo ad esso un certo modo di comportarsi, per esempio “Ogni numero ha un successivo”.

Una volta scelti i concetti primitivi di una certa teoria, essi vengono usati per definire altri concetti. Per esempio, in teoria degli insiemi si definisce il concetto di sottoinsieme; in geometria si definiscono le rette incidenti, perpendicolari, parallele; in aritmetica si definiscono i numeri pari, dispari, primi, ecc.

2. 2 –INSIEMI UGUALI

Due insiemi  A  e  B sono uguali se e soltanto se hanno gli stessi elementi, cioè gli elementi di A sono anche elementi di B e gli elementi di B sono anche elementi di A. In altre parole, due insiemi sono uguali se e soltanto se sono lo stesso insieme. Per negazione due insiemi sono diversi se uno possiede almeno un elemento che l’altro non ha. 

Le espressioni linguistiche, le frasi, con cui caratterizziamo i due insiemi possono essere diversissime, ma i due insiemi possono essere uguali. 

Per esempio: l’insieme A sia formato da tutti i numeri naturali che sono divisibili per 2 e l’insieme B sia formato da tutti i numeri naturali che si ottengono come somma di due  numeri uguali. Questi due insiemi sono uguali, cioè sono lo stesso insieme. Ciascuno di noi riconosce subito che si tratta dell’insieme dei numeri pari.

Altro esempio: l’insieme A sia l’insieme di tutti i parallelogrammi, cioè l’insieme dei quadrilateri che hanno due coppie di lati paralleli e l’insieme B l’insieme dei quadrilateri le cui diagonali si tagliano nel rispettivo punto medio. I due insiemi sembrano diversi, ma, in realtà, sono uguali, sono lo stesso insieme.

Terzo esempio:

A = {a, b, d, c};  B = {c, a, d, a, b,c}. I due insiemi sono uguali? A prima vista sembrerebbe di no dato che il primo insieme ha 4 elementi ed il secondo 6. Ma se noi applichiamo la definizione scopriamo che sono uguali. Quindi dal secondo insieme possiamo cancellare gli elementi ripetuti. Ve l’aspettavate?

OSSERVAZIONE: il modo con cui abbiamo rappresentato questi due insiemi, racchiudendo i loro elementi fra parentesi graffe, viene chiamato “rappresentazione per estensione”. Quando, invece, si fa ricorso ad una proprietà caratteristica si ha la “rappresentazione per comprensione”.

Una conseguenza è che due insiemi i cui elementi sono oggetti concreti, matite, penne, ecc, non possono mai essere uguali perché gli oggetti che stanno in uno non possono stare nell’altro.

2. 3 – INSIEME VUOTO 
Voglio subito notare che “l’insieme vuoto” è un pugno nello stomaco di ogni persona che riflette sul significato del sostantivo “insieme” nel linguaggio comune. Esso indica sempre una “pluralità di oggetti” (almeno due). Qui abbiamo un tipico conflitto fra linguaggio comune e linguaggio matematico. I matematici assumono una parola del linguaggio comune, ma la caricano anche di significati estremi, estranei al linguaggio comune. Anche gli “insiemi infiniti” sono estranei al linguaggio comune e sono frequentissimi nel linguaggio matematico.

Per definizione, un insieme è vuoto quando non possiede alcun elemento. Di esempi di insiemi vuoti ce ne sono quanto mai tanti. Quando si mettono insieme due proprietà incompatibili si ottiene un insieme vuoto. Esempi: l’insieme dei numeri naturali che sono pari e dispari è vuoto; l’insieme delle rette del piano che sono incidenti fra loro e parallele è vuoto; l’insieme dei numeri naturali che sono divisori di 6 e maggiori di 6 è vuoto, ecc. E’ allora spontaneo domandarsi: quanti sono gli insiemi vuoti? A questo domanda molti insegnanti rispondono: infiniti! Sembra una risposta sensata ed invece è sbagliata. Di insiemi vuoti ce n’è uno solo. Infatti, un insieme vuoto per essere diverso da un altro insieme vuoto deve possedere almeno un elemento che il secondo non ha. Siccome l’insieme vuoto non possiede elementi non può averne uno che l’altro non ha.

2. 4 – CONCLUSIONE
Le poche cose dette sopra ci devono rendere molto cauti a parlare di insiemi e ci devono convincere che la teoria degli insiemi è una cosa seria ed è fintamente facile.

3  – CHE COSA SI PUO’ FARE IN CLASSE
* Usare alcune parole del linguaggio degli insiemi, come insieme e sottoinsieme, in contesti significativi. 

Per esempio, in terza, o comunque, nel secondo ciclo quando i bambini hanno oramai una certa familiarità con i numeri naturali, si può parlare dell’ “Insieme dei numeri naturali” per dire che li consideriamo tutti in blocco e non solo alcuni di essi. Siccome essi sono o pari o dispari possiamo parlare anche del “sottoinsieme dei numeri pari” e del “sottoinsieme dei numeri dispari”.

*Usare i recinti o corde colorate per rappresentare classificazioni come quelle descritte prima. Non è necessario usare il nome pomposo di “diagrammi di Eulero-Venn”. I recinti servono per dare l’idea che quegli “oggetti” li consideriamo tutti in blocco, cioè insieme.

*Quando si fa un “discorso” conviene sempre precisare l’insieme in cui ci si colloca, cioè l’ “Universo” perché cambiando universo le cose possono cambiare.

Per esempio, normalmente si dice che la sottrazione  2 – 7 non si può fare. Qualche bambino potrebbe dire che si può fare e che il risultato è -5. Chi ha ragione? Per saperlo basta precisare l’ universo. Se vogliamo restare dentro i numeri naturali quella sottrazione non si può fare. Se cambiamo universo e ci mettiamo in quello dei numeri interi relativi la sottrazione si può fare ed ha come risultato  -5.
10 – L’operazione di intersezione (
Il punto di partenza è un qualunque insieme X non vuoto, cioè X ( (. Questo insieme X può essere finito o infinito, avere tanti o pochi elementi. Esso è il nostro Universo. Di questo insieme X   costruiamo l’insieme P (X) di tutti i suoi sottoinsiemi. Fra i suoi elementi, che sono insiemi, ci sono anche l’insieme vuoto ( e l’insieme universo X. Consideriamo ora il prodotto cartesiano                P (X) x P (X). Ad ogni coppia ordinata (A, B) di elementi di P (X) x P (X) possiamo associare l’insieme formato da tutti e soli gli elementi di X che appartengono sia ad A che a B. Otteniamo un nuovo insieme di elementi di X cioè un elemento di P(X). Questo nuovo insieme si chiama “intersezione” degli insiemi A e B e si indica con A ( B. Con lo stesso termine “intersezione” si indica anche l’operazione che alla coppia ordinata (A, B) associa la loro intersezione A ( B.
La possiamo rappresentare in questo modo:

A ( B = ( x : x ( A e x ( B (
L’intersezione è una operazione binaria, interna e gode di diverse proprietà:
commutativa: A ( B = B ( A
associativa: A ( (B ( C) = (A ( B) ( C
esistenza dell’elemento neutro: A ( X = A

assorbimento: A ( ( = (
C’è anche una proprietà che stabilisce il collegamento fra intersezione ed unione (():

distributiva rispetto alla unione: A ( ( B ( C) = (A ( B) ( (A ( C)
Si tratta di proprietà abbastanza intuitive che possono essere efficacemente rappresentate con i diagrammi di Eulero-Venn. Ci si può avventurare anche nella loro dimostrazione con un metodo abbastanza standard: si considera un elemento che appartiene all’insieme che sta a sinistra della uguaglianza e si dimostra che appartiene anche all’insieme che sta a destra. In questo modo si dimostra che l’insieme di sinistra è contenuto nell’insieme di destra. Poi si fa il cammino opposto per concludere alla uguaglianza dei due insiemi.

E’ immediato vedere che l’operazione di intersezione è strettamente collegata con l’operazione “e” delle proposizioni.

Queste proprietà, con altre che non ho voluto ricordare e con le analoghe proprietà della unione, costituiscono quella che viene chiamata “l’algebra degli insiemi”.

11 – L’operazione di unione (
Anche per questa operazione il punto di partenza è un qualunque insieme X non vuoto, cioè X ( (. Questo insieme X può essere finito o infinito, avere tanti o pochi elementi. Esso è il nostro Universo. Di questo insieme X   costruiamo l’insieme P (X) di tutti i suoi sottoinsiemi. Fra i suoi elementi, che sono insiemi, ci sono anche l’insieme vuoto ( e l’insieme universo X. Consideriamo ora il prodotto cartesiano   P (X) x P (X).

 Ad ogni coppia ordinata (A, B) di elementi di P (X) x P (X) possiamo associare l’insieme formato da tutti e soli gli elementi di X che appartengono ad almeno uno dei due insiemi, cioè ad  A o a B. Questo “o” corrisponde al latino vel, cioè alla disgiunzione inclusiva. Otteniamo un nuovo insieme di elementi di X cioè un elemento di P(X). Questo nuovo insieme si chiama “unione” degli insiemi A e B e si indica con A (  B. Con lo stesso termine “unione” si indica anche l’operazione che alla coppia ordinata (A, B) associa la loro unione A ( B.

La possiamo rappresentare in questo modo:

A ( B = ( x : x ( A o  x ( B (.
L’unione è una operazione binaria, interna e gode di diverse proprietà:

commutativa: A (  B = B ( A

associativa: A ( (B (C) = (A ( B) (C

esistenza dell’elemento neutro: A (  ( = A

assorbimento: A  ( X = X
C’è anche una proprietà che stabilisce il collegamento fra unione e intersezione:

distributiva rispetto alla intersezione: A ( ( B ( C) = (A ( B) ( (A ( C)
Si tratta di proprietà abbastanza intuitive che possono essere efficacemente rappresentate con i diagrammi di Eulero-Venn. Ci si può avventurare anche nella loro dimostrazione con un metodo abbastanza standard: si considera un elemento che appartiene all’insieme che sta a sinistra della uguaglianza e si dimostra che appartiene anche all’insieme che sta a destra. In questo modo si dimostra che l’insieme di sinistra è contenuto nell’insieme di destra. Poi si fa il cammino opposto per concludere alla uguaglianza dei due insiemi.

E’ immediato vedere che l’operazione di unione è strettamente collegata con l’operazione “o” delle proposizioni.

Osservazione

Consiglio la lettura di 
C. Colombo Bozzolo, Primi elementi di logica, insiemi, relazioni, Editrice La Scuola, Brescia, 1993

C. Colombo Bozzolo, Logica, insiemi, relazioni. Proposte didattiche,  Editrice La Scuola, Brescia, 1993

Problemi

1 – Quanti sono i sottoinsiemi di un insieme di tre elementi?

2 – Perché, nonostante le apparenze, esiste un solo insieme vuoto?

3 – In una classe di 23 alunni 11 tifano Milan, 15 tifano Inter e 4 non tengono a nessuna squadra. Ci sono ragazzi che tifano per due squadre? Se si, quanti sono? Didatticamente conviene ricorrere ai diagrammi di Eulero – Venn?

4 – Un insieme A ha tre elementi ed un insieme B ne ha 7. La loro intersezione quanti elementi può avere al massimo? E al minimo? E la loro unione?

5 – “Pietro e Paolo sono apostoli di Gesù Cristo.” E’ una sola proposizione o sono due proposizioni?
6 – “3 e 5 sono numeri primi”. Una o due proposizioni?

7 – “3 e 5 sono numeri primi fra di loro”. Una o due proposizioni?

8 – Gli apostoli erano 12; ora Pietro e Giovanni era no apostoli; quindi Pietro e Giovanni erano dodici. Dove sta l’inghippo?

9 – Di che cosa è negazione la parola “nessuno”?

10 – Scrivere il numero 100 usando solo la cifra 9.

12 – Elevamento a potenza

I programmi del 1985, nelle Indicazioni didattiche, prevedevano “l’avvio della comprensione delle potenze e della loro scrittura” ed anche “la scrittura dei numeri cento, mille, diecimila,… mediante potenze del dieci, per giungere alla trascrizione di un numero con più cifre sotto forma di polinomio numerico”. Niente di tutto questo è previsto nelle Indicazioni del 2004, del 2007 e del 2012 per la scuola primaria. Le potenze sono sempre presenti nei programmi della scuola secondaria di primo grado e già ho riportato quanto dicono le Indicazioni del 2012.

Limitiamoci a parlare delle potenze nei numeri naturali.

Nell’elevamento a potenza ad una coppia ordinata (a, b) di numeri naturali noi associamo l’espressione ab. Il numero a è detto base ed il numero b è detto esponente.

Si studiano, poi, nella scuola media, le proprietà delle potenze:

il prodotto di due potenze aventi la stessa base è una potenza che ha come base la stessa base e come esponente la somma degli esponenti;
la divisione di due potenze aventi la stessa base è una potenza che ha come base la stessa base e come esponente la differenza degli esponenti.

Tenendo presente quest’ultima proprietà è chiaro che ab : ab = a(b-b) = a0 = 1.

Se ne deduce che qualunque sia la base a, numero naturale, a0 = 1.

Qui nasce un primo problema. Siccome fra i numeri naturali c’è anche lo 0, allora 00 = 1.

Ebbene, qualunque sia la definizione che si dà di elevamento a potenza, questa uguaglianza è assurda. I matematici studiano la forma di indecisione 00 nell’ambito del calcolo differenziale. Noi che cosa possiamo fare? Una cosa molto semplice: richiedere che la base a sia maggiore di zero:     a > 0. In altre parole, la base a di una potenza non appartiene ad N, ma ad N privato dello zero, insieme che abbiamo già indicato con il simbolo N0.
E l’esponente b? Su di esso non ci sono limitazioni e può assumere qualunque valore naturale.
Possiamo concludere che la coppia ordinata (a, b) è un elemento del prodotto cartesiano N0 x N. Questo è il dominio della operazione. E il suo codominio? Quali valori può assumere l’espressione ab? Tutti i valori naturali tranne lo zero: nessuna potenza è uguale a zero. Quindi ab è un elemento di N0. 
Tenendo presenti tutte queste precisazioni possiamo dire che l’elevamento a potenza è una operazione binaria interna.

Il secondo problema è quello della definizione [ che fornisce anche l’algoritmo di calcolo]. Normalmente si definisce la potenza come moltiplicazione ripetuta: 

ab = a x a x a….x a  (b volte)

 Essendo la moltiplicazione una operazione binaria, questa definizione ha senso solo quando b > 1. In altre parole, con questa definizione non si può dare un senso ai casi in cui l’esponente è 1 o 0. 
Per dare un senso a questi due casi si possono seguire due strade. 
La prima consiste nell’inserire questi due casi nella stessa definizione ponendo: a0 = 1; a1 = a ; ab  per b > 1 la definizione riportata prima. 
La seconda consiste nel dare la solita definizione per b > 1, ma occorrerebbe dirlo chiaramente, e poi stabilire  una esplicita nuova convenzione   ponendo  a1 = a  ed  a0 = 1. La sensatezza di questa convenzione risulterà chiara quando si farà la divisione delle potenze con la stessa base.
Problemi

1 – La somma di due numeri quadrati può essere un numero quadrato? In altre parole: dato a2 e b2 esiste un numero c tale che a2 + b2 = c2? Se si trovare a, b, c e darne una rappresentazione geometrica.

2 - Un uomo andava a Camogli con le sue 7 mogli. Ogni moglie aveva 7 sacchi, in ogni sacco ci sono 7 gatti ed ogni gatto ha 7 gattini. Marito, gattini, gatti, sacchi, mogli: quanti andavano a Camogli? Risolvere il problema usando le potenze. [Problema leggermente diverso da quello visto nel paragrafo della moltiplicazione]
3 – Prendere un foglio quadrato di carta dello spessore di 1 millimetro. Piegarlo una volta epoi ancora una volta, ecc. Dopo 10 piegature che spessore avrà il risultato?

4 – Può essere vera la uguaglianza: 3 a = a3? Se si, in quale mondo numerico?

5 – Provare a scrivere la proprietà associativa dell’elevamento a potenza. E’ vera?

CAPITOLO 5

OPERAZIONI SU OPERAZIONI

1 – Introduzione
Noi siamo abituati manipolare  certi oggetti matematici, come i numeri, con operazioni come l’addizione e la moltiplicazione. Consideriamo, per esempio, l’insieme Z dei numeri interi relativi. Noi sappiamo che in questo mondo è definita una 

· operazione binaria interna chiamata addizione e indicata con +

· l’addizione è associativa: (a + b) + c = a + (b + c)

· possiede un elemento neutro, lo 0:  a + 0 = 0 + a = a

· ogni numero (+a) possiede un suo opposto (-a) in modo che (+a) + (-a) = (-a) + (+a) = 0.

I matematici esprimono tutte queste proprietà che descrivono la vita sociale dei numeri interi relativi rispetto alla addizione con la parola “gruppo”. In altre parole, l’insieme Z rispetto alla addizione è un gruppo. Siccome l’addizione è anche commutativa, dicono che Z è un gruppo commutativo (o abeliano).

2 – Trasformazioni geometriche: la organizzazione sociale
Delle trasformazioni geometriche abbiamo già parlato nel capitolo dedicato alle operazioni unarie. Ora riprendiamo il discorso per presentare la loro organizzazione sociale. Per poterlo fare dobbiamo pensare le trasformazioni geometriche come “oggetti matematici” sui quali poter operare come sui numeri con una operazione binaria interna. Arriveremo alla conclusione che anche le trasformazioni geometriche sono organizzate in gruppo.
Indichiamo con T l’insieme delle trasformazioni geometriche piane e con f, g, h, ecc. le singole trasformazioni. Dobbiamo introdurre in T una operazione binaria interna analoga alla addizione in Z. 

Trattandosi di trasformazioni l’operazione più naturale che si presenta è quella di “applicazione successiva” chiamata anche “prodotto” o “composizione”. Spesso la si indica con il simbolo “*”. Per giustificare questi nomi, pensiamo di partire da un triangolo ABC e di applicargli una traslazione f. Otteniamo un nuovo triangolo A’B’C’ e possiamo scrivere: A’B’C’ = f (ABC). Adesso, al  nuovo triangolo A’B’C’ applichiamo una nuova traslazione g. Otteniamo un nuovo triangolo  A’’B’’C’’ e possiamo scrivere: A’’B’’C’’ = g (A’B’C’). In sostanza al triangolo ABC abbiamo prima applicato la traslazione f e successivamente, al risultato, abbiamo applicato la traslazione g. Questa è l’operazione “*” sulle trasformazioni e scriviamo g * f (si legge da destra a sinistra perchè prima abbiamo applicato la f e poi la g). Essendo le trasformazioni geometriche delle operazioni (unarie), l’operazione  “*”  è una operazione su operazioni.

Riprendiamo le uguaglianze di prima:

A’’B’’C’’ = g (A’B’C’), ma  A’B’C’ = f (ABC). Quindi A’’B’’C’’ = g(f (ABC)). 
Ecco la definizione generale della operazione “*”:

(g * f) (ABC) = g(f (ABC)). 

Naturalmente al posto del triangolo ABC possiamo mettere una figura F qualunque.
L’operazione “*” è 

binaria perché “lavora” su coppie ordinate (f, g) di trasformazioni geometriche. Il suo dominio è T x T;
interna perché il risultato è ancora una trasformazione geometrica. Il suo codominio è T.

Quali sono le sue proprietà? E’
associativa: (h * g) * f = h * (g * f). 

Tra le trasformazioni geometriche i matematici considerano anche la trasformazione identica (o identità), cioè la trasformazione che non cambia assolutamente niente, cioè trasforma ogni figura in sé stessa. La possiamo indicare con id, funziona da elemento neutro. Quindi  l’operazione  “*”   

possiede un elemento neutro:  f * id = id * f = f.  

Inoltre ogni trasformazione f, essendo biunivoca, possiede una inversa che fa ritornare tutto “al punto di partenza”. Quindi componendo una trasformazione f con la sua inversa otteniamo la identità. Indicando l’inversa di f con f-1 possiamo dire che rispetto alla operazione  “*” ogni f 

possiede una inversa : f * f-1 = f-1 * f = id.

Ormai lo sappiamo: tutti questi fatti vengono espressi con la parola “gruppo”. Possiamo concludere che l’insieme T delle trasformazioni geometriche rispetto alla operazione “*” è un gruppo.
Osservazione 1
L’introduzione di questa operazione sulle operazioni ci permette di sapere che cosa è una geometria per i matematici e, quindi, per noi. Quello che sto per scrivere risale al matematico tedesco Felix Klein che, nel 1872,  ha presentato la sua visione della geometria, visione ora universalmente accettata.

Per Klein una geometria è costituita da tre “ingredienti ” fondamentali:

1.
Un insieme di oggetti, le figure geometriche, che appartengono ad un certo 
ambiente, che può essere la retta, il piano, lo spazio o altro ancora.

2.
Un certo insieme di trasformazioni, le trasformazioni geometriche, che operano su 
questi 
oggetti.  Queste trasformazioni devono essere organizzate in gruppo nel senso 
matematico del termine.

3.
Un insieme di proprietà degli oggetti, proprietà geometriche, che non cambiano quando ad essi vengono applicate le trasformazioni: sono le proprietà invarianti rispetto alle trasformazioni.
Osservazione 2

Anche se non sono “aquile del lavoro” le traslazioni hanno una ottima organizzazione sociale.

Quando due traslazioni si mettono a lavorare una dopo l’altra, non perdono mai la faccia: quello che producono è sempre una traslazione. In altre parole componendo due traslazioni otteniamo ancora una traslazione. Questa composizione è sempre associativa. Quella fra le traslazioni è anche commutativa. L’identità è una traslazione ed ogni traslazione ha una inversa che è ancora una traslazione. Possiamo, quindi, concludere che le traslazioni formano un gruppo commutativo. Spesso l’operazione “*” fra traslazioni è indicata con il simbolo + e chiamata addizione.
Osservazione 3

Anche le rotazioni, oltre che le traslazioni, sono organizzate a gruppo. C’è, però, una condizione da rispettare. Non bisogna considerare tutte le possibili rotazioni del piano, come nel caso delle traslazioni, ma solo le rotazioni di centro assegnato. Ecco la proprietà:

le rotazioni di assegnato centro sono un gruppo commutativo rispetto alla composizione di trasformazioni geometriche.

La condizione da rispettare, rotazioni di assegnato centro,  è necessaria perché il prodotto di due rotazioni con centri diversi può non essere una rotazione. Le rotazioni, però, hanno un vantaggio sulle traslazioni: ci sono figure limitate che hanno il loro “gruppetto” di rotazioni che le trasformano in sé.
Prendiamo, come esempio, il triangolo equilatero ABC.

Chiamiamo R1 la rotazione che manda A in B, B in C, C in A (rotazione di 120°); R2 quella che manda A in C, B in A, C in B (rotazione di 240°); R3 quella che manda A in A, B in B, C in C (identità) e compiliamo la tabella.

	*
	R1
	R2
	R3

	R1
	R2
	R3
	R1

	R2
	R3
	R1
	R2

	R3
	R1
	R2
	R3


Questa è la tabella del gruppo delle rotazioni che trasformano che trasformano in sé il triangolo equilatero.

Problemi
1 – Scrivere la tabella del gruppo delle rotazioni che trasformano in sé un quadrato.

2 – L’insieme delle simmetrie assiali formano gruppo rispetto alla operazione “*”? Perché?

3 – Che cosa si ottiene componendo due simmetrie assiali rispetto ad assi incidenti? E rispetto ad assi paralleli?
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