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L MEMOIRE

LU A LA PREMIERE CLASSE DE L'INSTITUT,

EN FEVRIER 18113

- Par A. L. CavcHy, Ingénieur des Ponts er Chaussées.

RECHERCHES SUR LES POLYEDRES:

- L& Mémoire que jai 'honneur de soumettre & la Classe, contient
diverses recherches sur fa géométrie des solides. La premiére partie
offre fa solution de la question proposée par M. Poinsot, sur le nombre
des polyedres réguliers que I'on peut construire; 1a seconde partie ren-
ferme la démonstration d’'un théoréme nouveau sur les polyedres en
‘gcneral

PREMIERE PARTIE.

- M. Poinsot, dans son Memoire sur les Polygones et les Polyédres, aprés
avoir donné fa description de quatre polyédres d'une espéce supérieure
a celle que Fon a coutume de considérer, pose la question suivante :
« Est-il impossible qu'il existe des polyédres réguliers, dont le nombre de-
faces ne serait pas un de ceux-ci, 4, 6, 8, 12, 202 Voila, ajoute-t-il,
une question qui mériterait d'étre approfondie, et qu'il ne parait pas
facile de résoudre en toute rigueur. »
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Il est vrai que la diversité des méthodes dont M. Poinsot s'est servi
pour faire dériver les trois nouveaux dodécatdres, et le nouvel icosatdre
du dodécatdre et de licosaédre ordinaire, laisse en doute la possibilité
de résoudre la question précédente; mais, en généralisant quelques
principes renfermés dans le mémoire méme de M. Poinsot, on parvient
a faire dériver les polyedres réguliers d'espéces supérieures de ceux de
premiére espéce, par une méthode simple et analytique qui conduit
immédiatement a la solution de la question proposée. ‘

11 est facile de voir, et M. Poinsot en a fait I'observation, n.° [1 5.j de
sor mémoire, qu'on peut former tous les polygones d’espéces supérieures,
en prolongeant les c6tés des polygones réguliers de méme espéce.

Les polyeédres réguliers d’espéces supérieures dérivent d’'une manieére
analogue des polye¢dres réguliers de premictre espéce, et 'on peut former
tous. les nouveaux polyedres réguliers, en prolongeant les arétes ou les
faces des polyddres réguliers déja connus.

Ainsi, par exemple, en prolongeant dans le dodécaédre ordinaire les
arétes qui forment les c6tés des douze pentagones, on obtient le dodé-
catdre étoilé de seconde espéce.

Si, dans le dodécaedre ordinaire, on prolonge le plan qui contient
chaque face jusqu'a la simple rencontre des plans des cing_faces. qui
entourent la face opposée, on obtiendra le dodécaédre de troisieme es-
péce, compris comme le dodécaédre ordinaire -sous des pentagones de
premicre espéce. ‘

Enfin, si Ton prolonge les arétes qux, dans le dodécaedre de tronsnéme ‘
espéce, forment les c6tés des douze pentagones, om obtiendra le dodé-
caédre de quatri¢me espeéce. -

On obtiendra licosa¢dre de septiéme espéce, en prolongeant chaque
face de l'icosatdre ordinaire jusqu'a -la rencontre des plans des ‘trois
triangles qui entourent la face opposée a celle que I'on considére.

Ce que. nous venons d'observer relativement aux quatre polyédres
d’espéces supérieures, a lieu en général; c'est-a-dire, qu'on ne pourra
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construire des polyedres réguliers d’espéces supérieures, qu’autant qu'ils
résulteront du prolongement des faces ou des arétes de polyedres régu-
liers de méme ordre et de premicdre espéce,

En effet, supposons que l'on soit parvenu d’'une manitre quelconque
a construire un polyedre régulier d'espéce supérieure. Transportons-
nous par la pensée au centre de la sphere inscrite. Les plans qui com-
prennent les différentes faces du polyeédre, présenteront & ['ceil de
I'observateur placé & ce centre, la forme d'un polyddre convexe de
premiere espece, qui sert comme de noyau au polyédre donné d’espéce
supérieure. Je dis de plus, que la régularité du polyeédre d’espéce supé-
rieure entraine nécessairement la régularité du polyedre de premiere
espece qui lui sert de noyau.

Pour le prouver, revenons a la définition des polyedres réguliers. Un
polyedre régulier d'une espéce quelconque, est celui qui est formé par
des polygones égaux et réguliers, également inclinés f'un sur fautre, et
assemblés en méme nombre autour de chaque sommet. II suit de cette
définition, que si 'on construit un second polyédre régulier égal au
premier, et que Ion désigne par des numéros 1, 2, 3, 4, &c. les faces
correspondantes des deux polyeédres, on pourra faire coincider le second
polyédre avec le premier, en plagant I'une quelconque des faces du
second sur une face déterminée, par exemple sur la face n.° 1 du pre-
mier, et en commencant par faire coincider dans ces deux faces deux
quelconques de leurs arétes. Réciproquement, si deux polyddres égaux
satisfont & [a condition précédente, on pourra en conclure avec siireté
qu'ils sont réguliers : car, puisqu’on pourra faire alors coincider chacune
des faces du second avec une face déterminée du premier, en com-
mengant par faire coincider deux arétes quelconques de ces deux faces,
il s'ensuivra que les différentes faces sont des polygones égaux et régu-
liers ; et puisqu'en faisant coincider deux faces quelconques prises &
volonté, on fait coincider toutes les autres, on en conclura que les dif-
férens angles di¢dres sont égaux’, ou ce qui revient au méme, que les
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faces sont égalemeut inclinées T'une a lautre, et assemiblées en méme
nombre autour de chaque sommet.

Cela posé, considérons un polytdre régulier d’espéce supérieure,
ayant pour noyau un polyedre de premitre espéce et de méme ordre,
dont la régularité n'est pas encore démontrée. Construisez un second
polyédre d’espéce supérieure égal au premier; vous construirez en méme
temps un second polyédre de premiére espéce égal & celui qui formait
le noyau du polyedre régulier donné; désignez maintenant par des nu-
méros 1, 2, 3.... les différentes faces correspondantes des deux po-
lyédres d'espece supérieure, et par les mémes numéros 1, 2, 3... les
faces des polyedres de premitre espéce qui sont renfermées dans les
mémes plans que celles affectées de ces numéros dans fes polyedres d’es-
péce supérieure. De quelque maniére que vous fassiez coincider fes deux
polyedres d’espéce supérieure, les deux polyédres de méme espece, com-
pris sous les mémes faces, coincideront aussi; et comme 'on peut faire
coincider les deux polyédres réguliers d'espece supérieure, en plaant
une face quelconque du second sur une face déterminée du premier, il
sensuit qu'on peut faire coincider de la méme maniere les deux polyédres
de premitre espéce. Par suite, les différentes faces des deux polyédres
de premiére espéce sont toutes égales entre elles, également inclinées
Fune sur l'autre, et assemblées en méme nombre autour de chaque:
sommet. ' '

II nous reste a prouver que les différentes faces de chaque polyédre
de premicre espéce sont des polygones réguliers. Pour y parvenir, it
suffit d’observer, que si f'on fait coincider d’'une manitre quelconque une
des faces du second polyedre d’espéce supérieure avec une face déter-
minée du premier polyé¢dre de méme espéce, les deux faces qui portent
les mémes numéros dans les polyedres de premitre espece coincideront
aussi : or, supposons que le nombre des ctés de chaque face soit Cgal
a n dans les deux polyedres d’espece supérieure. Ii y aura n maniéres dif-
férentes d'opérer la coincidence de deux faces de ces polyddres ; et par
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suite, il y aura aussi # maniéres d’opérer la coincidence des faces cor-
respondantes des deux polyédres de premiére espéce. Or, on ne peut
satisfaire & cette condition, qu'en supposant les faces des polyedres de
premiére espece égales, ou a des polygones réguliers de f'ordre 7, ou &,
des polygones semi-réguliers d'un ordre au moins ¢égal a 2#; dlailleurs,
il est facile de voir que ce dernier cas ne peut exister : car, comme on
ne peut supposer # = 2, il faudrait que l'on edt au moins 271 =26;
et dans ce cas, l'on aurait des polyedres de premiére espéce, dont toutes
les faces auraient au moins six cotés, ce qui est impossikle. .

I est donc prouvé maintenant, que dans un ordre quelconque on ne
peut construire de polyédres réguliers d’une espéce supérieure, qu'autant
qu'ils résultent du prolongement des arétes ou des faces des polyedres
réguliers de méme ordre et .de premicre espéce qui leur servent.de
noyau; et que, dans chaque ordre, les faces des polyédres d’espéces supé-
rieures doivent avoir le méme nombre de c6tés que celles des polyédres
de premicre espéce. .

Il suit d’abord de ce qui précéde, que, comme il n’y a que cinq ordres
de polyedres qui fournissent des polyedres réguliers de premiére espéce,
on ne peut chercher que dans ces cinq ordres des polyédres réguliers
d’espece supérieure. Ainsi tous les polyédres réguliers, de quelque espéce
qu'ils soient, doivent étre des téiraédres, des hexaédres, des octaddres,
des doddcaedres, ou des icosaedres. De plus, tous les tétraédres, octaédres
et icosatdres, de quelque espéce qu'ils soient, doivent avoir pour faces
des triangles équilatéraux, les hexaédres des carrés, les dodécaédres des
pentagones réguliers de premiére ou de seconde espéce. Voyons main-
tenant combien chaque ordre renferme d’espéces différentes.

Afin de répandre plus de jour sur cette discussion, jobserverai,

" 1.° Qu'on ne peut, des polyedres réguliers de premiére espéce; déduire

des polyedres réguliers d'espéces supérieures, quen prolongeant fes
arétes des faces déja existantes, ou en formant de nouvelles faces ;

2.° Que le dodécaddre est le seul polyedre régulier duquel on puisse

' obtenir
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obtenir des espéces différentes; en prolongeant les arétes des faces, parce

qu'il existe deux espéces de pentagones, tandis qu il n'existe qu'une es-
péce de triangle et une espéce de carré;

.2 Que, dans le cas ot I'on forme de nouvelles faces, on ne peut les
obtemr qu'en prolongeant chacune des faces du polyédre de premiére
espéce, jusqu'a la rencontre de plans qui comprennent des faces non
voisines de celles que I'on considére ; ’

4.°> Que ces dernitres doivent étre en nombre égal é celui des faces
voisines de celles que P'on consldére et avoir toutes sur celle—cl et entre
elles une égale inclinaison.

Dans {e tétratdre, chacune des quatre faces est voisine des‘trois autres,
dou il suit qu'on ne peut obtenir de nouvelles faces, en prolongeant:

celles qui existent: il n’y a donc qu’'un seul tétra¢dre, celui de premxére
espéce.

Dans i’hexaédre, les faces qux ne sont pas voisines sont paralltles, et

par conséquent ne peuvent se rencontrer : il n’y a donc. aussi qu'un
hexaedre, celui de premxére espece. -

L'octa¢dre ordmzure peut étre considéré comme formé par deux faces
opposées et comprises dans des plans paralléles, dont chacune est avoi-
sinée par trois autres faces également inclinées sur elle et sur son op-
posée. Si donc on peut espérer de former un nouvel octaddre régulier,
ce ne peut étre qu'en prolongeant jusqu'a fa rencontre de chacune des
faces les plans qui contiennent les trois faces voisines de celle qui fui
est opposée : or cette construction, au lieu de donner un octaédre
régulier d'espéce supérieure, donne un solide double formé par deux
tétratdres qui se traversent mutuellement. Clest:ainsi qu'en prolongeant
les cbtés de I'hexagone ordinaire, on obtient deux triangles équilatéraux
en croix f'un sur l'autre, au lieu d’'un hexagone de seconde espéce.

Si dans le dodécaddre ordinaire on prolonge les c6tés des douze pen-

tagones, on aura, ainsi que M: Pom.rotla observé, un dodécatdre régu-
lier -de seconde espéce: .

XVL1.¢ Cabkier, : K



74 GEOMETRIE,

Pour obtenir d’autres dodécagdres, il faut trouver le moyen de pro-
longer, jusqu’a fa rencontre de chaque face du dod¢catdre ordinaire, cing
faces non voisines et également inclin¢es sur elle. Or, Je dodéca¢dre or-
dinaire peut étre considéré comme formé par deux faces opposées situées
dans des plans paréll,élgs, et dont chacune est avoisinée par cinq autres
faces égalem,ent_' inclinées sur elle et sur son opposée. Si donc on peut
construire d'autres dodéca¢dres ‘que ceux décrits ci-dessus, ce ne peut
étre qu'en prolongeant chaque face du dodécatdre ordinaire jusqu'a la
rencontre des Plans qui contiennent les cinq voisines de {a face opposée.
Les intersections de ces cinq plans avec la face que I'on considére, for-
ment deux pentagones réguliers, 'un de premicre et Lautre de seconde
espéce. Ces deux pentagones représentent les faces des dodécatdres ré-
guliers de troisi¢me et de quatrié}ne espéce. .

Dans I'icosaddre ordinaire, en choisissant pour base une des faces
prise & volonté, on trouve, comme dans les trois ordres précédens, une
autre face opposée et située dans un plan paralféle. Si I'on classe les
triangles compris entre ces deux faces par séries, en renfermait dans une
méme série ceux qui sont également inclinés sur fa base, ou, ce qui
revient au méme, sur fa face opposée ; on trouvera que fes dix-huit
triangles restant forment quatre séries; savoir :

~1.* Une série de trois triangles voisins de la base;

2.0 Une série de trois triangles voisins de la face opposée;

3.° Une série de six triangles, dont chacun n'a.qu'un sommet de
commun avec la base; -

4.° Une série de six triangles, dont chacun n'a qy'un sommgt de
commun avec la face opposée. '

Désignons les triangles de la troisidme.et de Ia quatridme série par des
numéos 1, 2, 3, 4, 5, §; en sarte que deux numéros consécutifs i-ndir'
quent deux triangles qui se touchent par upe. apéte. our pgr.up sommet.
La base d’'un noeuvel icosatdre régulier ne pourra éire formée que. par
Pintersection de la base de icosaddre donné avec. trois triangles de¢ I3
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mérhe série, égalethent inclinés I'un sur l'autre. Céla posé, il est facile
de voir qu'on ne peut espérer d'obtenir la base d’'un nouvel icosatdre
que de cinq manidres ; savoir, en prolongeant, jusqu’a la rencontre du
plan de {a base donnée,

1.° Les plans qui contiennent les trois triangles de la seconde série ;

2.° Les plans qui contiennent les triangles 1, 3, 5 de la troisi¢me série;

3.° Les plans qui contiennent les triangles 2, 4, 6 de la troisi¢me série;
4.° Les plans qui contiennent les triangles 1, 3, 5 de la quatriéme série;
5-° Les plans qui contiennent les triangles 2, 4, 6 de la quatrieme série.

Si I'on étend de proche en proche les cinq constructions précédentes
aux différentes faces de l'icosatdre ordinaire, on obtiendra les résultats
suivans : :

1.° En suivant la premiére construction, on passera sur toutes les
faces, et on obtiendra licosaédre de septiéme espéce, décrit par M.
Poinsot ;

2.° En suivant [a seconde ou la troisitme construction, on ne passera
que sur huit faces, et on obtiendra simplemert un éctaddre régulier de
premicre espece ;

3.° En suivant la quatritme et la cinqui¢me construction, on ne
passera que sur quatre faces, et on formera simplement un tétraédre
régulier.

11 suit de ce qu'on vient de dire, qwon ne peut former dautres po-
lyedres réguliers d'espéces supérieures que les quatre décrits par M.
Poinsot. .

La théorie précédente fournit encore le moyen de calculer I'angle
compris entre deux faces qﬁe!conques d’un polyédre régulier, lorsqu’on
connait les angles formés par_ les faces adjacentes dans le tétratdre, le
dodécaddre et licosaédre de premitre espéce.

En effet, soient a, 3, v ces trois angles;

L'angle compris entre deux faces du tétraédre sera toujours a.

K 2
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Dans {'hexatdre, deux faces adjacentes se coupent 4 angle dront deux
faces non adjacentes sont paralleles. . '
Dans foctaddre, les. faces sont paralléles deux & deux. L’angle' com-
pris entre deux faces non paraliéles, est représenté par
o — a '
quand les deux faces sont adjacentes, et par « quand elles ne le sont pas.

Dans le dodécatdre, les faces sont paralltles deux a deux. L’angle
compris entre deux faces non paralléles, est représenté par B quand les
deux faces sont adjacentes, et par

m—RA
quand elles ne le sont pas.

Dans Ficosaédre, les faces sont encore parallc[es deux & deux. L’angle
compris entre une face et les faces voisines étant v, Pangle compris
entre la méme face et celles qui avoisinent la face opposée, sera

wT—Y

enfin, P'angle compris entre deux faces,. dont 'une n’est pas adjacente
a l'autre, ni a la face opposée, sera représenté ou par « ou par

N — d.

SECONDE PARTIE

Evier a déterminé le premier dans les ' Memoires de Pétersbourg, .
année 1758, la relation qui existe entre les différens élémens qux com-
posent la surface d'un polyédre ; et M. Legendre, ‘dans ses Elémens de
géometrie, a démontré d’une maniére beaucoup plus simple le théoréme
d’Euler, par la considération des polygones sphériques. Ayant été conduit
par quelques recherches & une nouvelle démonstration de ce théoréme,
- je suis parvenu & un théoréme plus genéral que celux dEuIer et dont
voici Yénoncé, v - -
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Si Pon décompose un polyédre en tant d’autres que T'on voudra, en
prenant & volonté dans lintérieur de nouveaux sommets; que f'on re-
présente par P le nombre des nouveaux polyédres'ainsi formés, par S
le nombre total des sommets, y compris ceux du premier pofyedre, -
par F le nombre total des faces, et par A le nombre total des arétes,
on aura ' . '

S+ F=A~+ P+ 1; (1)
cest-a-dire , que la somme faite du nombre des sommets et de celui des
faces surpassera d’'une unité la somme faite du nombre des arétes et de
celui des polyedres. » | .

It est facile de voir que le théoréme d’Euler est un cas particulier du
théoréme précédent ; car si T'on suppose tous les polyedres ) rédults i un
seul, on aura

. P =,
et I'¢ quatxon (1 ) se réduira a celle-ci,
S+ F=A+ 2. (2)

On dedult encore de léquauon (1) un second théoréme rélatif a la
géométrie plane; car si I'on suppose que tous les polyeédres étant réduits’
a un seul, on détruise ce dernier en prenant une de ses faces pour base,’
et transportant sur cette face tous les autres sommets sans changer leur
nombre, on obtiendra une figure plane composée de plusieurs polygones
renfermés dans un contour donné. Soit F' le nombre de ces polygones,
S le nombre de leurs sommets, A celui de leurs c6tés, on obtiendra la
relation qui existe entre ces trois nombres, en faisant, dans la formule
générale, P =0, et I'on aura alors

J+F_A+h,'@

,:i’[)u Pon conclut que la somme faite du nombre des polygones et de
lui des sommets surpasse d’'une unité le nombre des droites qui forment
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les contours de ces polygones. Ce dernier théoréme est, dans la géométrie
plane, I'équivalent du théor¢me général dans la géométrie des polyedres.

Nous pourrions démontrer immeédiatement le théoréme général ren-
fermé dans I'équation (1), et en déduire comme corollaires les deux
autres théorémes. Mais afin de faire mieux connaitre {'esprit de cette
démonstration, nous allons commencer par démontrer d’'une manicre
analogue le dernier théoréme renfermé dans I'équation (3).

. Il est d'abord facile de faire, dans les divers cas particuliers, {'appli-
cation de ce théoréme.

Supposons, par exemple, que fe contout donné soit le périmétre d'un
triangle, que I'on prenne un point dans Pintérieur, et que de ce point
aux trois sommets on meéne trois droites, on formera trois triangles dans
le comour donné. Ces trois triangles formeront quatre sommets, et le
nombre des droites qui forment leurs cOtés, sera égal & 6 : or 6, augs
menté de I'unité, donne la méme somme que 4 plus 3, ce qul vérifie le
théoréme.

Supposons, en second lieu, que le contour donné soit. un quadrila-
tére, que l'on prenne un point dans l'intérieur, et que de ce point aux
quatre sommets on méne quatre droites , on formera quatre triangles
dans le contour donné. Ces quatre triangles formeront cinq sommets
et huit cétés : or,

841 =443,
ce qui vérifie le théoréme. |

Supposons enfin que le contour donné soit un polygone de # cétés,
et que Font prenne dans l'intérieur un point que I'on joigne aux » som-
mets du polygone par # droites. Les # triangles que I'on formera par ce
moyen, fourniront un nombre de sommets égal & n—+1, et un nombre
de cOtés égal & 2n: or 2n, augmenté de ['unité, est égal 4 la somme
faite de n et de'n—1, ce qui vérifie le théoréme.

Passons maintemant au cas général, et supposons an nombre F de
polygones renfermés dans un contour donné, Soit § le nombre des
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-sommets de ces polygones, et 4 le nombre des droites qui forment feurs
cbtés. Décomposons chacun des polygones en triangles, en menant d’'un
de ses sommets aux sommets mon voising des diagonales. Soit » le
nombre des diagonales tracées dans les différens polygones, F—n sera
fe nombre des triangles résultant de la décompesition des polygom\es, et
. A1 sera le nombre des cbtés de ces triangles. Le nombre de leurs
sommets sera fe méme que celui des sommets du polygone, ou S. Sup-
posons maintenant que I'on enléve successivement les différens trian gles,
.de maniére & n’en laisser subsister & la fin qu’un seul, en commengans
par ceux qui avoisinent te contour extérieur, et n’enfevant dans fa suite
que ceux dont un ou deux cdtés auront été réduits, par les suppressions
antérieures, A faire partie du méme contour. Soit 4 le nombre des
triangles qui ont un c6té compris dans le contour extérieur au moment
ot on les enléve, et 4* te nombre des triangles qui ont alors deux c8téd
compris dans le méme contour. La destruction de chaque triangle sera
suivie, dans le premier cas, de la destruction d’un cdté, et, dans le
second cas, de la destructiop de deux €étés et d'un sommet. Il suit de
I3, qu’au moment ou on aura détruit tous les triangles, a I'exception d'un
seul, le nombre des triangles détruits étant de

¥ =+ K,
celui des cbtés détruits,, sera
| K+ 2k,
et celui des sommets détruits,
A"
Le nombre des triangles restans sera donc alors
Fean— (K+#F)=1,
celui des cbtés restans, C
A — (Fak) =5

et celui des sommets restans,

S—K=3
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Si I'on ajoute la premiére équation 4 la troisime, et qu'on retranche
la. seconde, on aura
S+ F—A4=1,
ou : ‘ .
(3) S+F=A+1,
ce qu'il fallait démontrer,

On peut encore arriver 4 la méme équatxon sans employer la décom=
posmon des polygones en triangles. En effet, supposons les divers po-
~ lygones réunis successivement atour de 'un d'entre-eux pris 4 volonté.
Soient a et s les nombres de c6tés et de sommets du premier polygone,
d’ et s’ les nombres de cOtés et de sommets du second polygone qui ne
lui sont pas communs avec le-premier, 4" et s" les nombres de cétés
et de sommets du troisitme polygone qui ne lui sont pas communs avec
les deux premiers, &c., vous aurez les équations suivantes:

a=s3s,
=4+ 13
. a'= -fli-l— l‘r
&e.

“En ajoutant toutes ces équations qui sont en nombre égal & F, et
observant que

a+d +a"+&. = A, s+ 45+ & =J, -
on aura ['équation | o |
A=S85 4+ F — 1,
équivalente & celle trouvée cx-dessus.

- Corollaire. Si T'on représente par a et par s les cdtés et sommets
compris dans le contour extérieur, par a, et s, les cdtés et sommets ren-
fermés dans l'intérieur du méme contour, on aura

SHs5=3C8, a+4a=2A;

et
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et comme ['on aura aussi s==a, I'équation (3) deviendra
s, +F=a —+ 1,

dou 1[ résulte que le nombre des sommets intérieurs, augmenté du

nombre des polygones, est égal au nombre des cbtés intérieurs augmenté
de Yunité.

Le .théoréme d’Euler est une conséquence immédiate du théoréme
tenfermé dans I'équation

S—l—F:A—I—'I.

En effet, supposons que. F représente le nombre des faces qui composent
la surface convexe d’un polyedre, et que § et A soient les nombres de
sommets et d’arétes renfermées dans cette méme surface. Si, dans la sur-
face du polyédre, on suppi‘ime une des faces, les faces restantes, dont
le nombre sera F—1, pourront étre considérées comme formant une
suite de polygones renfermés dans le contour de la face supprimée;
et par suite les nombres §, A et F— 1 devront satisfaire au théoréme
. démontré. En effet, soit que les polygones soient compris dans un seul
et méme plan, ou dans des plans différens, le théoréme n'en existe pas
moins, puisqu’il ne dépend que du nombre des polygones et du nombre
de leurs élémens. On aura donc, en considérant la surface d’un polyedre, .

S+ (F—1) = A4 + 1,

| S+ F=A 4 2, (2)
ce qui renferme le théoréme d’'Euler.
Je reviens maintenant au théoréme général dont les deux théorémes

précédens ne sont que des cas particuliers, et je vais commencer par en
faire l'application & quelques cas simples.

Supposoris d'abord que f'on prenne un point dans Pintérieur d'une
pyramide triangulaire, et que de ce point aux quatre sommets, on méne
quatre droites, on .séparera la pyramide donnée en quatre nouvelles
pyramides triangulaires, qui formeront cinq sommets, dix faces et dix

XV1© Ca/tier: : L
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arétes. Dans ce cas, fa somme faite du nombre des arétes et du nombre
des polyedres est quatorze; celle du nombre des sommets et du nombre
des faces étant quinze, surpasse quatorze d’une unité; ce qui vérifie le
théoréme.

Supposons, en second lieu, que d’'un point pris dans Yintérieur d'un
hexa¢dre, on meéne huit droites aux huit sommets, '’hexa¢dre sera par-
tagé en six pyramides quadrangulaires, qui formeront neuf sommets,
dix-huit faces et vingt arétes. Dans ce cas, le nombre des arétes et celui
des polyedres forment une somme égale & vingt-six; la somme faite du
nombre des faces et de celui des sommets étant vingt-sept, surpasse la
premi¢re d’une unité, ce qui vérifie le théoréme.

Supposons. enfin que I'on prenne un polyédre quelconque, dont la
surface renferme un nombre f de faces, un nombre a d'arétes, et un
nombre s de sommets; et que d'un point pris dans lintérieur duw
polyeédre on mene s droites aux différens sommets. On divisera le po-
lyedre en autant de pyramides qu'il y avait de faces; et Yon formesa &
FYintérieur autant de faces qu'il y avait d’arétes a I'extérieur, et autant
d’arétes qu'il y avait de sommets & V'extérieur. On aura donc en tout f
pyramides qui formeront s~ 1 sommets, f—+a faces, et a— s arétes.
Dans ce cas, le nombre des pyramides et celui des arétes forment une
somme égale &

S+ (a—+3s),
et le nombre des faces forme avee celui des sommets une somme égale

2

(f+a) + (s + 1} .
Cette derniére somme surpasse la premitre d'sne unité, ce qui vérifie
le théoréme,

Considérons maintenant le théoréme dont il s'agit dans e cas fe plus
général, et supposons un nombre P de polyddres renfermés dans un
polyedre donné. Soient S le nombre des sommets de ces divers polyedres,
£ le nombre de leurs faces, 4 le nombre de leurs arétes, Divisons toutes
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fes faces en triangles par des diagonales, et soit # le nombre de ces dia-
gonales , le nombre total des triangles dans lesquels les faces des dif-
férens polyédes seront divisées, sera F'—+n. Supposons maintenant que
fon décompose chaque polyédre en pyramides triangulaires, en faisant
passer par un des sommets et les c6tés des triangles non adjacens des
faces triangulaires. Soient P-+p le nombre des pyramides ainsi formées
dans les différens. polyedres, 4 le nombre des nouvelles arétes qui en
résultent. Le nombre des nouveaux triangles qui forment les faces de
ces pyramides sera p—+a. Pour s’en convaincre, il suffit d'observer que
si, parmi ces différentes pyramides, on construit d’abord celles qui avoi-
sinent la surface de chaque polyédre, on n'aura jamais, pour former
chaque pyramide, qu'une ou deux faces nouvelles & construire ; et qu’il
en résultera, dans le premier cas, une nouvelle pyramide seulement ;
dans le second cas, une nouvelle pyramide et une nouvelle aréte. Il suit
de fd, quaprés la décomposition des polyédres en pyramides triangu-
laires, le nombre total des pyramides étant .

P+ p,
et celui des arétes étant

A—+ 1+ a,
celui des faces sera ‘

i Fa4n—+a—+p
Quant & celui des sommets, il sera toujours égd ad.

Supposons maintenant que on enléve successivement du polyedre
total les diverses pyramides triangulaires qui le composent, de maniére
i n’en laisser subsister & la fin qu’une seule, en commengant par celles
qui ont des triangles situés sur la surface extérieure du polyedre donné,
et n’enlevant dans la suite que celles dont une ou plusieurs faces auront
été découvertes par des suppressions antérieures. Chaque pyramide que
I'on enlévera, aura une, deux ou trois faces découvertes. Soit p’ le
nombre des pyramides qui ont une face découverte au moment ol on
les enleve, p" le nombre des pyramides qui ont alors deux faces décon-

L 2
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vertes, et p” le nombre des pyramides qui ont alors trois faces décou-
vertes; la destruction de chaque pyramide sera suivie, dan; le, premier
‘cas, de la destruction d’'une face; dans le second cas, de la destruction
de deux faces et de I'aréte commune & ces deux faces; dans le troisiétme
cas, de la destruction d’'un sommet de trois faces et de trois arétes. Il suit
de 14, qu'au moment ol on aura détruit toutes les pyramides, & V'excep-
tion d'une seule, le nombre des sommets détruits sera

P ’
celui des pyramides détruites,

p—+p +p7
ceIu1 des triangles détruits,
| P 2p" 4 397,
et celui des arétes détruites, .
’ P —+ 3p”.
Le nombre des sommets restans pourra donc étre représenté pas
S —p" =4,
celui des pyramides restantes, par
Pep—(V+p +r ) =
celui des trlangles restans, par
Frbn-d-ap—(p'+2p"+3p") =4; -
et celui des arétes restantes, par
A~ n—+a— (p+3p") =6

Si 'on ajoute la premitre des équations précédentes a Ia troxsnémc,
on aura

SH+F4+n4 a4 p— '(p’—l-,zp"-—'F'zip”'}_ = 8,
Si I'on ajoute la seconde 3 1a quatritme, on aura

A"-!—P+n+a+p¥-(p'+zp"+4p"?=7._
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Si Pon retranche l'une de Fautre, les deux équations que nous venons
de trouver, on aura

S—l—F-—.-A—-P—T—'I{

ou : .
S+ F=A+ P+ 1 c. q. f. d.

On peut encore arriver & Péquation précédente, sans avoir.recours i
la décomposition des polyedres en pyramides triangulaires. En effet,
supposons les divers polyédres réunis successivement autour de 'un d’eux
pris & volonté. Soient a, f et s les nombres d’arétes, de faces et de som-
mets de ce premier polyedre; 4, /', s’ les nombres des arétes, faces et
sommets du second polyédre, qui ne lui sont pas communs avec le
premier; a', f", 5" les nombres des arétes, faces et sommets du troisitme
polyedre, qui ne lui sont pas communs avec les deux premiers : vous
aurez, en vertu du théoréme d’Euler, et du théoréme sur les polygones

( Voyez le Corollaire , page 80.)
sS4 f=a -+ 2,
S A-f=ad + 1,
S'+f=a"+ 1,
&e.

En ajoutant ces équations, qui sonf en nombre égal 4 P, et obéexj—
vant que .
s+ 45"+ &. =S, f+f +f" 4 &.=F,
a+d—+ad 4+ &.=A4,
on aura
S+F=A~+ P+ 1. (3)
Corollaire. Si 'on représente par s, a et f les nombres de sommets;

arétes et faces compris dans la surface extérieure du polyedre donné, par
5,, a, et f, les nombres de sommets, arétes et faces situés & l'intérieur,
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on aura
S=s~+3s, A:a-+—al, F 4 f+f.
On aura dailleurs, en vertu du théorémre d’Euler,
s+ f=a-+ P +4 2.
Par suite, I'équation (3) deviendra

s, +f =a -+ P+ 1,




