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'DOCTRINAE SOLIDORVM.

an

AYCT L EVLERO.

§ x.

'Quemadmodum Geometm i contemplatxcme ﬁgur’a=
. rim planarum verfatur , et quae de lmeis et angu-
lis in ea traduntar, ad efus proIegomena ref?:renda fint
ita Stereometria in coutemplatmne {olidorum occtpatur ,
ct quae ibi de Iinclinatione planorim angulisque . folidis
explicantur, eius quoque. tanquam prolegomena . fant
fpeGanda. .

§. 2. Solidum eft extenfum trinmt dimenfionuen: ¥ndi-
que terminatum, perinde atque fuperficies definitur per ex-
tenfum dvaram tantum dimenfionum. - Duaé avtem {0li-
dorum conftitnendae funt claffes, prout eorum ambitus
figniis fine planis, five conuexis concauisue includitur,

§. 3. Hic eamn tantmn claffem folidorum, quae vndi-
que figuris planis includuntur, contemplari conﬁltm, perinde
atque Geometria a figneis reilineis exorditur ; €t quem-
admodum figurarum - recilinearom in genere plures in-
* figies. proprietates (unt -annotatze j ita folidorum *huius
claffis non nnilas proprietates generales eruere conabor.

) §. 4 Quanquam anterh Stereometria fam fatls di-
ligenter elaborata videtur , i eaque praeter theoriam in-
0 3 cling-
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clinationis planorum et angulorum folidorum , formacio
plurium folidorum ac potiffimum  corpornm regularivm
doceri folet ; tamen vbique firma huius de folidis do-
ctrinae fundamenta: defiderantur , ex quibus huiusmodi fo-
Lidorum natura in genere intelligi pofiit.

§. 8. Solidotum igitur contemplatio ad ambiturn
eorum dirigi debet: cognito enim ambitu, quo folidum
vndique includitur, ipfum folidum cognofitur fimili mo-
do, quo cuinsque figurae planae indoles ex eius perime-
tro definiri {olet,

§. 6. Ad ambitum -autem cuinsque  folidi * figuris
Planis inclufi pertinent 17° jpfae figurae planae eivs am-
bitum conflituentes , quae hedrae vocantur y 29% binarum
hedrarom fecundum latera concurfts, quibus termini li-
neares lidi oriuntur : hos terminos , - quoniam apud fcri-

ptores Stercometriae nullum nomen propriom reperia’,

acies vocabo ; 3% punta, in quibus tres pluretue hedrae

-concurrunt , quae puncta anguli folidi appellantur.

§. 7. Triplicis igitur generis termini in quouis {o-

Aido funt confiderandi ; feilicet 1. ) punta; 2. ) linese, 5+
fuperficies; vel nominibns ad hoc inftirutum propriis vten-

do. 1.) Anguli folidi ; =.) acies; ot 3. ) hedrae. Hisque
triphicis generis terminis totum foliduin  determinatur.
Figura autem plana duplicis tantom generis terminos ha-
bet , quibus determinatr ; 1. filicet puncta, feu anguli,
2. lineze feu latera, | '

§. 8.
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§. 8. Inftar exempli propofitum fit corpus cuneifor-
me ABCDE F, caius termini primi generis » fen an-p o 10
guli folidi fant ex: A, B, C,D, E, F. Termini fecun. ™
di generis lineares , feu acies funt numero novem : A B s Fig. 2.
BC,CD,DA,AE,DE, BF, CEF,EF. Ter
mini denique tertii generis, fen hedrae funt quinque , nj-

mitum: ABCD, ABFE, ADE,CDEF, BCF.

§. 9. Omnis ergo folidorum diverfitas com ex
numero angulorum folidorum, tum ex numero acierum,
tum vero ex numero hedrarum nafitur. Vfitatae antem fo-
lidorum ' denominationes ex numero hedrarum peti  {oe
lent ; vnde nota funt nomina tetraedri, hexaedri, oftae-
dri, dodecaedri et icofaedri, etfi ea corporibus tantum
regularibus tribui folent. In genere enim nomine polye-
dri indicatur corpus quodcunque fine regulare , five irres
gulare ; quod certo hedrarum numero inclnditur.

§. 10. Simili modo fi diverfa folidornm genera ex
nemero  angnlorom  folidorum  definire velimus , eorum
ROMIng eroat tetragonum , pentagonum , hexagonum |,
heptagonum ctc.  Atque corpus cuneiforme ante cone.
fideratum hoc modo erit hexagonum appellandum, quod
fecmdum hedrarum nomerum  eft pentaedrum, '

§. 11. Quoniam vero folida, quae pari hedrarum nu-
mero incloduntur , ratione numeri angulorum folidorum
inter fe differre poffint, ad ea inter fe diligentins
diftinguenda , conueniet cuiusque denominationem tam z
numero hedrarum , quam a numerc angulorum folidorum

: petere
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petere, Ira folidum . cuneiforme  aute  confideratum  vo-
cabitur pemtaedrum bexagonunt 5 Pyramis triangularis ert
tetraedrum  tetragonum -, Prisha  triangulare pentaedyuin
 bexagonum ;, Parallelepipedom  vero . hexaedrum ollogonum
et ita porro. S S

§. 12. Etfi ergo ad ‘genus figutae planae reétilineae
defignandum fufficit laterum numerum, -quibus includitur ,
commemorafle , quoniam angulorom  numerus  femper
eft aequalis numero laterum j tamen in folidis numerns
angulorum folidorum admodum - difcrepare poteft a nu-
mero hedrarum , vnde vtrumque numerdm nominare
opus eft. Sic pyramis quadrangularis aeque includitar
quinque bedris , ac prifma triangulare , fed illa quinque
tantum habet angulos folidos, dum hoc habet fex.

§. 15. Ad folidorum vero genera conftitnenda - fu-
perfluum foret praeter hedrarum et angulorur folidorum -
numeros infiper numerum  Acierum adiicere , quoniam
vti deinceps meonftiabo, acierum numerus femper ex
numero hedrarum et angulorum folidorum determinatur,
fta vt, fi datus fierit tam numerus hedrarum , quam i
‘merus angulorumn {olidorum , cuinfque folidi inde fimul
pumetus acierum fit cognitus..

§. 14. Vlteriores vero folidorum differentiae pe-
tendae funt cum ex indole hedrdrum, feu numero laterum,
quibus - quaeque hedra includitur ; tum vero ex indole
angulorum  folidorum , prout quisque vel ex tribus,
plaribnsue angulis planis foerit. formatus. Anguins enim
folidus ex paucioribus , quam tribus- angulis planis- conftare

‘ nequit 3
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nequit ; plures antem quotcunque ad angulum folidum
conﬁltuendum concurrere poflunt, dummodo eorum omni-
um fimma fuerit quatuor reis minor.

§. x5. Datis omnibus hedris, quibus folidom quod-
piam incloditur, ftatim cognofcetur numerns omnium la-
terum cundtas hedras includentium , cui nomero aequalis
eft numerus omnium angulorum planorum, qui in conctis
hedris reperiontur , quia in. qualibet hedra AUMEIUs angus
iorum aequalis et numero laterum.

§. 16. Deinde etiam fimma omnium anguloruns
planorum facile exhiberi poteft, propterea quod in qua-
que hedra fumma omnivm eins angulorum ex eiusdem
‘numero laterum  definitur.  Quotcunque enim  laterum
fuerit hedra quaepiam , fumma omnium eius angolorum
acquatur-, vti cooftat, bis tot angulis reis, quot fint
latera , demtis quatuOr.

§. 1. Ad folidum ergo definiendum , praeter ng-
meros angulorim’ folidorum , - aciertmn  ac  hedrarom ,
quae.res proprie -ad ambuum folidi pertmﬂnt commode
quogque adhiberi poffint, cum numerns omnium laterum ,
feu , qui eteft aequalis, numerus omnium angulornd planorum 5
tum veroetiam fimma omuium horam angulorum p’lanorum.,

§, 13 EX collafione harum qumque rerum , quas
in quenis folido confiderare Ticet, plures infignes proprie-
tates folidornm generales obtmen poflint , quae fimiles
£rant earum proprietatum , quae -de figuris planis xei-

~ Lom. IV, Nou. Com. P dingis
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fineis in.genete proferri folent. Maior autem iftarum
rerum , quas in {olidis fpectamus:, numerus plures etiam
proprietates generales fuppeditabit , quam  in figuris planis
Jocum inueniunt.

'§. 19. Quas proprietates, cum nemo corum , qui
Stereometriam tracanerunt , fore attigerit , operam dabo,
‘vt fi non omnes, tamen praecipuas in medium afferane.,
atque demonftrationibus confirmem. Quod eo maiorem
veilitatem habiturum videtur , cum fine harum proprieta~
tum coguitione dorina folidorum newtiquam cumi fucceff
tractarl queat, '

§. =20. Eo magis igitur merito mirum videbitur,
quod -cum prima Geometriae planae elementa jam a tam
longo temporis interuallo omni cura fint elaborata , ac
perfpicue expofita, prima quafi Stercometriac elementa
tantis adhuc tenebris fint involuta, nemoque fuerit inucn-
tus , qui ea in lucem protrahiere fit conatus.

PROPOSITIO L

§. sx. In guouis folidy numerus ommium acierum eft fe-
wiffis numeri omnium angulorum planorum , qui in Cunctis
bedris ambitum ecius confiituentibus reperianiur.

DEMONSTRATIO.

Quaelibet acies in ambitu folidi formatur a duobus
lateribus duarum hedrarum , et cum inter ommia latera
cunGatum hedrarum bina coniunéta fingulas acies confti-

: tuant ,
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fuant , manifftum eft numerum acierim omnium el
lemiffem numeri omnium laterum. A numerys omai-
um laterum aequalis eft numero omnium angulorm  pla«
norum , quia quaevis hedra tot habet angulos quot late-
ra.  Krgo numerus aciersm quoque femiffis oft numeri
omnium angulorum  planorumn , qui in cundis hedeis am-
bitem folidi «conftitventibus reperiuntar, Q. E. D, -

COROLL. 1%,

§. 22, Cum mumerus acierum fialtus- efie nequeat,
perfpicoum eft, numerom ommium aterom vel omnium
angulorum planom  femper parem effe debere; huins-
que oumeri femiflis dabit mumerum acierum | quae in
ambitu folidi deprehenduntur,

8. 23. Si igitar omnes hedrae ambitum Blidi cofus.
plam conflitentes fiterinit triangula, earum numers ne-
ceffario erit par; {i enim numerus harom hedrarim effer
impar , tum etiam numerus angulorum planorum  effet
impar; quod euenire non poteft. Idem tenendum eft
de hedris omnibus, quae funt polygona imparium late-
rum ; feilicet i fingulae hedrae fuerint vel triangula , vel
pentagona , vel heptagona, vel etc. earum numerus fem-

per debet efle par.

[

COROLL g

§. 24. Si inter. hedras ambjtum folidi - coiuspiam
conftituentes numerus -earum , quae fint vel tetragonae
- 2 ' vel
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vel hexagonae, vel oftogonde, vel polygonae quaecun-
que paris laterum pumeti , fuerit —m , nNUMErNS vero
earum, quae funt vel trigonae , vel pentagonae , vel
heptagonae , vel polygonae quaecunque imparis Iaterum

pumeri —#, ita vt numerus omnium. hedrarum it

— m-{-n; tum numerus # debee effe par.. Quod ve
ro ad numerum # attinet, perinde eft fiue fit par
five impar. - o -

§. 25. Si ergo ambitus totius folidi - conflet ex «
griangulis , & quadrangulis, ¢ pentagoris , 4 hexagonis , ¢
Leptagonis etc. erit numerus omnium hedrarum == 2 ~}-
b+ ¢ —d -}~ e ~ etc. Numerus Vero omnium Anw

gulorum planorum , fen laterum erit —sa—+ 46

§¢— 6d-+'7e - etc. ~Numerus * autem omnium

acierum in ambitu folidi — ==+ sbobs e sdobi f o ot

yode numents 4 -+ ¢ —— ¢ - etc. debet eﬂ'é Paf.

PROPOSITIO IL

§. 26. Numerus omniwm angulorum planorum wel
@equalis eft wel maior nmmero  omminm  bedrarum ser
fumto. Vel numerus angulorum planoyum - nunduan -
nor cffe poteft, quam triplum numeri bedrarum awmbitum
 Jolidi cuiusquam conflituentinm S

DEMONSTRATIO.

Omnes hedrae fant vel triangula vel figuras piuriuin
faterum ; fi omnes hedrac funt triapgula , numerus la-
- terum
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terum fen angulorum -planorum erit triplo maior , quam
numerns hedrarom ; {in autem vel omnes vel ahqme fLie-
dese plures tribus lmbeant angulos ,  tum etiam  numerus
angulorum plmorum maior erit quam triplum numeri
hedrarum.  Semper exgo mumetus angulorum plrnorum
vel acquahs eft vel maior numero.hedrarum ter. fimto,
ipfoque minor punquam effe poteft, Q. E. D,

COROLL. r.

§. 2. Si ergo omnes hedrae fierint triangulares, nume-
gus angulorum planorum aequalis erit triplo numerihedrarum ;
fin anmtem non omnes hedrae fint triangulares, fed figurme
plmium laterum , tum. numerns  anguloram  planorum
maior eut, quam trxplum numeri hedrarum.

CORO L L. 2.
§. 28..In folido igitur quocunque , fi numerus he-
drarmm ponatur — H, et numerus acierum — A, quia

numerus angulorum planorum eft, — 2 A, erit vel 2 A—
3Hvel 2 A > 3H, Impoffibile ergo eft, vtfit2 A<3H.

COROLL 3

§. zg Retentls his denommanombus nullum datur
folidum, in quoﬁtA< HvelH > 2 A. Quanquam autem .
hinc relatio inter numerum hedrarum €t numerum acie-
rum non determinatur, tamen - plurimae relationes ex-
cluduntyr , quae nunquam locum habere poffunt.

Ps 'PROPO-
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PROPOSITIO. IIL

6. 50. Numerus ommivm angulrum plavorun , qui
in ambitu cuiusque Jolidi exiffunt wel aequalis eff wel
quaior  wumero angulorum folidorum ter Jumto. Vel nu-
merus angulorum  planorum. vunquam  minor effe porel
quars triplum numeri angulorum folidoran.

DEMONSTRATIO.

Quilibet angulus folidus vel a tribus angulis planis
formatur vel 2 pluribus , pauciores enim quam fres an-
guli plani angolum folidum conftituere nequennt.  Hine
fi omnes anguli folidi a tribus planis formantur , numerus
angulorum . planorum triplo maior effle debet quam nu-
meris angulorum folidorum 5 fin autem ad quosdam an-
gulos folidos conftimendos plures anguli plani coniunguntur ,
numerus angulorom planorum quoque maior erit quam
numerns angulorum folidorum , minor autem nunquam effe

poteft. Q. E. D.
COROLL. 1.

§. a31. Si numerss angulornm folidoram ponatur
— S, numerus vero acierum — A pro folido quocunque ,
quia numeris omnium angulorum planornm eft = 2 A,
femper etit vel 2 A——3Svel2A >335, -

" COROLL. .

§. 52. Fieri ergo riequit , vt voquam fit 2 A <
35,fuA <35, euS >3 A. Quare fi practerea numexrus
i ‘ : bedra~
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hedrarom ponatar = H , neque hic numerus H neque
numerus S maior effe poteft quarn z A.

PROPOSLTIO IV,

S. 33. In omni folids bedris planis inclfo aggregatum
€x numero angulorum jolidorum et ex numero bedrarum.
Ginario excedit numerum acierum.

DEMONSTRATIO.

Scilicet fi ponatur vt hadenus
numerus angulorum folidorum — § -
flumerus aciertm - ~ - = — A
numerss hedrarom - -~ - — H
demonftrandum eft,effe S - H— A - 2,

Fateri equidem cogor, me huius theorematisdemon{tez-
tionem firmam adhuc ermere non potuifie ; interim. ta-
men eius veritas pro omnibus {Hlidorum generibus , ad
quae examinabitur , non difficulter agnofcetor, ita vt
fequens induétio vicem: demenfirationis gerere--queat.

1. Confideremus ergo primo pyramidem quamcun- Fig, 5
que fuper bafi ABCD EF G quotcunque lsterum con-
flivtamn et in apicem H definemtem. Sit pumerus la-
terum bafis — =, totidemque triangula a bafz ad apicem
vsque affigent. Includitur ergo haec pyramis m —— 1
hedris , quaim mr fant triangula , voa vero polygonum
m angulorum few Rterum. Erit itaque numerss hedra-

Ium
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Fig. 4.

x20 "ELEMENTA

rum H = #f —- 1, atque numerus angulotum folidorum
pariter eft S.._.m+ 1. Deinde numerus omnium angulorum
planorum et — 3 m —~m— 4 m,vode numerus acic-
rum erit A== 2 m. Cum igiter fit H-H-S—=2m+2
erit vtique hoc cafu H M-S = A -2,

2, Sit folidum cuneiforme a bafi quocunque la-
terum A BCD in aciem EF definens. Sit bafis po-
lygonum 2 laterum , erit numerus angulomum folidorum
binarfio maior feu S — m -+ 2. Deinde praeter ipfam

bafin tot aderunt hedrae , quot latera habet bafts, vnde.

NUmeras omaninm hedzamm erit H—m - 1, ex his
hedris vna nempe bafis eft polygonum = laterum , ré-

liquae erunt triangula duabus exccptis , quae efle debent
quadrilatera , fuogue concurftt aciem E F conftituunt ; prae=.

ter bafia ergo # laterom , habentur 7 — =2 triangula et
2 quadnlatcm , €X quo numerus opnium laterum ﬂau
angulorum plinorum erit = m - 3 (m—2)+2. 4 =

4.1 - 2, hincque prodit numerus acierum A = 2m+ I, .

Comergo it H - S—om ~- gerit H45=A+ 2.

5. Sit folidum arcae fen ciftae fimile, intra duas
bafes ABCD et EF GH contentum vtraquc anutem
bafis eundern habeat laterum numemm = m , eritque
nurnerus angulorum folidorum S — 2 m.  Deinde praeter
- has dmas bafes religuae hcdrqc erunt quadrllaterae , EATUED-
que numerus = , vnde numerus omnium hedrarum it
Hom 4 2. Anguiorum autern planorum DUMeErUs

ob duas hedras m laterum et m hedras quadrilateras

erit == o 1 ~- 4 m = 6 g, hincque acicrum numerns
conclu-
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concluditur A —= 3 m. Quare, cum fit H-4-S== g
- &, erit denuo H -85 = A - 2.

4. Habeat denuo f{olidum duss bafes ABCDE, Fig -
et FGH, quae autem non eodermn gandeant laterum nu-
mero. Sit ergo pro altera bafi ABCDE numerus Ia-
terum maior. == m ~}- 1, pro altera vero bafi ¥ G H nu-
merus laterum == , eritque numerus angulomm foli
dorum — m ~- n -+ m, feu S == 2 @ - 2. Tum prae-
ter duas bafes tot crunt hedrae, quot latera habet alte-
ra bafis , quae maiori laternm numero gaudet , {cilicet
m —- 1, vode omniam hedrarumnumerusetB=m a4 25
‘guarnm cnn altera bafis habeat latera m—4-#, altera
inter reliquas vero hLedras, quarum numerus eft m-1-n,
tot effe debeant quadrilaterae, quot bafis F G H habet latera,
nempe # , ceterae vero, quarum numerus eft #, fiat
triangulares, omnium angulorum  planoram numerus eft
e A 4 - g B2 - 4 1, €rit nu-
merus acierom A = §m — 2 #,  Cum igitar fit H--
Sz gm-i-2n-t 2, et itetrum H 4 S — A - 2.

5. Sit corpus denuo in duss bafes ABCD etFig &

L M N terminatumn , cirea medium aotern habeat angu-
los folidos B, F,G,H,I,K. Sit nomerns larerum ba-
fis ABCD =1, bafis L M N = n, numerus autem
angulorum  folidorum  circa medivm it = p, qui fic
maior , quam m et quam . Erit ergo numerus omni-
v apguloram folidorom S = 1 -4+ p. Tum ab
angulis folidis mediis ad bafin A B CD dirigentur hedrae
numero = p , quarsm s emnt guadeilaterae, reliquas

Tom. 1V. Nou. Com. Q . p—m




g22 ELEMENTA

p — m triangulares ; fimili moedo ad altersm bafin L M N
dirigentar hedrae qUoqUE  BUMEIs I, quartE 2 érunt
- quadrilaterae ; reliquae vero p-—n triangelases, fic cum
duabus bafibus numerus omaium hedrarem erit. =2 — p —4-p
feu H— 2 p 2. Quarum com vna habeat m late-
ra, alia #latera, et quadrilaterarum numerus it = m + 7,
trigonalivm = 2 p — m — &, erit omuium angulorum pla-
NOIUM RUMErts ==#f ——# -4 (- n) g (2p-m -2}
= G6p-ta2m-an ; ideogue numerus acierum prodit
Azzgp-t-m~tn. Quare cum fit H~-S=3p
o~ 8~ 2, erit denuo H S =A - 2. |

6. Pofitls iisdern atque in cafti praecedente , fit
mep et p>n, erit vt ante numerns angulorum fo-
fidorom S—m—+n--p. A bafi autem ABCD iam
v hedrae ad angunlos fOlidos medios dirigentur, quarum:
ermt p quadrangulares , et z — p triangulares. Ab an-
gulis autern mediis ad alteram bafin L M'N dirigentur
¢ hedrac , quarum erunt # quadiilateme , et p —p  tri-
gonales. Hinc ergo omnium - hedrarum numerus  erit
=2-m—p feu H—m4-p-{ 2, quarum hedrarum
vna eft m laterum , -alia # laterom, p —— # quadrilaterse,
et m—p—t-p—n €u m~—n wilaterpe. Hanc ob remt omni-
vm angulorum planorum numerus erit == m —- 7 ~-
4 (pt+n)t-g(m—n)=4p -+ 4m~on, hincque acie-
fum numeres A=sep—t-am—-p.  Vode cum fit H-

=2pt-2m—n, erit H-S=_ A 2.

7. 8i angulorum folidorvm mediorum ‘namerus p
miuor fit viroque numero s €t 7, erit quidem vt ante
angii=
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angulorum folidorum numerus § = g +#--p. Sed fam
a bafi ABCD ad angulos medios dirigentar hedrae m,
ab altera vero bafi hedrae #, et vtrinque erunt p qua-
drapgulares , ex illa vero patte m—p , ex hac vero #-p
triangulares.  Vnde numerss omuinm hedrarum  erit
2wt feu H o= =74~ 2 angulorum  an.
tem planorom numerns erit — g e P =
3{mA4-n—2p)e=» P~ 4m—+ 40  Quare acierum
uumerus prodit A ==p 4 oz o 2 p 7 et cum fit H 4
S22 e poge 2, et H4-S— A - 2,

8. Etfi baec fufficere poffent ad veritaters pro.
pofitionis euincendam , tamen eam praeterea ex corpo-
tbus regularibus cenfirmare liber, Pro tetragdro quidems
erit sumeras hedrarum H — 4, quae cum fint triangu.
lares, erit omninm angulorum  plarorum numeruys =— Xz,
ideoque acierom numerns A — & > et quia finguli anguli
folidi ex tribus planis formantus » €t eomm npumerns
S=-F=4: hinc H§— 8—A-4-2. Pro hexaE-
dro eft H—6 , e ob fingulas hedras quadrilaterss
angulorum planorurn numerys ~ 24, ideoqueacierim. numerus
A= 12: acdumeterni angu}; plani ynum folidum conflitaunt,
erit folidorum nomerys § =558, ficqueH+ S= rg—A
- 2. Proo@tagdraeft H — 8, cuius hedrae com fine trilaterae,
-erit omnium angulosum -planorum numerys — 24 ,ideo-
que numerys acierum A ~— g9 » 4 dum -quaterni angulf
plani vaum (olidum ormant » etit angulerem fSlidorum nu.

Ierus 3=~ =6, ficque H+§ TmI4— AL,
Pro dodecatdro eft H=12, cuins hedrae. «cum fine
Peatagonag ,  erit numervs angulorym planorum =% 1g
: | Q2 . == 6o
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— 60, ideoque NUMErs aciernm A — 30. Deinde quia terpi
anguli plani ad folidum concurrunt, erit numerus angulorum
folidorum S==20, ergo H-5S—=32==A ~ 2.
Pro icofiedto eft H=— 20, cuivs hedrae cum fint
trigonales , erit apgulorum planotum numerus == 60,
pomerusque  aciermm A == go. Tum vero quia fin~
guli anguli folidi conftant quinis planis , crit eorum nume-
s S — 12 ; ideoque H-4-S=82=A+2.

Cum igitur veritas propofitionis in his omnibus ca-.
fibus fibi confter , dubium eft nullum , quin ea in omni-
bus omnino (olidis locum habeat, ficque propofito fuf-
ficienter videtur demonfirata. |

COROLL. 1.
6. §4. Si ergo in gquopiam folido detur numerus
angulorum folidorum 8 cum numero hedrarum H, inde

fiatim cognofetur numerus aclerum A, cum fit A ==
}.'I + S — 24 '

COROLEL =
§. g%, Datis awem in {olido quocungue numers
anguloram folidorum S cum numero  acierum A, inde
facile colligitur numerss hedrarue H, com it H—= A
—§ 2.
COROCLL 3.
§. 56. Datis autem in folido quocangue numerc
hedrartm H vna cum numnero acierum A, inde facile

reperictur numerus angulorym  folidoram S, quis eft S
—A-H- 2. -

PROFO-
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PROGTOSITIO V.

§. 8%9. Nullum exifiere poteft folidum , in quo #k
merts aciersm fenavio auclus maior effet , quam vel tri-
plum  numevi bedvaywn , vel lriplim  numeri angulorum
Jolidorum. ' '

DEMONSTRATIO
$it numerus acierum — A, numerus hedrarum ==
H, et pumerus angolorum folidorum = S, atque fupra

vidimus , fieri nou pofle,vefit velgH > 2 A, vel 3 5
% 2 A, ermot ergo hae formulae 3 Hse2A,et 35
= » A impoffibiles. Nunc autern vidimus , efle H-+5
— A -+ 2, H—A-S-+2,eeS=A-H+t2,
qui valores in illis formulis impoffibilibus  fubftituti da~
buns fequentes formnlas impoffibiles : .

q9A—3S+6>2A, et 3A-3 H+6%> 24,

: ~ quae abeunt in has
A+6>85, e A+6 > 3 H.

Ynde manifefum eft, feri non pofle, vt numerus
acierum fenario, auctus major fit, quam vel triplum nu-
meri hedrarom , vel triplum numeri anguiorum {olidorum
Q: E‘ D)

COROLL 1.

§. 38 In omoi ergo folidovel et A 6 =3 H,

vel A =6 < g H , fimilique modo eft vel A - 6
—2S, velA+6<35 Swefia, 3, v, §, afft-
Q3 mantur
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santur ad BUMELos pofitinos, cyphra non excepta, defi-
gnando.-j , erit:
AtSra=gH,ctAt+6+8=3S5

COROLL, =

§. 89. Tum vero quia femper eft vel A = ¥ S , vel
As1:S; item vel AiH, vel A > :iH, erit fimill
tnodo

A:fH+'y, et A—:S -9
vbi ¢/, et &, vt ante &, et Enon pofiim offt numeri
negatiul, :

COROLL. 3.

§. 40. His pofterforibus waloribus in praecedentibus
sequationibus fubftitntis prodibunt hae aequationes:
tH464a4+ny—=3H,e;S+6+8+d=85
feug-tz(a4-y)==H, e £442(8+5)=35
wide patet, tam numernm hedrarum quam NUmerum an-
gulorum folidorum quaternario minorem effe mon poffe,

COROLL. 4.

6. 4%. Com fit H 4~ S == A + 2, erit hos pofire-
mos valores adhibendo, 8.2 (a~+E+ v +9d )=
A -+ 2, vode colligitur , numemm aciernm A fenario
nunquam misorem efle poflfe. Eft igitur pyramis -
angularis omnium folidorum fimplicifimum , gquia tam
numerys hedrarom , quam angulowm folidorum eft == 4.,
et aumerus acierum —— G .
' PROTO~

4
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PROPOSITIO VI

§. 42, Nullum exiftere poteft folidum | i guo wel
fumeris bedrarum guaternayio auiys ) Maior f# duplo ni-
mer0 Anguiorum Médamm', vel in GuUo  usimeris angulovum
Jolidorum quatesnario auilus maior | fit duplo numerc be-
drarus. '

"DEMONSTRATIO

Sit nomerns hedrarom = H, numerus angulonim
folidorum == 8, et numerys acierum = A , et quoniam
fupra oftendimus fieri non pofie, vt fit vel 3 H S 2 4,
vel 35> 2 A, hae duse formulae ernnt impeflibiles ;

SH>2A,¢e 35% 2 A,
Cum fam fit A= H ~~ § — 2, hoc valore pro A
fubflituto fequentes formulae ernnt impofiibiles :
sH>2H4-28-4,¢e 85S>2H 428 —4

o quae abeunt in has

B44>2S5, et S+4>2H,
Vnde neque numerts hedrarum quaternario anctus maior
efle poteft duplo numero angulorum folidorum , neque
numerus angulorum folidorum quaternario auGus maior
duplo numero hedrarum. Q. E. D.

"COROLL. 1.

| §. 43. In omni ergo folido veleft H 4. 4 —5§,
vel H+ 4 < 25, deinde fimili modo eft vel S+ 4
=2H, vel S4-4<2H. Siigitur ¢ et 8 denotent
mumeros pofitings cyphra non excepta, in omni fouds

3’!&@
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hae aequationes locum habebunt H —4- 44~ az=2 5,
et S~ 462 H.

COROCL L., =2

§ 44. Com fitSz=2H — 4 - g,et5=—iH-+
2 1o, numerns angelorum folidoram S neque maior efle
poteft , quam 2 H ~ 4, neque minor quam tHA4-2. Ergo
numertus anguloram {olidorum S exira hos limites eH-4,
et L H —~ 2 cadere. nequit.

COROLUL. s

§. 45. Simili modo cim fitH =2 S—4g-a, et
H—:S - 218, numergs hedrarum H neque ma-
ior effe poteft, quam £ S — 4, neque Minor, quam 1S5+2,
ynde numerus hedrarum H extra hos limites 25 — 45
et 15 ~- = caders nequit.

COROLL 4
§. 46. Deinde ex foperiori propofitione intelligi-
fur, numerdam acierum A negque extrd hos limites3 H,
et 3 H— 6, neque extra hos limites $5, et 3 S -6
cadere pofle ; Gmili modo indidem patet, numernm hedra-
rum B non extra hos imites 2 A, et 5 A~ 2 , 1EC
numerum angulorom folidorum S extra hos  eosdem li-
mites 2 A, et 1A~ 2 cadere pofle.

COROLL s

§. 47. Dato ergo numero bedrarum , tam  pro
pummero angulorum folidorum , quam pro gumero acierum ,
limi-~
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limites affighari poffnt , quos transgredi nequeant ; quos-
que fubiedta tabella exhibet :

Limites , quos transgredi nequit

Numerus numerus numerus
hedrirum  (angulorum folidorum| - acierom
% 4--=-4 | 6----6
5 6 -~~~ 43| Ti-=--9
6 8§ ~=--5 9 - . - -X2
= 10 = = ~ =~ 52 I03- -~ » ~I¥%
3 I2---~-6 |[1I2=-.-~18
9 I4 ---- 6%} 185~ - - 21
10 I6 -« ~- 7 | XI5~~~ -24
X I§ ~ == -7z | ¥63~ - - =27
12 20 ~ - - - § I8 - - - - 30
13 22 -~ ~ =~ 83| 195- -~ -33
X4 24, = = = = 9 21 - -~ =~ - 36
5 26 - ==~ 95| 225~~~ ~39
16 28 ~ - - ~ IO 24 - = = - 42
17 30 = =~ =10} | 25{~ - - - 45
18 32 = . = ~II 27 - - = =48
0 84 = =~ - -I1z ) 285- - =35I
20 36 - - --12" |30~ = --5¢
2% 38 -~ = ~12; 313- - - ~§7.
22 40 - - - =13 |33 --~-60
23 142 - - - ~133| 845 -~ " -63
24 44 - -~-14 |36 -~ ~--066
' 25 46 « =~ -X43: | 375 =69

Tom. 1IV. Nou. Com. R ' COROLL.
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COROLL. 6

§ 4%. Sin auteny numerus anguforum Hlidorum S
gft datws, pro mamero acierum iidem prodeunt fimites ,
guos tabula exhibet , pro numero vero hedrarum ii repe-~
sinnenr limites , qui in tabula pro numero angulormm
folidorum funt exhibiti. - ~

"COROLL 9.

§. 4£9. Verum fi numerus acierom A fit datus, quoniam
peque numerys hedrarum , Deque QRMSLUS angalorum
folidosum hos limites A, et f A -2 gxcedere poteft , |
fequens tabula limitum confiruetur :

‘ ‘Limites Limites

Numerus ' pro nume ri Numerus | pro numeris

acierum | H et S acierum | Hoet 8
6 |4 -4 20 (T3i--- 83
7 | 45-~-4: 21 T4 --~- 9
3 §5-== 48 2o |E4%--- 9%
9 |6 --"5 . 23 I55--- 93
10 Ei-w-5g 24 |16 ==-I0
g | 73---53 - 25 x63---10%
12 $§ ---0 . 26 1175-.-,---102,
13 82.--0g 29 (1§ -~--IX
14 glu~--G31. 28 I82~uXd}
13 [FO ==~ | 29 |¥9s---ILlz
16 . |rofi---93) a0 (a0 ~---I2
17 |rzi--~TF% 3r (20 F-~--I2%
318 itz --=-8 T g2 |2ig---I2%
19 112.;--—.8; 53 22 =~=-XIJ3
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Limites . . Limites
Numerns pro numecris Humerus pro numetis
atierum Has acierum He S
34 | 22§-~-1I3¢ | 48 |32 -~-¥8
35 | 2835~--I3% 49 |32f-~-x83"
36 |24 ---14 | 50 | 355 ~- 183
87 | 245 ---Y4s 5% |34 ---19
38 | 255---143 52 134%- - ~10;
39 |26 ---15 53 [35%--~-19}
40 | 26; ~--15% 54 136 ---20
41 [ 27}---153 55 | 363~~~20§
42 [ 28 ---16 56 | 373~--205
43 {28%---363 57 [38 ~~-21
44 | 295-=-36%] 58 |883--~-21;
45 |80 ~--17. 59 |89%F --213
46 {303 ---17; 6o 140 ~=--23
47 |315---17;

COROLL. s
§. o, Ad hanc tabulam infuper tiotari conuﬂmt

qmntum numererym Het S alrer limitem minorem fi 1-=
peret , tantundem alterum a limite rnaiore deficere debere.
Ita § numerss aciernm A eft == 30, et numerus he-
drarom H =12 ~+ 7, erit numerusangelorum folidoram

—— 20 — 7, at 20 —n non debet effe minue quam 12 ,
vnde # ofonarivim fiuperare nequit. '

PROPOSITIO VIL
§. 5¥. Nullum exiffere poteft folidum , cuius. ormes
bedrae fimt bexagonae , wel plurinm latevum ; negue fi?::”fif‘z
exiftere poteft folidum , cuius omnes anguii fr}fzm ex jex

pluribusue  angulis plzmzs fent formati . .
2 DERMON-
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DEMONSTRATIO.

‘Sit vt hadtenus numerus acieram == A, numerus
hedrarurm — H, et numerts angulorum {olidorum == Se
Quod fi jam omnes hedrae effent hexagonae, vel plurivm
Jaternm , numers oronium anguloyum planoyum effet vel
—-6H,vel> 6 H; hinc numers aciernm A& foret vel
—3H, vel & g Ho At fapra vidimus , feaper effe
A—ngH—~—6,vel ALgH—¢6 : rinflo modo ergo
fieri poteft, vreffer vel A =3 H ,vel A > g H; vode
impoffibile eft, vtomnes hedrae fint vel hexagonae , vel
plurium Jaterum, Q. E. Voum.

Simili modo fi omnes anguli folidi ex fex pluribisg=
ve angulis planis conftarent , foret ommmium angulormn
platoram numerus vel =6 S vel > 6 S, hincque nu-
merus acierum A effet vel == 3 S, vel > 3 5 At fupra
demonftravimus , fieri non‘poffe, vt fit A-+-6.>3 S,
multe minus ergo effe poterit A = 3§, vel aden A >
4 S. Vnde impoffibile eft, vt omnes anguli folidi ex
fex pluribusne angulis planis conftent.” Q. E. Alterum. '

PROPOSITIO VIIL

§. o, Summa omnime angulorum plavorum , qui in
ambity cuiuscunque folidi.repeviuntur , acqualis eft quater
sof angulis reclis, quot vnitates cccurrunt in exceffu numeri
acierum fuper mumerum bedyarum.

DEMONSTRATIO.

Sit numerus aciernm == A , numerusque hedrarum
' = H
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~— H, atque demonftrandum eft , fuomam omnium  an-
gnloram, planorum aequalem efie 44 — 4 H rectis, A
hoc demonfirandum conftet folidi ambitus -

-

ex « hedris trigonis

ex & hedris tetragonis
ex ¢ hedrds pentagonis
ex 4 hedris hexagonis
ex ¢ hedris heptagonis

etc. L
erit ergo numerus hedrarum HzZa+b+c+4-d+ et ete.
et numers acierum' A == 3(3a+ 4550+ 64+ e--etc.)
guia numerus angulorum plavorum eft—=—3 & + 46+ 5 ¢
6 d-+7e- €te. ‘

Tam cum fumma angulorum vaius trianguli fit = 2 rectis

---------- vnius quadrilateri — 4 redtis

w = = - = = - = Vnios pentagoni =— 6 redis

----- e « - - - vnius hexagoni =— § redtis

= s = = -~ - -vous heptagoni == T0 rectis
etc.

e——

erit fumma omnium angalorum  planornm =
2a+ 4b+6c+ 8d--10e¢ 4 etc. angulis redtis ,
gt et 4 A=6a18b+ 100+ 12d+ 140 = ClC
et 4H—4a+4b+ 461+ 4d+4e - et

ergo 4 A-4H=2a+40+ 6 ¢+ 8d -+ 10e- etc.
Confequenter famma omunium  angulorum planorum
aequalis eft 4 A — 4 H angulis re&is. Q. E. D.

R 3 COROLL.
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COROLL =

§, s5. Com fevele A—gH,yvel2 A>gH,
fi ponamus 2 A= 3 H - 2, it fumma angulorum
planomm — 2 H+ 2 o, ideogue minor effe nequit,
quam. 2 ] anguli recti.

COROLL =

§. 54. Deinde com fit A = 3H — 6 —a, erit
4A—-2H=8H~24- 42 Hinc fimma omnium
angulorum  planorum .maior effe nequit’, ‘quam 8 H - 24
anguli recti. Numerus ideoque angulorum redtorum, qui=
bus fumma omnfum angulorum planorum eft aequalis,
extra hos limites 2 H,et 8 H — 24 cadere nequit,

PROPOSITIO IX.

§. 55. Summa omniwm angulorum planopum , qui
jn ambitu [olidi cuiuscunque occurrunt , asqualis el quater
tor angulis veclis , quot adfumt anguli folidi , demiis offe.

DEMONSTRATIO.

&it numerss angulorum  folidorm = 5, ac de-
monftrari debet; {fummam omnium angulormm planoram
aequalem efie 4 S — 8 angulie redtis. Ponatur ad hoc
numerus hedraramn — H, et numeros acierum —— A, et
guiz in praccedente propofitions demonftravimus , fum-
“mam ompium angolorum plawsorum efe = 4 A-4H
angalis recis, ob H+ S == A 4 ¢, erit A~ H = S-2,
ideoque 4 A — 4H =45~ 8. Vnde perfpicuurn eft ,

' - furnmam
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fommam omnium angulorum - planorom effe = 45 ~ 8
reftis, feu acquari quater totreétis, quot fanr angull
folidi demtis o&fto. Q. E. I

COROLIL 1.

§. 56. Infignis ac palmaria hacc eft proprietas
folidorum ', quod {umma omnivm anguloram plauorom
vaice per numerum angiloram ©lidorum definitar |, finil
" modo, quo in quanis figua plana fumma anguloim ex.
eorum numere colligitur,

COROLUL =2

€. 5+7. Merito igitur defideratur demonfiratic huivs
propofitionis ex folo numero angulorum {olidorem petita ,
#z vt eam npeque numerss hedrarum , neque nupéris
acierum ingrediator.  Hinc igitur, atgue ex propofitione
quarta , coius ne demonfirationem quidem apodicticam
exhibere pomni , eo magis elucet, quam parom etiam nunc
elementa Stereometrine fint exculta.

COROLL 3.

§. 58. Quoniam fiimma omnium angulorm  plano-
nn voice a numero angulornm folidorum  pendet, ifle
nomerns  elusmodi charaderem  folidornm conflitnit, &
quo genera {olidorum derivanda effe videantur. Hinc ergo
genera folidorurn emnt  {ecundom numerom  angulornm
folidorom fequentia : x. Tetragonum. 2. Pentagonum
3. Hexagonum , 4. Heptagonum etc. quee deinceps per
numerum hedrarom magis determinabuotur.

PROBLE-
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PROBLEMAL

6. so. Genera notabifiora , ad quae omnia Jolida fi-
guris planis inclfa , funt veferenda , enumerare nomnibus-
que idoneis dentare.

SOLVTIO.

Sit numerns angulorum folidorum =S, atque fu~
pra vidimus , numersm hedrarum extra hos limites:
2S—4,¢et 1S4 2 cadere non pofie, Binc ex tabella
(§. 47.) exhibita pro quonis numero anguloum folidorum
_fequentia folidorum genera conflituentur ; |

Num. numMErus numerus .
ang. fol. { hedrarnm acierum ' Nomins generum
4+ |. 4 6 | Tetragonum teiraedrum
3 5 g | Pentagonum pentaedrum. .
6 o | Pentagonum hexaedrum.
5 5 9 | Hexagonum pentaedrum.
6 1o | Hexagonum hexaedrum.
yi 11 | Hexagonum heptaedrom.
8 .32 | Hexagonum octaedrum.
iR 6 11 | Heptagonum hexaedrum.
vl 12 | Heptagonum heptaedrum.
8 1y | Heptagonum octaedrom.
' ‘ 9 14 | Heptagonum ecaneaedrum.
{

10 | 13 | Heptagonum Decaedrom.
Num.
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nomina
generum

O¢togonum hexaedrum.
Octogonum - heptacdrom.
O&ogonum o&aedrum.
Octogonum enneacdrum,
Oétogonum decaedrum.
Octogonum  hendecaedrum.
Oc&ogonum dodecacdinm,

Emeagonum heptaedenm,
Enneagonuin Q&aedrum.
Enneagonum  enneaedruimn,
Hupeagonum decaedram.
Enneagonum  hendecaedsom.
Enneagonum  dodecaedram.
Enoneagonum 1 5edrum,
Enneagonum 1 4edrum.

Decagontm  heptaedrum,
Decagonum o®aedmm.
Decagonum  enneaedrmms
1 Decagonum decaedrom.
Decagonum hendecaedrum.
Decagonum dodeciedrom.
Decagonum 1 gedrum.
Decagonum 14edenm,

|. Decagonum 1 5edrmm,

Num, ang, | numerns | sumerts
ibiidor. hedrarum | acierom
8 6 12

7 3

8 T4

9 I5

| %o 6
1Y xe

Te | 18

g 7 14
8 15

o i

Ip 17

II 18

] 12 I9
13 20

{ T4 3 4
X0 7 15
8 16
;] 9 7
I0 I8

II 1

Iz 20
ig 21

14 23

[ 13 23
] 16 24

fnperfum foret hnac generum folidorum catalogu vlee-

[ Decagonuny r6edrom.
CtC. '

Tom. IV. Nou. Com,. | S rius
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s continugre , quoniam ‘X his progreflic fequentium
generum {ponte . perfpicitur. Q. E. L

COROLL 1.

§. 6o, Notari hic conuenit , nultum ‘dari folidum ,
quod f{eptem habeat acies, cum tamen primum  genus
fantom fex habeat acies ; fecundum genus habet oéto,
fequentia plures , atque in pumeris acierum poft fenarium
omnes numeti occurrunt , folo feptenario. excepto.

COROLL. =

§. 61. Bx primo gencre patet, omne folidum te-
tragonon fimul efle tetraedrum ; et vicifim , quod genus,
vti eft fimplicifimum , ita vnicam {peciem continet, quag
eft pyramis triangularis quatuor triapgulis inclufa.

COROLL s

§. 62. Secundum genus habens 16 angulos plauos,
et § folidos , horum quatuor ex tribus planis, vous eX 4 pla-
nis erit formatus , fimiliterque quinque eius hedrarem qua-
tuor erumt trianguli, vna vero guadrilaterum , €X Guo
hoc genue vnicam fpeciem , feilicet pyramidem fuper bailt
quadrilatera extru@am , continet. '

COROLL 4

§. 63. Tertium genus habens 18 angulos planos,

g folidos, et 6 hedras includerur fex triangulis , quod
¥aice modo fieri poteft , eritque hoc folidum pyramis
- trian-
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triangularis geminata, feu erit ex duabus pyramidibus
fecundum bafes aequales iundis compofitum.

COROLL 3.

§. 64. Quartum genus pariter vnicam fpeciem con-
tinet tribus quadrilateris , et duobus triangulis inclufim |
quae prisma triangulare vocatur. Sequentia genera plemm-
que plores fpecies comprehendunt , fed iis enumerandis
immorari non licet, propterea guod adhuc alize proprie-
tates folidorum hue f{pedantes nondum fatis fint euoclutae.

SCHOLION.

§. 65. Hacc funt ergo guafi prima elementa Sterec-
metriac , quae {olidorum in genere {pectatorum affeétiones ,
ac proprietates - continent , vnde deinceps fingularum
{pecieruin proprietates {int deducendae. Propofitiones {cilicet
hic traditae fimiles funt earem , quae in Geometriz plang
de proprietatibus generalibus figurarum demonfirari folent,
et que ad has duas redncuntur, vt in omni figura re@i-
Jinea primum angulororn nomerus aegualis fit pumerc
laterum , tum vero vt famma omnium angulorum  aeque-
tur bis tot angulis rectis, quot funt latera, demtis qua-
toor. In folidis autem numerns huiusmodi propofitio-
num fundamentaliure multo et maior, gquod quidem
ob maiorem rerum , quibus determinantar multitedinem, non
eft mirandum. Hoc autem merito maxime mirom wdet
quod cum non folum elementa Geometrize plange ad
fommum perfpicuitatis faftigiom fint promota , fed etiam
Stergometiia iam ab antiquiffimis Geometris fit excuita ,

| 92 7 ~ tamen
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tamen prima eias quafi findamenta adhuc inter defiderata
fint referenda. Quanquam enim nunc equidem ifta fun-
damenta in lucem protraxifie arbitror , tamen fateii cogor,
ea, quae primaria fapt habenda , idonels, ac vere Geo-
metricis demonfirationibus adbuc deftitul , quae ideo potis
fimum hic propenenda duxi, vt alios, quibus hoc ftua
dium curae cordique eft, excitem ad iftas demonfirationes
inueftigandas ; quibus inventis pullum plane eft dubium,
quin Stereometria ad parem perfeCtionis gradum , atque
Geometria euchatur. ;o

DEMONSTRATIO

NONNVLLARVM INSIGNIVM FROPRIETATVM,
QVIBYS SOLIDA HEDRIS PLANIS INCLVSA
SVNT PRAEDITA.

Au&, L. Eulero

Buemadmodum fignrae planae redtilineae , quarum
. indoles in Geometria inveftigari folet, certas quas-
dam habent proprictates generales ac notiffimas , velut
quod numerus angulorum aegoalis fit numero laterym ,
et quod fimma angulorum aequalis fit bis tot angulis
re&is , quot fimt latera demtis guatuor, ita nuper eius-
modi Stereometrise elementa adumbravi , in quibus f-
miles proprietates folidorum hedris planis inclnforum con-
tinentur. Cum enim in Stereometria ea corpora, quie
circum quaque hedris planis terminantar, primum locum
aeque merito occupent, ac figurae reftilineae in FPlani- -
metria , feu Geometria proprie fic didta , ifa fimilia Ste-
reometiiae principia fabilite i mestem venit, ex qui-

- pus
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