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PROPOSIZIONE XIX.
TEOREMA

La somma degli angoli d’ ogni triangolo sferico ¢
minore di sei, ¢ maggiore di due angoli retti.

Poiché 1. ciascun angolo di un triangolo sferico é
minore di due angoli retti (vedete lo Scolio sequente);
dunque la somma dei tre angoli & minore di sei an-
goli relti.

2. La misura di ciascun angolo d’ un triangolo sfe-
rico & ugnale alla semi-circonferenza meno il lato cor-
rispondente del triangalo polare*; dunque la somma °10.
dei tre angoli ha per misura tre semi-circonferenze
meno la somma dei lati del triangolo polare. Ora que-
sta ullima somma & minore di una circonferenza’; °*4.
dunque logliendola da tre semi-circonferenze, il resto
sara maggiore d’una semi-circonferenza; che & la mi-
sura di due angoli felli ; dunque, la somma dei tre
angoli -di un triangolo sferico ¢ maggiore di due an-
goli retti. )

Corollario 1. La somma degli angoli di un trian-
golo sferico non & costante come quella dei triangoli
retlilinei : dessa varia da due angoli retti fino a sei,
senza poler essere uguale né all’ uno, né all’ altro li-
mite. Quindi ¢ che due angoli dati non fabnno cono-
scere il lerzo. . :

Corollario 11. Un triangolo sferico pud avere due,

o tre angoli retli, o due o tre angoli ottusi.

Se il triangolo ABC & bi-rettangolo, cioé se ha due Fig. 285,
angoli retti B, e C, il vertice A sara il polo della base
BC, ed i lati AB, AC saranmo dei quadranti. *6.

Se in oltre I' angolo A ¢é retto, il triangolo ABG
sard tri-rettangolo , i suoi angoli saranno tulli relti,
ed i suoi lali dei quadranti. 1l triangolo tri-rettangolo
& conlenulo olto volte nella superficie della sfera;.cio
si vede per mezzo della fig. 236, supponendo I’ arco
MN uguale ad un quadrante.

Scolio. Abbiamo supposto in tullo cid che precede,
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e conformemente alla Dcfinizione VI. che i triangoli
sferici hanno i.loro lali sempre minori della semi-
circonferenza; allora ne scgue che gli angoli sono sem-
pre minori di due angoli retti; perché se il lato AB

Fig. 224. ¢ minore della semi-circonferenza, come pure AC,

Fig. 236.

questi archi deggiono essere prolungati ambedue per
incontrarsi in D. Ora i due angoli ABC, CBD, presi
insieme equivalgono a due angoli retti ; dunque I’an-
golo ABC ¢ da se solo minore di due angoli retti.

Osserveremo perd che esistono dei triangoli sferici,
di cui certi lati sono maggiori della semi-circonferenza,
e cerli angoli maggiori di due angoli retti. Perché, se
si prolunga il lato AC in una circonferenza intera ACE,
cid che resta togliendo dalla semi-sfera il triangolo
ABC, ¢ un nuovo tnangolo, che si pud anch’esso
indicare con ABC, e i di eui lati sono AB, BC, AEDC.
Si vede dunque. ¢he il ‘lato AEDC @ maggiore della
semi-circonferenzai’AEDs ma ncl medesimo lempo
-1’ angolo opposto Iw"B' supera due angoli retli di quanto
¢ 1" angolo CBD.

Del resto si sono- esclusi dalla definizione i trian-
goli, i di cui lati ed angoli sono sl grandi, perché la
Iomfriwluzione, o la  determinazione delle loro parti,
18i riduce ‘senipre a quella dei triangol compresi nella
-definizione suddetta. Infatti si vede facilmente che, se
-si conoscono gli angoli e i lati del triangolo ABC, si
conosceranno immediatamente gli angoli e i lati del
triangolo del medesimo nome, ch’é il resto della
-semi sfera. :

K

T "PROPOSIZIONE XX.

TEOREMA .
Il fuso AMBNA sta alla superficie della sfera come
I’ angolo MAN di quésto fuso sta a gquattro angoli retti,
o come I’ arco MN, che misura quell’ angolo, sta alla
circonferenza.
Supponiamo primieramente che I’ arco MN stia alla

- circonferenza MNPQ in un rapporto raziooale per esem-
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p'o, come 5 sta a 48. Si dividerd la circonferenza
MNPQ in 48 parli uguali, di coi MN ne conterrd 5;
congiungendo dipoi il polo A, ed i punti di divisione
con altreltanti quarti di circonferenza, si avranno 48
triangoli oella semi-sfera AMNPQ, che saranno tutti
uguali fra loro , poiché avrinno tutte le loro parti
uguali. La sfera inlera conlerrd dunque 96 di questi
triangoli parziali, ed il fuso AMBNA ne conterra 10;
dunque il fuso sta alla superficie della sfera come 10
sta 96, o come 5 sta a 48, cioé¢ come |’ arco MN sta
alla circonferenza.

Se I’ arco MN non & commensurabile colla circon-
fererza, si provera collo stesso ragionamento , di cui
si sono gia veduti molli esempj, che il fuso sta sem-
pre alla superficie della sfera come I’ arco MN sla
alla circonferenza.

Corollario 1. Due fusi stanno fra loro come i loro
angoli respettivi.

Corollano I1. Si @& gm vedulo che la snperficie in-
tera della sfera & uguale a otto triangoli tri-reltangoli,”
dunque, se si prende per unita I’ area di uno di questi
triangoli , la superficie dclla sfera sard rappresentata
da 8. Posto cio, la superficie del fuso, il cui angolo
& A, sard esprbssa da 2A (se perd |’ angolo A é va-
Jutato nella supposizione che I’ angolo retto sia ugule
all’ unitd) ; poiche si ha 2A ;8:1A 4. Vi sono qui
dunque due unita differenti, I'una per gli angoli, ch’¢
1> angolo retto ; I’ altra per le superficie, che ¢ il trian-
golo sferico lri-rellangolo, ossia quello di cui tolli gli
angoli sono retli, ed i lati sono quarle parti di cir-
conferenza.

Scolio. L’ unghia sferica compresa fra i piani‘AMB,
ANB sta al solido intero della sfera come I’angolo A
sta a quatlro angoli retti. Poiché essendo uguali i fusi,
le unghie sferiche saranno parimente uguali: dunque
due unghie sferiche stanno fra loro come gli angoli
formati dai piani che le comprendono.

*19.
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* 6.
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PROPOSIZIONE XXI.

PROBLEMA

~

Due triangeli sferici simmetrici sono equali in su-

per ficie.

Siano ABC, DEF due triangoli simmetrici , vale a
dire due triangoli, che hanno i lati eguali, cioé AB
—DE, AC=DF, BC=EF, e che tuttavia non pos-
sono essere soprapposti ; dico che la superficie ABC &
uguale alla superficie DEF.

Sia P il polo del piccolo circolo, che passerebbe per
i tre punti A, B, C “2'; da questo punto siano con-
dotti gli archi uguali* PA, PB, PC; al punto F fate
1" angolo DFQ=ACP, I’ arco FQ—=CP, e tirate DQ, EQ.

I lati DF, FQ, sono uguali ai lati AC, CP; I’ an-
golo DFQ=ACP; dunque i due triangoli DFQ, ACP
sono eguali in tutte.le loro parti®; dunque il lato DQ=
AP, e I’ angolo DQF=APC.

Nei triangoli proposti DFE , ABC gli angoli DFE ,
ACB, opposti ai lati uguali DE, AB essendo uguali,*
se si tolgono gli angoli DFQ, ACP, uguali per costru-
zione, restera 1’ angolo QFE eguale a PEB. D’ altronde
i lati QF, FE gsono eguali ai lati. PC, CB; dunque i
due triangoli FQE , CPB sono eguali in tutte le loro
parti ; dunque il lato QE=PB, e I’angolo FQE=CPB.

Se si osserva adesso che i triangoli DFQ, ACP, che
hanuoo i lati respettivamente eguali, sono nel medesi-
mo lempo .isosceli, si vedra che possono essere so-
prapposti I’ uno all’ altro; perche, avendo siluato PA
sopra il suo eguale QF, il lato PC cadrd sopra il suo
eguale QD, e cosi i due triangoli si confonderanno in
un solo; dunque sono egualis dungue la superficie
DQF=APC. Per una simil ragione, la superficie FQE=

.(1) 1l circolo , che passa per f tre punti A, B, C, o che é
circoscritto al triangolo ABC, non .puo essere che un piccolo
circolo della sfera; perché, se questo fosse un gran circolo,

i tre lati AB, BC, '“E sarebbero situati in un medesimo piano,
e {1 triangolo ABC si ridurrebbe ad uno dei suoi lati.
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CPB, e la stperficie DQE—=APB; dunque si ha DQF--
FQE—DQE=APC~+CPB~APB; ovvero DFE—ABC(;
dunque i due triangoli simmetrici ABC, DEF sono e-
guali in superficie.

Scolio. 1 poli P, e Q potrebbero essere situali al
didentro dei triangoli ABC, DEF ; allora, bisognerebbe
riunire i tre triangoli D@F, FQE, DQE affine di com-
parre il triangolo DEF; e similmente bisognerebbe
riunire i tre triangoli APC, CPB, APB, per comporne
il triangolo ABC: d'altronde la dimostrazione e la con-
clusione sarebbero sempre Je stesse.

PROPOSIZIONE XXII.
TEOREMA ‘

Se due circoli grandi AOB, COD, si tagliano come Fig. 258,
& voglia nell’ emisfero AOCBD, la somma dei trian-
goli opposti AOC, BOD, sard uguale al fuso, il cui
angolo ¢ BOD.

Poiché, prolungando gli archi OB, QD, nell’ altro
emisfero finché s’incontrino in N, OBN sarb una se-
mi-circonferenza, come pure AOB; togliendo da ambe
le ‘parti OB, s avrd BN=AOQO. Per una simile ragione
si ha DN—CO, ¢ BD=AC; dunque. i. due triangoli
AOC, BDN hanno i tre lati respetlivamente uguali;

d’ altronde la loro posizione & tale ch’ essi sono sim-
metrici I’ uno dell’ altro; dunque sono eguali in su-
perficie’, e la somma dei triangoli AOC, BOD & equi- *21.
valente al fuso OBNDO, il cui angolo ¢ BOD.

Scolio. E’ chiaro pure che le due piramidi sferiche,
che hanno per basi i triangoli AOC, BOD, prese in-
sieme , equivalgono all’ unghla sferica, di cui I’ an«
golo ¢ BOD.

PROPOSIZIONE XXIIL
TEOREMA

. La superficie d’ un triangolo sferico qualunque ha
12*
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per misura U’ eccesso della somma dei swoi tre_angoli
sopra due angoli retls,

Fig. 259. Sia ABC il triangolo proposto ; prolungate i suoi lati

* 20,

* 20.

finché incontrino il gran'circolo DEFG condolto a
piacere fuor del triangolo. In virti del teorema pre-
DE, AGH presi insieme, e-
angolo ¢ A, e che ha per
vra ADE4-AGH=2A : per
-BID=2B, CIH4+-CFE=2C.
i triangoli supera la super-
1¢ volte quella del triangolo
-sfera & rappresentala da 4 ;
igolo ABC ¢ uguale a 2A+-
uenza ABC=A+4B+C—2:
‘ico ha per misura la somma
angoli retti,
igoli retti vi saranno in tal
li tri-retlangoli, od otlave
lelle quali & I’ unita di su-
e nel triangolo proposto. Per
mo tulti vguali a 4, d” un
angoli insieme varranno 4
lo proposto sara rappresen-
essa dunguedsard uguale a
. o al auarto della superficie
della sfera.
Corollario 11. 1l triangolo sferico ABC & equivalente

A+B+C
al fuso, il cui angolo é-i-;t—l; parimente la pi-
ramide sferica, la cui base & ABC, equivale all’unghia
A+4-B4-C

sferica il cui angolo é——2——'—l.

Scolio. Nello stesso tempo che si paragona il trian-
golo sferico ABC al triangolo tri-rettangolo, la pira-
mide sferica, che ha per base ABC, si paragona colla
piramide tri-rettangola, e ne resulla la medesima pro-
porzione. L’angolo solido al vertice della piramide si
paragona parimente coll’ angolo solido al vertice della
piramide tri-rettangola: infatli il paragone si stabilisce
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mediante la coincidenza delle parli. Ora, sa le basi
delle piramidi coincidono, ¢ chiaro che le piramidi stesse
coincideranno, come pure gli angoli solidi al loro ver=
tice. Da cid resultano pit conseguenze.

1. Due piramidi triangolari sleriche slanno fra loro
come le loro basi; e poiché una piramide poligona
pud dividersi in pifl piramidi triangolari, ne segue che
due piramidi sferiche qualunque stanuno fra loro come
i poligoni, che loro servono di basi.

2. Gli angoli solidi al verlice delle medesime pira-
midi stanno ugualmente nella proporzione delle basi;
dunque, per paragonare due angoli solidi qualunque,
bisogna situare i loro verlici al centro di due sfere
uguali; e questi angoli solidi sltaranno fra loro come
le superficie dei poligoni sferici inlercelti fra i loro
piani o facce.

L’ angolo al vertice della piramide tri-rettangola &
formato da Lre piani perpendicolari [ra loro: quest’an-
golo, che si pud chiamare angolo solido retto, & adat-
tatissimo per servire d’unita di misura agli altri an-
goli solidi.

Posto cid il medesimo numero che di la superficie
d’ un poligono sferico, dara la misura dell’ angolo so-
lido corrispondtnte. Per esempio, se la superficie d’un
poligono sferico @ *[4, vale a dire, se & i *[; del trian-
golo tri-rettangolo, I" angolo solido corrispondente sard
pure i 3|, dell’ angolo solido retto.

R PROPOSIZIONE XXIV.

P4

TEOREMA

La superficie d’ un poligono sferico ha per misura
la somma dei suoi angoli, meno il prodotto di due an-
goli retti pel numero dei lati del poligono meno due.

Da un medesimo verlice A siano condolle a lullj
gli altri vertici le diagonali AC, AD; il poligono ABCDE
sara diviso in lanli triangoli quanti sono i suoi lati
meno due. Ma la superficie di ciascun triangolo ha
per misura la somma dei suoi angoli meno due an-

Fig. 240.
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goli retli; ed & chiaro che la somma di totli gli an-
goli dei triangoli ¢ uguale alla somma di tutli gli an-
goli del poligono, dunque la superficie del poligono &
uguale alla somma dei suoi angoli diminuita di tanle
volte due angoli retti quanti sono i suoi lali meno due.

Scolio. Sia s la somma degli angoli d’ un poligono
sferico , n il numero dei suoi lali; essendo supposto
1> angolo retlo per unitd; la superficie del poligono
avrd per misura 8—2(n—2), ovvero s—2n-+4. :

PROPOSIZIONE XXV. ’
TEOREMA

Sia 8 il numero degli angoli solidi di un poliedro,
H il numero delle sue facce, A il numero delle sus
costole 3 dico che avremo sempre S—+H=—A--2.

Prendete al di dentro del poliedro un punto, da cui
condurrete delle linee rette ai vertici di tatti i suoi
angoli; immaginate dipoi che dal medesimo punto, come
centro, si descriva una superficie sferica, che sia in-
contrata da tutte queste linee in allrettanti punti;
congiungete questi punti con archi di circoli grandi,
in modo che si formino sulla superfici€ della sfera dei
poligoni corrispondenti, ed uguali-in numero alle facce
del poliedro. Sia ABCDE uno di questi poligoni, e sia
n il numero dei snoi lali: la sua superficie sard s—
2n-+4, essendo s la somma degli angoli A, B, C, D, E.
Se si valuli similmente la superficie di ciascuno degli
altri poligoni sferici, e si sommino tutle insieme, se
ne conchiudera che la loro somma, o la superficie
della sfera, rappresentata da 8, ¢ uguale alla somma
di tatti gli angoli dei poligoni, meno due volte il nu-
mero dei loro lali, piu 4 preso tante volle quante
sono le facce del poliedro. Ora, siccome tutti gli an-
goli, che si formano intorno ad un medesimo punto A,
equivalgono a quattro angoli retti, la somma di tutli
gli angoli dei poligoni & uguale a 4 preso lante volte
quanti angoli solidi vi sono: dessa ¢ dunque uguale
a 48. Di piu il doppio del numero dei lati AB, BC,
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CD, ec. & uguale al quadruplo del numero delle co-
stole, ossia =—4A , giacché la medesima coslola serve
di lato a due facce ; dunque si avrd 8—=4S—A4A—4-4H;
ovvero, prendendo il quarto di ciascun membro, 2=
S—A-+H; dunque SH-H=A+4-2.

Corollario. Segue da cid che la somma degli angoli
piani, che formano gli angoli solidi d’ un poliedro, ¢
uguale a tante volte qualtro angoli retti quante unitd
vi sone in S— 2, essendo S il numero degli angoli so-
lidi del poliedro.

Poiché , se si conmdera una faccia, il cai numero
di lati sia n, la somma degli angoli di questa faccia
sard 2n—4 angoli relli.* Ma la somma di tutti i 2n, «gx 1,
o il doppio del numero dei lati di tutle le facce, %A,
e 4 preso tante volte quante sono le facce =4H;
dunque la somma degli angoli di tulle le facce —=4A
—4H. Ora, pel teorema che abbiamo gid dimostrato,
8i ha A—H=S—2, e per consezuenza 4A—AiH=4
(5—2). Dunque la somma degli angoli piani ec.

- PROPOSIZIONE XXYVI.

TEOREMA

Di tuttti ¢ triangoli sferici formati con due lati datiFig.241.a
CB, CA, ed un terzo a piacimento, il piu grande ABC © 241
é quello, nel quale U’ angolo C, compreso fra i lati dati,
é uguale alla somma degli altri due angoli A, e B.
~ Prolungate i due lali AC, AB fino al luro incontro
in D ; awrete un triangolo sferico BCD, nel quale I’an-
golo DBC sard parimente eguale alla somma degli altri
due angoli BDC, BCD; perch¢ BCD--BCA essendo
uguale a due angoli relti, come pure CBA-4-CBD, si
ha BCD—--BCA=CBA—-CBD : aggiungendo da ambe
Je parti BDC=BAG, si avrd BCD-+BCA-+-BNDC—=CBA
~CBD--BAC. Ora, per ipotesi, BCA=CBA--BAC;
dunque CBDb=BCD-+-BD(.

Conducete BI, che faccia I’ angolo CBI=BCD, e per
conseguenza IBD=BDC ; i due triangoli IBG, IBD sa-
ranno igosceli, e si avra IGe==1B=ID; dunqueil puato I,



