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Se si chiede di completare la frase “il teorema di … “, sicuramente “Pitagora” ottiene una percentuale 

bulgara: il suo è quindi il teorema per antonomasia. In tutti i problemini che lo applicano di un qualsiasi 

testo di scuola media c’entra quasi sempre la terna (3,4,5), qualche volta la terna (5,12,13) associata magari 

alla storia degli agrimensori, gli arpedonapti o annodatori di corde, egiziani.  Può sorgere in qualche allievo 

sveglio la curiosità di cercare altre terne ‘giuste’, cioè fatte di soli numeri naturali. Scoprirà, speriamo che in 

questo lo aiuti il suo insegnante, che queste terne si chiamano terne pitagoriche (tp nel seguito) e che sono 

un mondo esplorato, ma ancora ricco di angoli nascosti, che lo potrà accompagnare per molti anni. 

Questa noterella vuole raccogliere qualche spunto che non richiede strumenti più complessi di quelli che si 

incontrano nel biennio di scuola superiore e mostra approfondimenti ed applicazioni dell’algebra 

elementare all’aritmetica. 

1. Ci sono un numero infinito di tp. 

Questa prima osservazione è facilmente dimostrabile: (3,4,5) è una tp. 

Se (a,b,c) è una tp, anche (m·a,m·b,m·c) è una tp per ogni m numero naturale.  

2. Diciamo primitiva una tp (a,b,c) tale che MCD(a,b,c) = 1.  Ci sono infinite tp primitive. 

La dimostrazione è di tipo costruttivo:  per ogni n, (2n+1, 2n
2
+2n, 2n

2
+2n+1) è una tp primitiva: infatti 
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Inoltre, poiché il 2° e il 3° termine della tp differiscono di 1, il loro MCD è 1 e quindi la tp è primitiva. 

Per inciso, si può facilmente dimostrare che se (a,b,c) è una tp, allora 

MCD(a,b,c)=MCD(a,b)=MCD(a,c)=MCD(b,c) 

3. Ad ogni tp corrisponde un punto razionale sulla circonferenza unitaria x
2
 + y

2
 = 1 

Anche in questo caso c’è poco da dire:  se (a,b,c) è una tp, allora il punto��� ,
�
�� è un punto razionale (d’ora 

in poi pr) della circonferenza unitaria x
2
 + y

2
 = 1, come si può verificare facilmente.     

4. Le tp generate dalla formula del punto 2 definiscono una successione di pr che converge al 

punto (0,1). 

Possiamo visualizzare questo fatto disegnando un grafico con Derive. 

La funzione VECTOR([(2n+1)/(2n^2+2n+1), (2n^2+2n)/(2n^2+2n+1)],n,0,10) produce undici pr della 

circonferenza unitaria. 

 

 

  



 

 

 

 

 

 

 

 

E’ evidente (semplice esercizio sui limiti, verificato direttamente con DERIVE) che  

 

5. I pr di questa successione sono ovviamente discreti; la successione ha (0,1) come punto di 

accumulazione.  

Possiamo proiettare i punti della circonferenza sull’asse delle ascisse con una retta passante per (0,1) e il 

punto stesso. I punti della successione (4.) sulla circonferenza sono pr sull’asse delle ascisse: ecco il calcolo 

con Derive. 

 

 

La proiezione del punto razionale ��� ,
	
�� è il punto P(3,0).  In generale il punto razionale 

� 
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�� viene proiettato nel punto (2n+1,0). 



Si può osservare che la proiezione manda i pr corrispondenti alle tp primitive generate in (2.) nei punti 

interi dispari sull’asse delle ascisse e che tale corrispondenza è biunivoca. 

6. L’insieme dei pr sulla circonferenza unitaria, corrispondenti a tutte le tp primitive, è denso 

come i numeri razionali. Nella proiezione inversa a (5.) a pr sull’asse delle ascisse 

corrispondono pr sulla circonferenza unitaria. 

Ecco il calcolo con Derive: 

Si calcola l’equazione della retta passante per i 

punti (0,1) e (a/b,0) e la si interseca con la 

circonferenza unitaria. 

Si mette nella forma ordinaria la soluzione del 

sistema diversa dalla ovvia (0,1). 

 

  

 

 

La formula (2ab, a
2
-b

2
,  a

2
+b

2
) genera tutte le tp al variare di a e b nell’insieme dei numeri naturali.  

 

Si può anche verificare facilmente (sempre con Derive) che 

questa formula generale ci riporta alla (2.) quando la 

frazione è un numero dispari.  

La funzione PRC(a,b) produce il pr sulla circonferenza 

unitaria corrispondente alla frazione a/b. 

La conclusione è quindi che i punti razionali sulla circonferenza unitaria sono densi, come lo sono i punti 

razionali sull’asse delle ascisse. 

7. Sia fib(n) il termine n-esimo della successione di Fibonacci: 1, 1, 2, 3, 5, 8, … Si sa che  
�����
��
������   

tende al rapporto aureo  �	 � 	 �
√�� 	≅ 	�. ��� !!"�   

A quale punto sulla circonferenza tendono i pr 

corrispondenti alle frazioni   
�����
��
������   ? 

Sempre con Derive: 

La funzione FIB(n) produce le prime n coppie consecutive di 

numeri di Fibonacci. 

 

 



La funzione PRF(n) produce i primi n+1 pr  sulla circonferenza 

unitaria corrispondenti alle frazioni di numeri consecutivi di 

Fibonacci:  
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 I pr sulla circonferenza unitaria, corrispondenti alle 

‘frazioni’ di Fibonacci, convergono ad un punto sulla 

circonferenza che ha ascissa doppia dell’ordinata, 

come si vede dall’elenco prodotto con DERIVE. 

 

 

 

Naturalmente lo si può verificare anche con la 

funzione PRC: 

 

 

 

 

8. Le tp (3,4,5) e (4,3,5) corrispondono a pr sulla circonferenza unitaria simmetrici rispetto alla 

diagonale del piano cartesiano (y=x): in quale relazione stanno le corrispondenti frazioni? 

La formula generale (2ab, a
2
-b

2
,  a

2
+b

2
) produce terne (ridotte alla primitiva) ‘sostanzialmente’ uguali con 

frazioni ridotte diverse. Ecco due esempi: 
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�
��    … le terne pitagoriche corrispondenti sono    (3,4,5) e (4,3,5); 

�
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�� ,
�

��� ;		
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 → ��
�� ,

�
���  …   (5,12,13) e (12,5,13) 

Possiamo cercare la relazione tra le frazioni 3 � 2 e  5 � 3/2 per via sintetica con un programma di 

geometria dinamica.  

Ad esempio con GEOGEBRA possiamo esplorare la figura: 

  



Il punto C sulla crf unitaria 

viene proiettato in P su Ox. 

D è il simmetrico di C 

rispetto a y=x (si scambiano 

le coordinate); Q è la sua 

proiezione su Ox.  

Q1 = (1,0);  Q1 R = Q1Q 

Il rettangolo Q1PSR ha area 

costante = 2 al variare di C. 

 

Nei termini dei tp sulla circonferenza e delle corrispondenti frazioni ciò si traduce nella relazione: 

sia [m,n,p] una tp primitiva e siano )� → �*+ ,
�
+� e )
 → ��+ ,

*
+� le frazioni corrispondenti, allora vale la 

relazione:  �)� , 1� ∙ 	 �)
 , 1� � 2	.   

Da questa relazione si può ricavare la formula che esprime f2, data f1:  )
 � 01
�
012�

 

Possiamo verificarlo nei due casi precedenti:   3	 � 

�

2�  e 
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�
�
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La dimostrazione è immediata con l’algebra, un po’ meno con la geometria, ma la lasciamo al 

divertimento del lettore. 

Possiamo osservare che il punto fisso nella simmetria di pr sulla circonferenza unitaria sarebbe il 

punto �√

 ,
√


 � che però non è razionale. La sua frazione corrispondente (non razionale) è 1+√2 ed 

è, naturalmente, punto fisso nella nostra corrispondenza: 1 4 √2 � 	 �
√

��
√
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√
  

9. Le terne pitagoriche prodotte dalla funzione PRC con i numeri 

dispari hanno un cateto e l’ipotenusa consecutivi: come sono 

quelle prodotte con numeri pari? 

Applichiamo la funzione PRC ai numeri pari. La formula che genera le terne 

pitagoriche, o equivalentemente i pr sulla circonferenza unitaria, mostra 

che la terna ha un numero pari, o meglio multiplo di 4, e due numeri 

dispari consecutivi. La distanza tra il secondo cateto e l’ipotenusa  è 2.  

Ci si chiede se ci sono tp (terne pitagoriche primitive) che hanno distanza 

tra cateto maggiore e ipotenusa di 3. 

La terna richiesta dovrà avere forma (a, b, b+3) e quindi avremo 

a
2
 +b

2
 = (b+3)

2
 da cui si ottiene  a

2
 +b

2
 = b

2
 + 6 b + 9 � a

2
 = 6 b + 9 

Quindi a deve essere un multiplo di 3. 





La distribuzione delle terne con questa proprietà sembra piuttosto sfuggente: sono infinite? Come 

generarle tutte? 

C’è una strabiliante proprietà che le lega ad una successione di frazioni che convergono a 1 +√2. 

Le ridotte della frazione continua [2; 2, 2, 2, …] convergono a    

1 +√2.  

Ecco un esempio con DERIVE: già alla sesta ridotta si ha una 

buona approssimazione.  

 

 

 

Calcoliamo, sempre con DERIVE, le prime undici ridotte di questa frazione continua: 

 

I punti razionali corrispondenti alle ridotte di questa frazione continua sono i pr sulla circonferenza unitaria 

corrispondenti a tutte (e sole) le terne pitagoriche che stiamo cercando. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Lasciamo anche in questo caso la dimostrazione al lettore, così come la ricerca delle possibili differenze tra 

cateti per le terne pitagoriche primitive. 

 

 


