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Se si chiede di completare la frase “il teorema di ... “, sicuramente “Pitagora” ottiene una percentuale
bulgara: il suo e quindi il teorema per antonomasia. In tutti i problemini che lo applicano di un qualsiasi
testo di scuola media c’entra quasi sempre la terna (3,4,5), qualche volta la terna (5,12,13) associata magari
alla storia degli agrimensori, gli arpedonapti o annodatori di corde, egiziani. Puo sorgere in qualche allievo
sveglio la curiosita di cercare altre terne ‘giuste’, cioe fatte di soli numeri naturali. Scoprira, speriamo che in
questo lo aiuti il suo insegnante, che queste terne si chiamano terne pitagoriche (tp nel seguito) e che sono
un mondo esplorato, ma ancora ricco di angoli nascosti, che lo potra accompagnare per molti anni.

Questa noterella vuole raccogliere qualche spunto che non richiede strumenti pit complessi di quelli che si
incontrano nel biennio di scuola superiore e mostra approfondimenti ed applicazioni dell’algebra
elementare all’aritmetica.

1. Cisono un numero infinito di tp.

Questa prima osservazione é facilmente dimostrabile: (3,4,5) € una tp.

Se (a,b,c) e una tp, anche (m-a,m-b,m-c) € una tp per ogni m numero naturale.

2. Diciamo primitiva una tp (a,b,c) tale che MCD(a,b,c) = 1. Ci sono infinite tp primitive.

La dimostrazione & di tipo costruttivo: per ogni n, (2n+1, 2n’+2n, 2n’+2n+1) & una tp primitiva: infatti
(2n+1)*+(2n*+2n)* = (2n*+2n+1)?

Inoltre, poiché il 2° e il 3° termine della tp differiscono di 1, il loro MCD & 1 e quindi la tp & primitiva.

Per inciso, si puo facilmente dimostrare che se (a,b,c) & una tp, allora
MCD(a,b,c)=MCD(a,b)=MCD(a,c)=MCD(b,c)

3. Ad ogni tp corrisponde un punto razionale sulla circonferenza unitaria x* +y* = 1

. \ . \ . a b\ . .
Anche in questo caso c’e poco da dire: se (a,b,c) € una tp, allora il punto(;,z) € un punto razionale (d’ora

in poi pr) della circonferenza unitaria x> + y> = 1, come si pud verificare facilmente.

4. Le tp generate dalla formula del punto 2 definiscono una successione di pr che converge al
punto (0,1).

Possiamo visualizzare questo fatto disegnando un grafico con Derive.

La funzione VECTOR([(2n+1)/(2n"2+2n+1), (2n*2+2n)/(2n*2+2n+1)],n,0,10) produce undici pr della
circonferenza unitaria.
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E’ evidente (semplice esercizio sui limiti, verificato direttamente con DERIVE) che

2:n + 1 2:n + 2:n
Tim 5
n-o 2 2
2:n +2.n +1 2:n +2:n +1

[0, 1]

5. 1 prdi questa successione sono ovviamente discreti; la successione ha (0,1) come punto di
accumulazione.

Possiamo proiettare i punti della circonferenza sull’asse delle ascisse con una retta passante per (0,1) el
punto stesso. | punti della successione (4.) sulla circonferenza sono pr sull’asse delle ascisse: ecco il calcolo
con Derive.

RPM(p, m) =y =m:(x = p ) + p
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La proiezione del punto razionale (E'E) e il punto P(3,0). In generale il punto razionale

( 2n+1 2n%+42n
2n2+42n+1’2n2+42n+1

) viene proiettato nel punto (2n+1,0).



Si puod osservare che la proiezione manda i pr corrispondenti alle tp primitive generate in (2.) nei punti
interi dispari sull’asse delle ascisse e che tale corrispondenza & biunivoca.

6. L’insieme dei pr sulla circonferenza unitaria, corrispondenti a tutte le tp primitive, & denso
come i numeri razionali. Nella proiezione inversa a (5.) a pr sull’asse delle ascisse
corrispondono pr sulla circonferenza unitaria.

Ecco il calcolo con Derive:

. Si calcola I'equazione della retta passante per i
#13: RETTA|[O0, 1], |—, O . ..
[ [ ]] punti (0,1) e (a/b,0) e la si interseca con la
bex circonferenza unitaria.
#14: y=1-
a
s 3 B Si mette nella forma ordinaria la soluzione del
A SOLVE[[Y SR ¥ PP = 1]’ B ”] sistema diversa dalla ovvia (0,1).
2 2
2:ab a -b
#16: x=0Ay=1, x=— AYyS=
2 2 2 2
a +b a +b
2 2
2.ab a -b
#17: _—

2 2
Si pud anche verificare facilmente (sempre con Derive) che . 2:8:D AT b
questa formula generale ci riporta alla (2.) quando la R
frazione € un numero dispari. #19: PRC(2en + 1, 1)
La funzione PRC(a,b) produce il pr sulla circonferenza 2on 4+ 1 2en-(n + 1)
unitaria corrispondente alla frazione a/b. #20: 2 ' 2

2:n +2n +1 2:n +2:n +1

La conclusione e quindi che i punti razionali sulla circonferenza unitaria sono densi, come lo sono i punti
razionali sull’asse delle ascisse.

. . . . . - . . fib(n+1
7. Sia fib(n) il termine n-esimo della successione di Fibonacci: 1, 1, 2, 3, 5, 8, ... Si sa che #n))
1+V5
tende al rapporto aureo ¢ = S = 1.61803398
A quale punto sulla circonferenza tendono i pr gy, OO STERAESy 55 % T 9 H; 21
. . . . fib(n+1 ’
corrispondenti alle frazioni # ? #22: FIB(10)
fib(n)
1 1
Sempre con Derive: 2 1
3 2
La funzione FIB(n) produce le prime n coppie consecutive di 5 3
numeri di Fibonacci. 8 s
#23: 13 8
21 13
34 21




La funzione PRF(n) produce i primi n+1 pr sulla circonferenza

PRF(n, v) :=
unitaria corrispondenti alle frazioni di numeri consecutivi di e o B
VECTOR(PRC(vyi11, vii42), 1, 1, n + 1)
. . fib(n+1
Fibonacci: ¥
fib(n)
#25: PRF(10)
1 0
4 3
s s
12 5
| pr sulla circonferenza unitaria, corrispondenti alle Ty =
‘frazioni’ di Fibonacci, convergono ad un punto sulla 1s s
circonferenza che ha ascissa doppia dell’ordinata, 17 17
come si vede dall’elenco prodotto con DERIVE. 80 39
89 89
208 105
#26: 233 233
273 136
305 305
1428 715
Naturalmente lo si puo verificare anche con la 1597 1597
funzione PRC: 3740 1869
4181 4181
1+.,5 4895 2448
e g — B 5473 5473
2.5 Js 25632 12815
202 2" B 28657 28657

8. Letp(3,4,5) e (4,3,5) corrispondono a pr sulla circonferenza unitaria simmetrici rispetto alla
diagonale del piano cartesiano (y=x): in quale relazione stanno le corrispondenti frazioni?

La formula generale (2ab, a*-b?, a’+b?) produce terne (ridotte alla primitiva) ‘sostanzialmente’ uguali con
frazioni ridotte diverse. Ecco due esempi:

3 3 4 2
- (=) =
5°5 1

5 5 12
- ->(=.=)
1 13713

Possiamo cercare la relazione tra le frazioni 3 2 2 e 5 = 3/2 per via sintetica con un programma di

l

G,g) ... le terne pitagoriche corrispondenti sono (3,4,5) e (4,3,5);

=

N W

12 5
N (EE) .. (512,13) e (12,5,13)

geometria dinamica.

Ad esempio con GEOGEBRA possiamo esplorare la figura:




Il punto C sulla crf unitaria
viene proiettato in P su Ox.

D e il simmetricodi C
rispetto a y=x (si scambiano
le coordinate); Q & la sua

proiezione su Ox.
Q;=(1,0); Q:R=Q,Q

Il rettangolo Q;PSR ha area
costante = 2 al variare di C.

Nei termini dei tp sulla circonferenza e delle corrispondenti frazioni cio si traduce nella relazione:

n

sia [m,n,p] una tp primitiva e siano f; — (;,I—)) ef,— (—,;) le frazioni corrispondenti, allora vale la

P
relazione: (f; — 1) (f,—1)=2.

Da questa relazione si puo ricavare la formula che esprime f,, data f;: f, =
. o . . . 241 3 _ 5+1
Possiamo verificarlo nei due casi precedenti: 3 = 5855,

_ i+l
fi—1

La dimostrazione & immediata con |'algebra, un po’ meno con la geometria, ma la lasciamo al

divertimento del lettore.

Possiamo osservare che il punto fisso nella simmetria di pr sulla circonferenza unitaria sarebbe il

V2 V2 . L ) . . .
punto (?,?) che pero non é razionale. La sua frazione corrispondente (non razionale) & 1+V2 ed

e, naturalmente, punto fisso nella nostra corrispondenza: 1 + V2 =

9. Le terne pitagoriche prodotte dalla funzione PRC con i numeri
dispari hanno un cateto e I'ipotenusa consecutivi: come sono
quelle prodotte con numeri pari?

Applichiamo la funzione PRC ai numeri pari. La formula che genera le terne
pitagoriche, o equivalentemente i pr sulla circonferenza unitaria, mostra
che la terna ha un numero pari, o meglio multiplo di 4, e due numeri
dispari consecutivi. La distanza tra il secondo cateto e I'ipotenusa é 2.

Ci si chiede se ci sono tp (terne pitagoriche primitive) che hanno distanza
tra cateto maggiore e ipotenusa di 3.

La terna richiesta dovra avere forma (a, b, b+3) e quindi avremo
a’ +b? = (b+3)* da cui si ottiene a*+b*=b*+6b+9 > a’=6b+9

Quindi a deve essere un multiplo di 3.

#34:

#35:

#36:

#37:

1+V2+1 _ V242
1+V2-1 V2

PRC(2:n, 1)

4.n

+1

4.n

+1 ]

VECTOR(PRC(2:n, 1), n, 1, 6)

20
101
24

145




Alloraa’=9=6b > 6b=(3c)*-9=9(c’-1); equindianche b &un multiplo di 3. Allora la terna {a, b, ¢)
non & primitiva.

Non ¢l sono quindi terne pitagoriche primitive con distanza 3, ma solo terne composte come (9, 12, 15}.
Possiamo chiederci quali distanze possono esserci tra cateto e ipotenusa nelle terne pitagoriche primitive.

Possiamo fare una esplorazione con DERIVE: ecco il programma e il calcolo della prima parte della sequenza

CERCA_I_D(9, 100)
CERCA_I_D(d, n, 1, a, V) =

Prog 39 80 89
v []
i1 33 56 65
Loop
Ifi=n 21 20 29
RETURN v
If INTEGER?(J((i + d)"2 - i"2)) A GD(4, i +d) =1 15 8 17
v = ADJOINC[Y((G + d)*2 - i), 4, 1 +d], V)
1i=1+1

Ecco le 4 terne pitagoriche primitive, con cateti
minori di 100, per le quali [a differenza
dell’'ipotenusa da un cateto & 9.

XCERCA_I_D(n, d, v, w) =

o XCERCA_I_D(200)
;: 5] [1, 2, 8, 9, 18, 25, 32, 49, 50, 72, 81, 98, 121,
Loop
Ifd=n 128, 162, 169]

RETURN REVERSE(v)
w = CERCA_I_D(d, n)

If DIM(w) > 0 Le differenze tra ipotenusa e cateti nelle terne
v := ADJOIN(d, v) . . el CLere o
de=d+1 pitagoriche primitive possibili fino a 200.

Si puo osservare che le differenze possibili, tra ipotenusa e cateti nelle terne pitagoriche primitive, sono
numeri quadrati di numeri dispari oppure la meta di quadrati di numeri pari: meravigliosolil La
dimostrazione & lasciata alla ricerca del lettore interessato.

10. Le due terne pitagoriche (3,4,5) e (20,21,29) hanno per cateti due numeri consecutivi: ci sono
altre terne con questa proprieta?

Anche in questo caso ci si pud aiutare con DERIVE:

CERCA(10000)
CERCA(n, 1, a, V) =
Prog [ 4059 4060 5741 ]
v []
i:=0 696 697 985
Loop
If i =n 119 120 169
RETURN v
If INTEGER?(J(i"2 + (i + 1)*2)) 20 21 29
v = ADJOINC[4, 1 + 1, J(3"2 + (3 + 1)*2)1, v)
11+ 1 3 4 5
0 1 1
Sequenza delle terne pitagoriche fino a 10000, con
i cateti consecutivi.




La distribuzione delle terne con questa proprieta sembra piuttosto sfuggente: sono infinite? Come
generarle tutte?

C’eé una strabiliante proprieta che le lega ad una successione di frazioni che convergono a 1 +V2.

Le ridotte della frazione continua [2; 2, 2, 2, ...] convergono a 1
2
1 +V2. ¥ 1
2 +
. N . . 1
Ecco un esempio con DERIVE: gia alla sesta ridotta si ha una 2 4
buona approssimazione. 2 4 !
1
2 + —
2
169
70

2.414285714
Calcoliamo, sempre con DERIVE, le prime undici ridotte di questa frazione continua:

i
fc2(n) := ITERATES[Z + —, a, 2, n]
a

fc2(10)

[ 5 12 29 70 169 408 985 2378 5741 13860
2 s 12 29 70 169 408 985 2378 5741

| punti razionali corrispondenti alle ridotte di questa frazione continua sono i pr sulla circonferenza unitaria
corrispondenti a tutte (e sole) le terne pitagoriche che stiamo cercando.

VECTOR(PRC([NUMERATOR(ch.), DENOMINATOR(ch.)]), 1, 1, DIM(fc2))
] 1

4 3 5
20 21 29
120 119 169
696 697 985

4060 4059 5741
23660 23661 33461

137904 137903 195025

803760 803761 1136689

4684660 4684659 6625109

27304196 27304197 38613965

[ 159140520 159140519 225058681

Lasciamo anche in questo caso la dimostrazione al lettore, cosi come la ricerca delle possibili differenze tra
cateti per le terne pitagoriche primitive.



